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Algebraische Komplexititstheorie 111

Zur Berechnungskomplexitit
von Permanenten

MiCHAEL CLAUSEN, UNIVERSITAT BONN

Im dritten und letzten Teil unserer kleinen Vortragsreihe iiber algebraische Komple-
xitédtstheorie ging es um ein algebraisches Analogon zur Theorie der NP-Vollsténdigkeit.
Dieses Analogon geht auf Valiant [15, 17] zuriick und entsprang seinen Studien von
Zahlproblemen [14]. Neben den offensichtlichen Querverbindungen zur Kombinatorik wer-
den durch dieses Thema aber auch innerhalb der Komplexitétstheorie Briicken geschla-
gen: einerseits eine Briicke zur strukturellen Komplexitéatstheorie, bei der es (etwa auf der
Grundlage des Turingmaschinenmodells) um die Formulierung von Komplexitéatsklassen
und deren Beziehungen untereinander geht, andererseits eine Briicke zur parallelen Kom-
plexitétstheorie.

Diese Vortragsausarbeitung beginnt mit einer Erinnerung an die Booleschen Komplexi-
tatsklassen P und NP sowie an den Begriff der NP-Vollstandigkeit. Danach werden die
algebraischen Analoga VP und VINP einfiihrt sowie der Begriff der VINP-Vollstandigkeit
vorgestellt. Wahrend die Objekte im Booleschen Fall Sprachen sind, also Mengen von
Wortern endlicher Lénge iiber einem endlichen Alphabet, sind die Objekte im alge-
braischen Fall gewisse unendliche Folgen multivariater Polynome iiber einem Korper k.
Wichtige Rollen im algebraischen Analogon werden die Folgen DET = (DET,) bzw.
PER = (PER,,) der generischen Determinanten bzw. Permanenten spielen:

n

DET, = sgn(o) [ [ Xicwy. PERn:= ) ﬁxw(i).

o€Sn i=1 o€Sy i=1

Wir werden die (erweiterte) Hypothese von Valiant diskutieren, aus deren Giiltigkeit sich
ergeben wiirde, dafl es zwischen der Berechnungskomplexitdt von Determinanten und
Permanenten trotz der Ahnlichkeit in der Definition krasse Unterschiede gibt. Obwohl
viele Indizien fiir diese Hypothese sprechen, ist man von einem Beweis noch sehr weit
entfernt.
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1 Die Hypothesen von Cook und Valiant

In der ersten Hilfte dieses Jahrhunderts hat man die Frage nach dem prinzipiell Berechen-
baren auf verschiedene, aber dquivalente Weise befriedigend formalisieren kénnen durch
Konzepte wie Turingmaschinen, Registermaschinen, WHILE-Programme, rekursive Funk-
tionen, Thue-Systeme und Markov-Algorithmen. Zu Beginn des Computer-Zeitalters trat
dann naturgeméf die Frage in den Vordergrund: Welche Probleme sind in einem prakti-
schen Sinne berechenbar?

Als erste Approximation der in einem praktischen Sinn berechenbaren Probleme sieht
man die Komplexitédtsklasse P an, die aus allen Sprachen A {iber einem Alphabet X
besteht, die von einer deterministischen Turingmaschine in polynomialer Zeit akzeptiert
werden. Das heifit, zu A gibt es eine deterministische Turingmaschine M und eine p-
beschriinkte Funktion! f:N — N, so dafl M angesetzt auf x € X" nach hochstens f(n)
Schritten entschieden hat, ob x zu A gehort oder nicht; im ersten Fall gibt M eine 1,
ansonsten eine 0 aus. M berechnet also die charakteristische Funktion y4: ¥* — {0, 1},
wobei X* = Unzozn.

Neben einer Vielzahl von effizient 16sbaren Problemen traten in der Praxis vermehrt Pro-
bleme in den Vordergrund, die sich allen Anstregungen, sie effizient zu losen, widersetzten.
Viele derartige Probleme hatten aber eins gemeinsam: bekam man eine im Vergleich zur
Eingabeldnge kurze Losung “verraten”, so hatte man es nicht schwer, diese Losung als
solche zu verifizieren. Beispiele derartiger Probleme sind das Erfiillbarkeitsproblem der
Aussagenlogik, oder die Frage nach einem Hamiltonkreis in einem Graphen. Dies fiihrte
zur Definition der Komplexitéatsklasse NP.

Definition 1 Fine Sprache A C ¥* gehort zu NP gdw. es eine p-beschrinkte Funktion
t:N — N sowie eine Sprache B C (X U {#})* aus P gibt, so daf

VneNVzeX" (z€ A e Jeec B z#ec B).

Hat z € A die Linge n und ist e € X" mit a#e € B, so ist e ein kurzer Zeuge
fiir die Zugehorigkeit von x zu A und die Moglichkeit, z#e € B in polynomialer Zeit zu
entscheiden, kann man als effiziente Verifikation von z € A ansehen. Die obige Aquivalenz
kann man auch so umformulieren:

val@) = \/ xslate).

ecxt(n)

Nun kommen wir zu den algebraischen Komplexitiatsklassen und leiten zunéchst von den
bisherigen Objekten, ndmlich den Sprachen, {iber zu den algebraischen Objekten.

!Eine Funktion f:N — N heifit p-beschrinkt, wenn sie von einer Polynomfunktion majorisiert wird.
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Es sei A eine Sprache iiber dem Alphabet ¥ = {0,1}. Dieses A kann man anschen als
Folge von Indikatorfunktionen f,, wobei f,:{0,1}" — {0,1} der Indikator von A N X"
in 3" ist. Zu dieser Funktionenfolge gehort die Partition A = U,,>o(A N X"). Es wird
fiir unsere Zwecke bequem sein, mit dem Parameter n etwas grofziigiger umzugehen.
Denken wir etwa an die Sprache A aller invertierbaren Matrizen iiber dem Korper Fy
aus zwei Elementen, so ist diese in natiirlicher Weise partitioniert als A = LIA,,, wobei
A, = GL(n,2) ist. Demnach ist hier f,:{0,1}" — {0,1}. Da aber die Klasse der
p-beschrinkten Funktionen unter Komposition abgeschlossen ist, konnen wir uns diese
Freiheit erlauben. SchlieBlich beachte man, dafl jede n-stellige Boolesche Funktion sich
reprisentieren 1afit durch ein Polynom F,, € Fo[X7, ..., X,] von hochstens linearem Grad
in jeder Variablen, insbesondere ist der Grad von F), polynomial beschrénkt in n, sogar
deg F, < n.

Bevor wir zur Definition der Komplexitatsklasse VP kommen, legen wir noch zwei Be-
zeichnungsweisen fest. Fiir ein multivariates Polynom f iiber dem Korper k sei v(f) die
Minimalzahl von Unbestimmten, von denen f abhéngt, 0.B.d.A. sei f € k[X1,..., Xyp).
(Manchmal werden wir auch andere Mengen zum Indizieren der Unbestimmten nehmen.)
Im folgenden arbeiten wir der Einfachheit halber mit straight-line Programmen, bei denen
nur addiert, multipliziert und skalarmultipliziert werden darf; die zum Kostenmafl ¢ mit
c(w) =1 fir w € kU{+, *} gehorige Komplexitét eines multivariaten Polynoms f (modulo
I =kU{X;,Xs,...}) bezeichnen wir mit L(f).

Definition 2 FEs sei k ein Korper, X1, Xs, ... Unbestimmte tiber k.

e FEine Folge f = (fn)n>1 multivariater Polynome tber k heifit eine p-Familie gdw. die
Funktionen n — v(f,) und n— deg f, beide p-beschrinkt sind.

e FEine p-Familie f = (f,) heifit p-berechenbar, gdw. n — L(f,) p-beschrdnkt ist.

e VP = VP (nonuniform; k) bezeichnet Valiants Klasse aller p-berechenbaren Familien
tiber k.

Wir machen einige Anmerkungen zur Definition. Die Einschriankung auf p-Familien ist
ein Gebot der Fairness. Dadurch wird der unerwiinschte Effekt ausgeschaltet, dafl durch
zu schnell wachsenden Grad oder durch zu schnell wachsende Unbestimmtenanzahl ge-
wisse Polynomfamilien “komplexer” erscheinen als sie in Wirklichkeit sind. Nichtuniform
bedeutet hier etwa: die Mitglieder der Familie ( f,,) miissen nicht notwendigerweise einheit-
lich durch eine Turingmaschine beschreibbar sein. Wir bemerken noch, dafl wir dieselbe
Komplexititsklasse VP erhalten, wenn auch Divisionen zugelassen sind und alle Opera-
tionen gezéhlt werden. (Dies folgt aufgrund eines Satzes von Strassen [13].)

Beispiele. Folgende p-Familien liegen in VP:
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SUM = (SUM,,)p>1, wobei SUM,, := X1 + ...+ X,,.

PROD := (PROD,,),>1, wobei PROD,, :== X -+ X,,.

POWERSUM := (POWERSUM.,,), wobei POWERSUM,, = S"" | XI".

DET := (DET,); dies folgt mittels GauBelimination sowie der oben erwihnten
Tatsache, dal Divisonen zugelassen werden konnen.

Wenn wir in x4(z) = Veqo1y:0 xB(2#¢€) die Disjunktion iiber e durch eine Summe iiber
e ersetzen, kommen wir zu folgendem Analogon von NP.

Definition 3 e Fine p-Familie f = (f,) von Polynomen dber k heifst p-definierbar,
gdw. es eine p-berechenbare Familie g = (gn) € VP gibt, so dafl stets t(n) := v(g,)—
v(fn) = 0 st und fr(X) = > cio1yum gn( X, €) gilt. (Wir treffen die Konvention
X = (X1,..., Xy(p) und setzen fr(X) = go(X), falls t(n) =0.)

e VNP = VNP (nonuniform; k) bezeichnet Valiants Klasse aller p-definierbaren Fa-
milien diber k.

Offenbar ist P C NP und VP C VNP. Wir geben im folgenden eine p-Familie in VNP
an, von der vermutet wird, dafl sie nicht in VP liegt, wenn chark # 2. (Im Fall der
Charakteristik 2 ist DET = PER, also PER € VP.)

Proposition 4 PER € VNP.

BEWEIS. PER ist eine p-Familie, denn die Variablenanzahlfunktion n + n? und die
Gradfunktion n — n sind p-beschriankt. Als ndchstes geben wir eine Familie g = (g,,) in
VP an, wobei g, = ¢,(X,Y) ein Polynom in 2n? Unbestimmten X;; und Y;; iiber k ist
mit PER, = 266{071}7”" gn(X, e). Die Polynome g, sind definiert durch

gn(X,Y>:—< 11 (1—nmm)>~<ﬁim)-(ﬁixmm>.

i=0 & j#m i=1 j=1 i=1 j=1

N /. 7 \a

::a::(Y) =: ::(Y) ::ynTX,Y)

N J/

=vn(Y)

Dann ist g = (g,) € VP, denn v(g,) = 2n?, deg g, = O(n®) und die Komplexitit von g,
ist O(n3). Weiter zeigt man leicht fiir alle e € {0, 1}™*™:

o a,(e) #0 gdw. jede Zeile und jede Spalte von e hochstens eine Eins enthélt.
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e Sei ay(e) # 0. Dann ist §,(e) # 0 gdw. jede Zeile von e mindestens eine Eins
enthélt.

e 7,(e) # 0 gdw. e eine Permutationsmatrix ist.

e v,(e) € {0,1}.

o vn(e) # 0 impliziert u,(X,e) = [, Xio(s), wobei o die zu e gehérige Permutation
bezeichnet.

[ J pERn — Zee{o7l}n><n gn(X, 6)

Dies beweist PER € VNP.

In der strukturellen Komplexitiatstheorie sieht das weitere Vorgehen typischerweise so
aus: Mit geeigneten Reduktionsbegriffen partitioniert man die Komplexitatsklassen in
Teilklassen von ungefihr gleich schwierigen Problemen. Nachdem das geschehen ist, ist
man insbesondere interessiert an hértesten Problemen innerhalb der groflien Komplexi-
tatsklassen. Dies sind die sogenannten vollstdndigen Probleme. Die nachfolgende Defini-
tion prézisiert dies auf eine mogliche Art. (Es gibt auch andere Reduktionsbegriffe.)

Definition 5 Es seien A; C X7 und Ay C X5 Sprachen.

o Ay heifft p-reduzierbar auf Ay (kurz: Ay <, As) gdw. eine p-berechenbare Funktion
f:35 — X5 eaistiert, so daf$ fir alle v € X3 gilt: x € Ay & f(z) € As.

o Ay und Ay heiflen p-dquivalent gdw. Ay <, Ay und Ay <, A;.

o A C X" heifit NP-vollstéindig gdw. A € NP und B <, A gilt, fir alle B € NP.
Die NP-vollstdandigen Probleme sind untereinander p-dquivalent und bilden gerade die
hértesten “Brocken” in NP. Weiterhin gilt fiir ein beliebiges NP-vollstdndiges Problem

A:
P=NP < A c NP.

Cook [5] war der erste, der von einem natiirlichen Problem nachweisen konnte, daf§ es
NP-vollstéandig ist:

Satz 6 (Cook) Das Erfillbarkeitsproblem der Aussagenlogik ist NP-vollstindig.
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Mittlerweile kennt man hunderte von NP-vollstindigen Problemen, darunter viele sehr
praxisrelevante wie etwa das Problem des Handlungsreisenden, oder das Problem der
ganzzahligen linearen Optimierung, siehe z.B. [7, 12].

Jetzt kommen wir zu den entsprechenden Begriffen im algebraischen Kontext. (Beim Re-
duktionsbegriff sind wir in gewisser Weise restriktiver, was letztendlich aber zu stédrkeren
Aussagen fiihrt.)

Definition 7 o f € k[Xy,...,X,] ist eine Projektion von g € k[Xy,...,X,,] gdw.
f=glay,... ay) fir geeignete ay,. .., a, aus kU{Xy,..., X, }.

o [ = (fn) heifsit eine p-Projektion von g = (g,) (kurz: f =<, g) gdw. eine p-
beschrinkte Funktion t existiert, so dafS f, eine Projektion von gyy) ist fir alle
n.

e Fine p-Familie g tber k ist VINP-vollstandig gdw. g in VNP liegt und jedes f aus
VNP eine p-Projektion von g ist.

Offenbar sind VP und VNP abgeschlossen unter p-Projektionen. Der folgende Satz zeigt,
dafl die Permanentenfamilie zu den schwierigsten Familien in VNP gehort.

Satz 8 (Valiant) PER ist VNP -vollstandig iiber jedem Korper der Charakteristik un-
gleich 2.

Valiant [15] hat weiterhin gezeigt, daB die Familie HC' = (HC,) der Hamiltonzyklus-
polynome vollstandig iiber jedem Korper ist (siehe auch [8]). Um das Besondere an der
Vollstandigkeit der Permanentenfamilie herauszustellen, geben wir zunéichst eine etwas an-
dere Charakterisierung der Komplexitatsklasse NP. Es sei t: N — N eine p-beschrinkte
Funktion und R C ¥* x ¥* eine Relation mit der Eigenschaft, daf fir (z,y) € ¥ x ™
aus R(x,y) stets m < t(n) folgt. Weiterhin sei {z#vy | R(z,y)} € P. Dann nennt
man {z | 3y : R(x,y)} ein (p-beschrinktes) Suchproblem und die Funktion, die jedem z
die Bindrkodierung der Anzahl aller y mit R(z,y) zuordnet, das zugehorige Zdhlproblem.
Die Klasse NP besteht nun gerade aus allen Suchproblemen. Jedes L € NP liefert ein
Zahlproblem #L und #P (lies: number P) bezeichnet die Klasse aller Zahlprobleme, die
von zdhlenden Turingmaschinen in Polynomialzeit berechnet werden kénnen. Auch #P
enthélt vollstédndige Probleme beziiglich eines geeigneten Reduktionsbegriffs. Es konnte
gezeigt werden, daf} fiir viele NP-vollstiandige Probleme L das zugehorige Zahlproblem
# L seinerseits vollstandig in #P ist, siehe z.B. Valiant [14] und Johnson [12]. Valiant [16]
machte dariiber hinaus die erstaunliche Entdeckung, dafl es sogar Probleme in P gibt,
deren zugehorige Zahlprobleme #P-vollsténdig sind. Das eindrucksvollste Beispiel ist
das Problem des perfekten Matchings in bipartiten Graphen, das nach M. Hall [10] in P
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liegt. Das zugehorige Zahlproblem, das dquivalent zur Permanentenberechnung von 0-1
Matrizen ist, stellte sich als #P-vollstindig heraus. Vor diesem Hintergrund sollte der
obige Satz von Valiant gesehen werden.

Die Satze von Cook und Valiant gaben Anlafl zur

Hypothese von Cook: P #£ NP.
Hypothese von Valiant: VP # VNP.

Wir werden im letzten Abschnitt eine verschérfte Version der Valiantschen Hypothese auf
algebraisch-kombinatorische Weise formulieren, wodurch schnell klar werden wird, wie
weit man noch von einem Beweis dieser Hypothese entfernt ist.

In den restlichen Abschnitten wird eine grobe Beweisskizze des Satzes von Valiant gegeben.
Fiir Einzelheiten verweisen wir auf Kapitel 21 in [3].

2 p-Definierbarkeit und Formelgrofie

Im ersten Beweisschritt wird eine alternative Charakterisierung der Valiantschen Kom-
plexitatsklasse VNP mit Hilfe der Formelgrofie gegeben.

Die Menge der arithmetischen Formeln (Ausdriicke) iiber I := kU {X;,..., X, } ist in-
duktiv wie folgt definiert: jedes Element in [ ist eine Formel; sind ¢, und ¢y Formeln, so
auch (@1 0 9), fiir o € {+, x}. Die Grofle E(p) einer Formel ¢ ist die Anzahl der + und
%, die zu ihrem Aufbau benutzt wurden. Jede Formel ¢ stellt in naheliegenderweise ein
eindeutig bestimmtes Polynom val(p) € k[Xy,...,X,] dar. Die FormelgroBe E(f) von
f € k[Xy,...,X,] ist die kleinste GroBe einer Formel ¢ mit val(p) = f.

Jede Formel ¢ kann man durch einen Baum 7;, veranschaulichen. So stellt

/®

/ @\
AN,

X
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z.B. die Formel ¢ = (((2 + X1) + (3 * X3)) * X5) dar. Man beachte, dafl eine Formel
fiir das Polynom f als spezielles straight-line Programm angesehen werden kann, bei dem
Zwischenresultate nur einmal wiederverwendet werden diirfen; insbesondere gilt

L(f) < E(f).

Jedoch kénnen L(f) und E(f) stark voneinander abweichen, was sich schon aus folgender
Bemerkung ergibt:

Ve R[Xy,. .., X\ {0} E(f) > deg(f) — 1.

Ist zB. f = (f,) mit f, := X?", so folgt L(f,) = n, aber E(f,) = 2" — 1. Hier ist
n +— L(f,) p-beschrinkt, wohingegen n +— E(f,) exponentiell in n ist. Allerdings ist f
keine p-Familie, da n + deg f,, nicht p-beschréankt ist. Offen ist die Frage, ob ein solcher
Unterschied innerhalb von VP mdéglich ist.

Definition 9 e [ine p-Familie g = (g,) heifit p-ausdriickbar gdw. n — FE(g,) p-
beschrdnkt ist.

e VP, = VP, (nonuniform; k) bezeichnet Valiants Klasse aller p-ausdriickbaren Fami-
lven tiber k.

e VNP, = VNP, (nonuniform; k) bezeichnet Valiants Klasse aller Familien f = (f,)
tiber k so daf$ eine p-ausdriickbare Familie g existiert mit t(n) := v(gn) —v(fn) >0

und fn(X) = Zee{oyl}t(”) 9n (Xv 6)'

Offenbar ist VP, € VP C VNP und VNP, € VNP. Eine weitere fundamentale
Vermutung lautet:

VP, # VP.
Uberraschenderweise stimmen die zugehorigen “nichtdeterministischen” Klassen iiberein:

Satz 10 (Valiant) VNP, = VNP.

Einen Beweis findet man in Abschnitt 21.2 in [3].

3 Universalitiat von Determinante und Permanente

Im zweiten Beweisschritt wird gezeigt, dafl jede p-ausdriickbare Polynomfamilie eine p-
Projektion von DET und PER ist. Genauer gilt folgender Satz.
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Satz 11 (Valiant) Hat f € k[X}, ..., X,] Formelgrifie u, soist f sowohl eine Projektion
von DET5,.o als auch eine Projektion von PERo, o.

BEWEISSKIZZE. (von zur Gathen) Wir beschrénken uns hier auf DET'; &hnlich geht man
bei PER vor. Es bezeichne £ die Menge aller Formeln iiber I := kU {Xy,..., X, }.
Man definiert entlang des Formelaufbaus eine Abbildung p: & — Us>11°*° mit folgenden
Eigenschaften fiir alle ¢ € &:

(A) val(p) = det(u(p)).

(B) Hat ¢ Formelgrofie u, so ist die Matrix pu(p) s-reihig, s = 2u + 2.

(C) Mit s = 2u+ 2 aus (B) gibt es A € [(s=Dx6=1) o ¢ [P0 3 ¢ [6=Dx1 50 daff A
obere Dreiecksmatrix ist mit Einsen auf der Hauptdiagonalen und

uo=(5 %)

(D) p(e) hat in jeder Spalte hichstens einen Eintrag, der nicht in k liegt. Die letzte
Spalte enthilt keine Unbestimmte.

Konstruktion von pu:

FALL 1. (u=0) Sei ¢ € I. Dann erfiillt p(p) := (¥) € I**? die Bedingungen (A)-(D).

FALL 2. ¢ = (¢1 *x ¢2). Fiir i € {1,2} bezeichne u; die Formelgrofie von ;. Definiere
w(p) wie folgt:

aq 0
M(Qpl) O ! * 51 O
1
plp) = 1 - 1] az |0

0 | ~le2) 0 * s

Dann gelten (C) und (D). Weiterhin ist v = u; + ug + 1 die Groflie von ¢ und nach
Induktion ist die Grofie s von u(p) gleich (2u; + 2) + (2ug + 2) = 2u + 2, womit (B)
bewiesen ist. Aus der Blockdreiecksgestalt von u(p) folgt auch leicht (A).

FALL 3. ¢ = (@1 + v2). Wir wenden auf M; := u(p;) und My := p(ps) das folgende
Lemma an und erhalten det(M) = —det(M;) — det(My) = —val(yp) fiir die dort konstru-
ierte Matrix M. Wir bekommen p(¢), indem wir zu M eine letzte Zeile und eine vorletzte
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Spalte hinzufiigen, deren Eintrige samtlich Null sind mit Ausnahme der Kreuzungsstelle,
an der eine Fins steht.

Lemma 12 FEs sei R ein kommutativer Ring. Fiir i = 1,2 sei A; € R%*% cine obere
Dreiecksmatriz mit Einsen auf der Diagonalen, oy € R*™% und 3; € R%*1. Dann stehen
die Determinanten und Permanenten der Matrizen

a; 0 ag 0 oy 0
M1::< ! >,M2::< 2 ),M:: A 0 B
Al ﬁl A2 /62 0 A2 52

wie folgt in Beziehung:
det(M) = (—1)®det(M;) + (—1)" det(My)

und
per(M) = per(M;) + per(Ms).

Der Beweis des Lemmas ergibt sich durch Laplace-Entwicklung nach der d; + 1-ten Spalte
von M. Damit ist die Beweisskizze des Universalitdtssatzes abgeschlossen. Valiant [15]
zeigt mit einer kompakteren Konstruktion, daf§ im letzten Satz 2u + 2 sogar durch v + 3
ersetzt werden kann.

4 Die Vollstindigkeit der Permanentenfamilie

Nach den bisherigen Vorbereitungen kommen wir jetzt zur Skizze des eigentlichen Voll-
standigkeitsbeweises. Wir wissen bereits, dal PER in VNP liegt. Es bleibt zu zeigen,
dafl jedes f € VNP eine p-Projektion von PER ist. Wegen VNP = VNP, gibt es zu
jedem f € VNP ein g € VP, mit f,(X) = >__gn(X, e), fiir alle n. Sei m = v(f,) und
t =v(gn) —v(fn). Setze X = (Xy,...,X;n) und Y = (Y1,...,Y)) == (Xog1, -+ o Xonat)-
Aufgrund der Universalitéit der Permanente gibt es eine Matrix A iiber kU{ X, ..., X, }U
{Y1,...,Y;} mit N = 2E(g,)+2 Reihen, fiir die g,,(X,Y) = per(A) ist. Weiter konnen wir
nach Eigenschaft (D) im Universalitdtsbeweis annehmen, da8 A in jeder Spalte hochstens
einen Eintrag hat, der eine Unbestimmte ist. Damit ergibt sich die VINP-Vollstéandigkeit
von PER aus folgendem Resultat.

Satz 13 Es sei k ein Korper der Charakteristik # 2 und A = A(X,Y) eine N x N
Matriz iber KU{ X1, ..., Xm, Y1,...,Y;}, in der pro Spalte hichstens ein Eintrag aufSerhalb
k vorkommt. Dann laft sich eine quadratische Matriz A" iber kU {Xy,..., X} mit

N’ < 10N Zeilen angeben, so dafs per(A’) = Zee{o,l}t perA(X,e).
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BEWEISSKIZZE. Die zu konstruierende Matrix A’ hat eine Block- und eine Feinstruktur.
Blockeintrige ungleich einer Nullmatrix gibt es in A’ hochstens in der ersten Blockzei-
le, in der ersten Blockspalte, sowie auf der Blockdiagonalen. Das folgende Schaubild
verdeutlicht die Blockstruktur fiir den Fall ¢t = 2:

AO yOl y02
A,: le yl 0
yQO 0 y2

Dabei geht Ay aus A hervor, indem man alle Y; durch 0 ersetzt. Bei der Feinstruktur
spielt die Valiant-Matrix

o O = O
|

— = =

W ==

O N~ =

eine zentrale Rolle. Dies liegt an folgenden Eigenschaften (dabei bezeichne V[R|C] die
Matrix V' ohne die Zeilen r € R und Spalten ¢ € C):

per(V) = per(V[1[1]) = per(V[4|4]) = per(V[1,4[1,4]) = 0

und

per(V[1]4]) = per(V[4[1]) = 4.
Wir erlautern die Feinstruktur von A’ anhand des Beispiels:

Y, 2 3 4 5
6 Y, X, 7 8
A=AX,Y, )= 9 10 11 v; 12
13 14 15 16 17
18 19 20 21 22

(Hier ist also m = 1 und ¢ = 2.) Die zugehérige Matrix A’ sieht so aus (dabei ist g = 474
und 5 = 472, was wegen der Voraussetzung char k # 2 Sinn macht!):
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02345 1 4 2
6 0X,7 8 6 7 1
91011 0 12 9 1 10
1314151617 13 16 4
18192021 18 20 19
01-1I-1 1
1-111
0112
0130 1
01-1-1 1
1-111
0112
0130 1
1 01-1I-1
1-111
0112
1 0130
1 01-1-1
1-111
0112
1 0130
€1 £l
0 1-1-] 1
1-111
0112
01301
1 01-1-1
1-111
0112
1 0130
£9 = |

Das Ergebnis per(A’) = > c(o 132 PerA(Xy, €1, €2) ergibt sich nun mittels einer verall-
gemeinerten Laplace-Entwicklung unter Verwendung der Blockstruktur der Matrix A’.
Dabei steuert die Zeile mit den beiden &,’s die Summation e; € {0, 1}: das linke ; liefert
den Beitrag zu “e; = 1”7 das andere den zu “e; = 0”. Entsprechendes gilt fiir die beiden
827S.

Das mag an groben Hinweisen geniigen. Einzelheiten findet man im Abschnitt 21.4 von [3].

5 Die erweiterte Valiantsche Hypothese

Wir wollen in diesem letzten Abschnitt die Valiantsche Hypothese verschérfen. Dazu
arbeiten wir mit p-Familien, deren Formelgrofien bzw. Komplexititen quasi-polynomial
wachsen diirfen; das ist schneller als polynomial, aber weniger schnell als exponentiell.

Definition 14 e [ine Funktion t:N — N heifit quasi-polynomial beschrinkt (gp-
beschrinkt ), wenn es eine positive Konstante ¢ gibt mit t(n) < nOUoe"n),
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o Fine p-Familie f = (f,) uber k heif$t gp-berechenbar (bzw. gp-ausdriickbar) gdw.
nw L(f,) (bzw. n— E(f,)) qp-beschrinkt ist.

e VQP = VQP(k; nonuniform) (bzw. VQP, = VQP.(k; nonuniform)) bezeichnet

Valiants Klasse aller gp-berechenbaren (bzw. qp-ausdriickbaren) Familien iber k.

Offenbar ist VP C VQP und VP, C VQP,. Die folgende Vermutung verallgemeinert
die Hypothese VNP \ VP # 0.

Erweiterte Hypothese von Valiant: VNP \ VQP = () iiber jedem Korper.

Mit den folgenden Ausfithrungen soll skizziert werden, dafl diese Vermutung dquivalent
ist zur Aussage: VNP, \ VQP, # () iiber einem beliebigen Korper. Da wir bereits wissen,
daB VNP, = VNP ist, geniigt es, folgenden Satz zu zeigen.

Satz 15 VQP, = VQP diber einem beliebigen Kérper.

Dieser Satz ergibt sich aus Zusammenhéngen zwischen den verschiedenen Komplexitéts-
mafen Formelgrofe E(f), Komplexitat L(f) und der Tiefe D(f) eines Polynoms f.
Die Tiefe kann interpretiert werden als die die minimale parallele Berechnungszeit, und
im folgenden préazisieren wir kurz diesen Begriff. Jedem straight-line Programm I' =
(T'y,...,T.), das Eingaben der Lange n erwartet, kann man einen Digraphen zuordnen,
dessen Knotenmenge {—n+1,...,r} ist. Eine Anweisung I'; = (w;; «, 3) steuert zwei Kan-
ten, ndmlich («, ) und (3, 4) bei, wiahrend die Skalarmultiplikationsanweisung I'; = (w;; @)
nur die Kante («, i) beitrdgt. Die Tiefe D(I") von I' ist die maximale Lange eines Weges
im gerade definierten Digraphen zu I'. Die Tiefe (depth) des Polynoms f ist definiert
durch
D(f) :=min{D(T") | T’ berechnet f}.

Entsprechend definiert man die Tiefe T'(y) einer Formel ¢ und gelangt so zum Begriff der
Formeltiefe T'(f) von f:

T(f) :==min{T'(p) | val(p) = f}.

Es ist eine empfehlenswerte Ubung zu zeigen, daf D(f) = T(f) ist. Wihrend die untere
Schranke des folgenden Satzes fast trivial ist (ebenfalls eine sinnvolle Ubung!), ergibt sich
die obere Schranke durch geschickte Anwendung des goldenen Schnitts; daher tritt dort
auch die Zahl € := (14 /5)/2 auf.

Satz 16 (Brent [2]) Fir ein n-variates Polynom f vom Grad d > 2 gilt:

log(E(f) +1) < D(f) < % log(E(f)) + 1.
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Die Tatsache, dal D = O(log F) ist, untermauert die Vermutung, dafi VP, # VP gilt,
denn VP, = VP wiirde implizieren, daf fiir jedes f € VP (insbesondere auch fiir f =
DET) eine Konstante ¢ existiert mit D(f,) < clogn, fir alle n. Das liegt aber jenseits
unserer Vorstellungskraft.

In den Beweis von VQP, = VQP geht schlieflich noch das folgende fundamentale Re-
sultat der parallelen Komplexititstheorie ein, das auf Hyafil [11] sowie Valiant, Skyum,
Berkowitz und Rackoff [18] zuriickgeht.

Satz 17 FEs gibt es eine universelle Konstante ¢, so daf fiir jedes n-variate Polynom f
vom Grad d > 1 tber k gilt:

D(f) < c(log(dL(f))logd + logn).
Dariiber hinaus kann f von einem straight-line Programm der Linge O(d®L(f)?) und
Tiefe O(log(dL(f))logd +logn) berechnet werden.
Aus den letzten beiden Sétzen ergibt sich nach leichter Rechnung die Gleichheit VQP =
VQP..
Zum Vergleich von DET und PER diskutieren wir jetzt Vollstandigkeitsresultate fiir VQP

auf der Basis eines etwas grofiziigigeren Reduktionsbegriffs.

Definition 18 e Seien f = (f,) und g = (g,) p-Familien iber k. Dann heifst f eine
gp-Projektion von g gdw. es eine gp-beschrinkte Funktion t gibt, so daf$ fiir jedes n
das Polynom f,, eine Projektion von gy ist.

o Fine Familie g heifit VQP-vollstandig gdw. g € VQP und jedes f € VQP eine
qp-Projektion von g ist.

Offenbar ist VQP abgeschlossen unter gp-Projektionen.
Satz 19 DET ist VQP-vollstindig.

BEWEIS. Wir wissen bereits, dal DET € VP C VQP. Nun sei f € VQP = VQP..
Dann ist n — E(f,) gp-beschrankt und aufgrund der Universalitdt der Determinante ist
fn eine Projektion von DET g, 2. Also ist f eine gp-Projektion von DET.

Nun kommen wir zu einem abschliefenden Vergleich von DET und PER. Aufgrund von
Satz 17 wissen wir, da DET,, durch ein straight-line Programm polynomialer Lénge
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und Tiefe O(log? n) berechnet werden kann. (Fiir direkte Konstruktionen verweisen wir
auf Csanky [6], Berkowitz [1] und Chistov [4].) Zusammen mit D = O(log F) (Satz von
Brent) ergibt das

E(DET,) = 200o&" ),

Im Vergleich dazu ergibt sich fiir die Permanente aus der Formel von Ryser nur die folgende
obere Schranke:
E(PER,) = O(n*2").

Wegen Satz 8 und Satz 19 ist die erweiterte Valiantsche Hypothese (in Charakteristik
# 2) dquivalent zur folgenden rein algebraisch-kombinatorischen Aussage.

Erweiterte Hypothese von Valiant: PER ist keine gp-Projektion von DET.

Das bisher beste Resultat, was in diese Richtung geht, besagt folgendes:
Satz 20 (von zur Gathen [9]) PER, ist keine Projektion von DET,,, falls m < \/2n.

Zum Beweis der erweiterten Valiantschen Hypothese miifite dieses Resultat um astronomi-
sche Groflenordungen verbessert werden! Vielleicht kann die Kombinatorik hier der Kom-
plexitatstheorie weiterhelfen.
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