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EIN VERGLEICH ZWEIER OBERER SCHRANKEN
FUR DIE PERMANENTE VON (0, 1)-MATRIZEN

VON

SUK-GEUN HWANG uUND ARNOLD RicHARD KRAUTER

ZUSAMMENFASSUNG. In dieser Note werden hinreichende Bedingungen dafiir ange-
geben, welche der Permanentenabschétzungen von Minc-Brégman (1973) und Donald et
al. (1984) fiir eine gegebene Matrix schirfer ist.

ABSTRACT. In this note we present sufficient conditions such that one can predict
immediately which one of the permanental bounds by Minc-Brégman (1973) and Donald
et al. (1984) gives the better estimation for a given matrix.

1. Einleitung. Es sei A = (a;;) eine n x n-Matrix iiber C. Die Per-
manente von A ist definiert durch

per(A) = Z A1g(1) - -+ " Qno(n),

O'ESn

wobei 5, die symmetrische Gruppe der Ordnung n bezeichnet.

Eine Matrix A = (a;;) heifit (0,1)-Matriz falls a;; € {0,1} ist fir alle 4
und j.

Eine n x n-Matrix A heifit vollstandig unzerlegbar, falls es keine n x n-
Permutationsmatrizen P und () gibt mit

X O
PAQ = [ * 0 ] ,

wobei die Diagonalblocke X und Y quadratisch sind. Anderenfalls heifit A
teilweise zerlegbar.

Ausgangspunkt unserer Untersuchungen sind die folgenden zwei Unglei-
chungen fiir Permanenten:
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SATZ A (vermutet von H. Minc [6], bewiesen von L. M. Brégman [1],
neu bewiesen von A. Schrijver [8]). FEs sei A eine n x n-(0,1)-Matriz mit

den Zeilensummen ry,...,r,. Dann gilt
(1) per(A) < [[r:".
i=1

Gleichheit tritt in (1) genau dann auf, wenn A permutationsdiquivalent zu
einer direkten Summe quadratischer Blocke ist, deren Elemente sdimtlich 1
sind.

Satz B (J. Donald, J. Elwin, R. Hager & P. Salamon [2], neu be-
wiesen von S.-G. Hwang & A. R. Kriuter [4]). FEs sei A eine vollstindig
unzerlegbare n x n-Matriz mit nichtnegativen ganzzahligen Elementen und
den Zeilensummen ry,...,r,. Dann gilt

(2) per(A) <1+ [[(r: —1).

Auf die Wiedergabe der in [3] angegebenen Gleichheitsbedingung wird hier
wegen der zahlreichen technischen Details verzichtet.

BEMERKUNGEN.

(a) Die Schranke in (1) gilt fiir alle (0, 1)-Matrizen, ob sie nun vollstandig
unzerlegbar oder teilweise zerlegbar sind. Die Schranke in (2) hingegen gilt
fiir alle vollstandig unzerlegbaren nichtnegativen ganzzahligen Matrizen, ob
sie nun blof Nullen und Einsen oder auch andere ganze Zahlen enthalten.

(b) Selbst dann, wenn wir uns auf vollsténdig unzerlegbare (0, 1)-Matrizen
beschréanken, sind die Schranken in (1) und (2) nicht vergleichbar, da (1)
schirfer ist als (2), falls viele Zeilensummen grofler als 2 sind, und da (2)
schéirfer ist als (1), falls viele Zeilensummen gleich 2 sind und die anderen
Zeilensummen nicht besonders grofi (H. Minc [7]).

PrROBLEM. Im folgenden bezeichne A stets eine wvollstindig unzerleg-
bare n x n-(0,1)-Matrix mit den Zeilensummen 74, ...,r,. Aus Bemerkung
(b) folgt, dafl die Anzahl der Zeilen von A mit genau zwei Einsen von maf}-
geblicher Bedeutung dafiir ist, welche der beiden zur Diskussion stehenden
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Ungleichungen die schérfere Schranke liefert. Wir fithren deshalb diese An-
zahl als zusédtzlichen Parameter ein und leiten ein Kriterium dafiir her, welche
der Schranken (1) und (2) fiir eine gegebene Matrix A die bessere ist.

2. Eigenschaften einer mit der Gamma-Funktion zusammenhéin-
genden Funktion. Um die Herleitung des angekiindigten Kriteriums zu
ermoglichen, bendtigen wir einige vorbereitende Betrachtungen iiber eine mit
der Gamma-Funktion zusammenhéngende Funktion. Dazu sei

(3) ®(x) :=T(x+1Y* x>0,

wobei I' die Gamma-Funktion bezeichnet. Es ist bemerkenswert, daf fiir alle
positiven ganzen Zahlen n gilt:

®(n) = n!'/".
Ferner definieren wir

ar +b b
4 . =Iln———, >——>1,
( ) g ,b('x) n @(ZE) T a

wobei a und b reelle Konstanten bezeichnen.

SATZ 1 (S.-G. Hwang & A. R. Kréauter [5]).  gap(2) ist streng monoton
wachsend und konkav. Ferner gilt

(5) lim gop(z) =1+ na.

(Der Beweis beruht im Wesentlichen auf der Stirlingschen Formel fiir die
Gamma-Funktion,

(6) [(z) = V2rz* 2 HH@ 450,
und verwendet einige Eigenschaften von p(z).)

Wir definieren

(7) Ax) :=g1-1(z) =1In
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KOROLLAR 1.
(a) A(z) ist streng monoton wachsend und konkav. Uberdies gilt die Be-
ziehung

(8) lim A\(z) = 1.

T—00

(b) Es gelten die folgenden Ungleichungen:

9) O(x) >z —1 fir 0<x<umx,

(10) O(z)<z—1 fir z)<z<oo,

wobei xg = 2,695142 . .. die eindeutig bestimmte Nullstelle von \(x) firx > 1
18t.
(c) Die Funktion g(_xl) ist streng monoton wachsend fiir x > 1.

3. Ein Vergleich der Abschitzungen (1) und (2) fiir vollstéindig
unzerlegbare (0,1)-Matrizen. Geméf Korollar 1, (b) ist die Schranke
(1) besser (bzw. schlechter) als die Schranke (2), falls r; > 3 (bzw. r; = 2) fur
alle 7 gilt. Fiir weiterreichende Aussagen benétigen wir einige zusétzliche Be-
zeichnungen. Es seien rq, ..., r, ganze Zahlen > 2, ferner sei r = (ry,...,7,).
Wir definieren

(11) u(r) = [ @(r),

(12) 6(r) =1+ JJ(r; — 1).

i=1

Fiir ganze Zahlen n und £ mit 0 < k < n sei
S(n,k):={r=(r1,...,rn) : kderr; sind gleich 2, 3 <r; < nsonst}.
Im folgenden bestimmen wir die Mengen

K, ={k:0<k<n,ur)<di(r)fir aller € S(n, k)},
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L,:={k:0<k<mn,u(r)>dr)fur aller € S(n,k)}

und zeigen, dafl
K,={0,1,2,...,ki(n)},

L, ={ko(n),ka(n)+1,...,n—1,n}

gilt, wobei ki(n) und ks(n) extremal in dem Sinne sind, dafl ky(n) + 1 ¢
K, und ks(n) — 1 ¢ L,. Nun sind wir in der Lage, das folgende wichtige
Hilfsresultat zu formulieren.

LEMMA 1.  Es sei x; = (2,...,2,3,...,3) € S(n,k) und yr =
(2,...,2,n,...,n) € §(n, k). Dann gilt fir aller € S(n, k)

(13) 0(xx) — p(xx) < 0(r) — pu(r) < 0(yx) — p(ye)-

Zur Bestimmung von K, definieren wir

_ In(2v2/V6) _
(14) = 2 78 =4,614131. ..,

und, fiir ganze Zahlen n und k£ mit 0 < k < n,

1 1

(15) (k) = o (1 + 2n_k) .
€ besitzt folgende Eigenschaften:

(a) e(n, k) >0 ;

(b) €(n, k) — 0 fiir (n—k)— oo;

(c) e(n,k) <1 fir k<n-—1.

Eine entscheidende Rolle bei der Bestimmung von kq(n) spielt die folgende
Ungleichung;:

(16) Inje| +1— % < e(n, |njc] +1),

worin |z| den ganzzahligen Anteil von x bezeichnet.
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SAatz 2 (S-G. Hwang & A. R. Krauter [5]). FEs sei n > 3 ei-
ne ganze Zahl und es sei K, die oben definierte Menge. Dann gilt K, =
{0,1,2,...,ki(n)}, wobei

In/c| +1,  falls (16) gilt,

In/c| sonst.

kl(n) = {
Beweisskizze.  Wir zeigen
K,={k:0<k<|n/c|]+a,},

wobel

{1, falls (16) gilt,
a, =
0 sonst.

Fir x, = (2,...,2,3,...,3) € S(n, k) folgt aus Lemma 1 sofort
K,={k:0<Fk<n, p(xk) <d(x)}
Nun ist

ploxy) = 220(3) ",

1
5(x;) = 27 * (1 + 2“) .

Somit gilt p(xy) < d(xx) genau dann, wenn
k n
2
2V2\" _ (2 (1 L )
(3) d(3) 2n—k

(17) k< % +e(n, k).

gilt oder

Ist nun k£ < |n/c], so ist (17) sicher erfillt und damit {0,1,2,..., |n/c|} C
K,. k= |n/c|] 4+ 1 geniigt (17) genau dann, wenn (16) erfiillt ist.

Wir haben noch zu zeigen: K,, enthilt kein & mit |n/c] +2 < k < n. Wegen
n > 3 ist sicher n ¢ K,,. Es sei also [n/c|] +2 < k < n — 1. Dann ist aber
€(n, k) < 1 und somit
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k> ([nfc]+1)+1> %—1-6(71,]45).

Zur Bestimmung von L,, definieren wir

(18) By =1+ 12(‘:)5

und

(19) k) e — 1 <1+;>
= e

(B, und ¢ besitzen folgende Eigenschaften:
(a) B \\ 1+ 1n /2 fiir n — oo;
(b) ¢(n, k) — 0 fiir n — oc;
(c) C(n, k) < 1, falls k < n.
Die ,, Testungleichung® bei der Bestimmung von ky(n) lautet

(20) mmmu—%>wmwm+n

SAaTz 3 (S.-G. Hwang & A. R. Kréuter [5]). Es sei n > 3 eine ganze
Zahl und L, wie oben definiert. Dann gilt L, = {ka(n), k2(n)+1,...,n—1,n},
wobei

| In/Bu] 1, falls (20) gilt,
ha(n) = { \n/Bn] +2,  sonst.

Fiir n < 10 sind die Werte von k;i(n) und ky(n) in Tabelle 1 angefiihrt.
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n || k1(n) | k2(n)
3 1 2
4 1 3
5 1 3
6 1 4
7 1 5
8 2 6
9 2 6
10 2 7
TABELLE 1.

BEMERKUNG. Aufgrund von Satz 2 konnte man erwarten, daf§ &, aus
Satz 3, welches ja von n abhéngt, durch eine Konstante [ ersetzt werden
kann. Mit kleinen Einschrinkungen ist dies tatséchlich moglich, wie der fol-
gende Satz zeigt.

SATZ 4 (S.-G. Hwang & A. R. Kréduter [5]).  Es seienn >4 und k <n
ganze Zahlen. Falls k > n/(1 +1In+/2) gilt, dann ist k € L,.

BEMERKUNGEN.

(a) Es sei 3 = 1+1n+/2. Satz 4 hat den Vorteil, da nun die unhandliche
Beziehung (20) nicht mehr erforderlich ist. Ein Nachteil von Satz 4 besteht
darin, daf nunmehr im allgemeinen wegen k > |n/3] + 1 k > ko(n) ist.

(b) Aufgrund der Grofle der ,Skalierungsfaktoren® ¢ und (3, tritt eine
Liicke zwischen ki(n) und ko(n) auf, das heift fir k1(n) < k& < ko(n) ist
keine einheitliche Vorhersage mdoglich, ob p(r) < §(r) oder u(r) > o(r) gilt
fir r € S(n, k).

BEISPIEL. Es sei n = 4 und k£ = 2. Dann ist nach Satz 2 und Satz 3
k1(4) < 2 < ko(4). Hier gibt es folgende drei Moglichkeiten:
(a) r =(2,2,3,3). Dann gilt

6,603...=pu(r) >d(r) =5

fiir die Matrizen
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1100 1100 1100 1100
1 001 01 10 01 10 0011
111 0" 101 11" 101 11" 1110
1 011 1101 1 011 1 011
(b) r = (2,2,3,4). Dann gilt
8,043...=p(r) >d6(r) =7
fiir die Matrizen
1100 1100 1100
1010 01 10 0 011
110 11" 101 11" 1110
1 1 11 1 1 11 1 1T 11

(¢) r=1(2,2,4,4). Dann gilt

9,797... = p(r) < d(r) =10

fiir die Matrizen

= O
— == O
— =0 O
— = O
—_ = O

S R U W G W
— == O
— == O
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