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DE L’ALG\EBRE DES ¢ DE RIEMANN MULTIVARIEES
A I’ALGEBRE DES ( DE HURWITZ MULTIVARIEES

HOANG NGOC MINH, GERARD JACOB, MICHEL PETITOT, NOUR EDDINE OUSSOUS

ABSTRACT. The theory of noncommutative rational power series allows to ex-
press as iterated integrals some generating series associated to polylogarithms and
polyzétas, also called MZV’s (multiple zeta values : a generalization of the Riemann
¢ function). We introduce the Hurwitz polyzétas, as a multivalued generalization of
the classical Hurwitz ( function. They are in fact generating series of the classical
polyzétas in commuting variables. Based on the shuffle product of noncommuta-
tive rational series, explicit formulae are given for computing the product of these
generating series. We define also another shuffle product for the Hurwitz polyzétas.
This structure allows us to produce a new algorithm for computing the coloured
polyzétas relations, by mean of Dirichlet generating series associated to the periodic
sequences of numbers. Concerning the regularization of divergent polyzétas, we give
explicit syntaxic formulae based on the combinatorics of words. As application we
compute the Arakawa-Kaneko integrals in terms of polyzétas.

RESUME. La théorie des séries rationnelles en variables non commutatives permet
d’exprimer sous forme d’intégrales itérées certaines séries génératrices associées aux
polylogarithmes et aux polyzétas, ou MZV’s (multiple zeta values : une générali-
sation de la fonction ¢ de Riemann). Nous introduisons les polyzétas de Hurwitz,
qui généralisent la fonction ¢ de Hurwitz classique. Ils apparaissent comme des
séries génératrices des polyzétas en variables commutatives. En nous basant sur
le produit de mélange des séries rationnelles, nous donnons des formules explicites
pour calculer les produits de ces séries génératrices. Nous explicitons également
un autre produit de mélange pour les polyzétas de Hurwitz. Cette structure per-
met d’obtenir un nouwvel algorithme de génération des relations entre les polyzétas
colorés par l'intermédiaire des séries génératrices de Dirichlet associées aux suites
périodiques de nombres. En ce qui concerne la régularisation des polyzétas diver-
gents, nous obtenons des formules syntaxiques explicites utilisant la combinatoire
des mots. En application, nous calculons les intégrales d’ Arakawa-Kaneko en termes
de polyzétas.
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1. INTRODUCTION

Les valeurs de la fonction ¢ de Riemann pour des arguments entiers positifs :

1
C(s)=> =
n>0
sont bien connues depuis Euler pour les entiers pairs : {(2p) est un multiple rationnel
de m?. Le cas impair est beaucoup moins bien connu. Apéry a prouvé en 1978
que ((3) est irrationnel. Récemment Rivoal (2000) [30] a montré que ((2p + 1) est
irrationnel pour une infinité d’entiers p. En outre, I'un des nombres ((s) pour s entier
impair, 5 < s < 21, est irrationnel. Rien n’est connu sur I'indépendance algébrique
des zétas impairs.

1.1. Polyzétas. Les voies de recherche actuelles s’orientent toutes vers un “supplé-
ment de structure”. On a ainsi introduit les polyzétas (appelés aussi zétas multi-variés,
ou nombres d’Euler-Zagier, ou MZV’s - i.e. “Multiple Zeta Values”) :

1
C(str-nse) = Y ——— S ENV{0}, s >1

ny ...ns
n1>..>n>0 L r

Les polyzétas interviennent en théorie des nombres [33], en théorie des nceuds [2, 9],
en mécanique quantique [12; 13, 26, 18], en physique des hautes énergies [6, 7], pour
I'analyse des structures de données hiérarchiques [15].

Le polyzéta ((s1,...,s,) est de profondeur r et de poids Y ;_;s;. Notons d, la
dimension du Q—espace vectoriel engendré par les polyzétas de poids n. Zagier a
proposé la conjecture suivante :
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Conjecture 1 ([33]). Les entiers d,, vérifient :
di =0, dy=d3s=1, d,=d,_o+d,_3, pourn > 4.

Elle est confortée par les travaux de Goncharov [17] qui étudie les polylogarithmes
du point de vue des motifs de Tate mixtes. Sa conjecture 1.1 fait apparaitre, (modulo
((2)), une algebre de Lie ayant exactement un générateur de degré n pour chaque
entier n > 1 impair. Si cette conjecture était vraie, on pourrait en particulier espérer
en déduire des résultats d’indépendance algébrique pour les ((2p+1). L’indépendance
algébrique des ((2p+ 1) n’est pas aujourd’hui accessible. Ce qui est accessible, c’est le
calcul des relations entre polyzétas “symboliques”; c¢’est-a-dire les relations découlant
du supplément de structure, qui est relié a l'existence d’une double structure de
mélange (voir ci-dessous).

1.2. Polyzétas colorés. Le calcul des diagrammes de Feynman en mécanique quan-
tique conduit aux polyzétas colorés, c’est-a-dire aux sommes suivantes :

C(sl,...,sr) Z gL gt
oo gin ) nit .. .ons
7 q ni>..>ne>0 1 T

ou N est un entier positif fixé, et ou ¢ est une racine primitive N-ieme de 'unité.
L’algebre des polyzétas colorés contient, en plus des polyzétas, des nombres transcen-

dants comme :
I 3 (="

n>1

1.3. Polyzétas de Hurwitz. Dans cet article, nous introduisons une autre extension
des polyzétas, que nous appelons polyzétas de Hurwitz, qui sont indexés par un double
multi-indice :

C(si3ta)s o (sit)) = > 1

ni>...>n,>0 (nl - tl)Sl e (nr - tr>ST’

ou les s; sont des entiers positifs, et ou les ¢; sont des variables formelles. Ces variables
formelles ont pour vocation de permettre le calcul certaines séries génératrices com-
mutatives des polyzétas. On retrouve les polyzétas en spécialisant toutes les variables
formelles en ¢; = 0 pour tout ¢. L’algebre des polyzétas de Hurwitz contient quant a
elle, en plus des polyzétas, des constantes telles que le nombre de Catalan :

=% o = el - /)

et des polyzétas colorés. En effet, nous verrons que la périodicité de {¢"},>1 permet
d’exprimer les polyzétas colorés sous forme de combinaisons linéaires des polyzétas
de Hurwitz a coefficients dans le corps cyclotomique Q(q) (voir Proposition 13). Par
conséquent, I’étude des relations polynomiales entre les polyzétas colorés peuvent étre
faites a travers celles des polyzétas de Hurwitz ayant pour parametes des nombres
rationnels de l'intervalle [0, 1].
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2. CODAGE SYMBOLIQUE

2.1. Séries non commutatives et intégrales itérées. Soit X = {xg,x1,... Ty}
un alphabet fini. Le monoide libre engendré par X est est noté X*. C’est I’ensemble
des mots sur lalphabet X. Le mot vide est noté “¢”. Nous notons X l’ensemble
X*\ {€}. Associons a chaque lettre x; de 'alphabet X une I-forme différentielle w;,
définie dans un ouvert connexe U de C.

Pour tout chemin ~ allant de zy a z dans U, on définit récursivement comme suit

'intégrale itérée de Chen [11] de zy & z le long de «y pour tout mot w = x;, ... x;

z z 21
(1) / Wi Wiy - - Wy, = / Wi, (Zl) / Wiy + - - Wy, -
20,7 20,7 20,7

En notation abrégée, nous écrirons :

P

z
of, L (w) = o (T @iy .. 2,) = / Wi Wiy -+ wy, et af () = 1.
20,7
Cette notation est relative au choix des formes w; associées aux lettres x;. Plus
généralement, si F'(z) est une fonction analytique nulle en zy, on pose :
z
ozi(w(xilxh oy ) = / wil(t)aioﬂ(xh cox s .
20,7
Soit A une C-algebre commutative. On note A(X) (resp. A({X))) 'anneau des
polynoémes non commutatifs (resp. des séries non commutatives) a coefficients dans
A. Une série S non commutative de A{(X)) sera notée :

S = Z<S|w>w.

weX*

Les polynomes s’identifient aux séries de support fini.

Pour tout polynome S (resp. pour toute série, sous réserve de convergence), on
définit [19] :

aZ,,(8) = Y (Sw) o, (w).

weX*

Le produit de mélange (ou shuffle) de deux mots u et v est le polynome défini
récursivement comme suit :

(2) EwU = UweE = U siue X,
avwby = a(uwbv)+ blauwwv) sia,be X, wu,veX*

Le mélange est étendu aux séries formelles par distributivité.
Le C-module A{(X)) muni du produit de mélange est une A-algebre commutative,
notée Sha((X)).
Avec les notations précédentes, on déduit des propriétés de I'intégration par parties
I’égalité :
G (SwT)=aZ (5)aZ, (T).

20,7 20,7
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C’est vrai si S et T sont deux mots, c¢’est vrai aussi (par distributivité) si S et T sont
deux séries non commutatives. En d’autres termes, o . est un homomorphisme de
A(X)) (pour le mélange) dans A.

2.2. Séries rationnelles. Les opérations rationnelles dans A{(X)) sont :

(1) la somme, le produit par un élément de A,

(2) le produit de concaténation (ou de Cauchy), hérité du produit de concaténation
des mots,

(3) 'étoile des séries formelles propres (i.e. a terme constant nul) :

S* =148+ +...+5"+...
S* est U'inverse bilatere de (1 — 5), et vérifie S* =1+ 55* =1+ S*S. On
pose ST = S* — 1.

Une série est dite rationnelle [10] si elle est obtenue a partir de € et des lettres de X
par un nombre fini d’opérations rationnelles.

Soient a présent ty,...,t,,... des variables formelles, et A = C[ty,...t,,...] an-
neau des polynomes commutatifs sur les ¢;.

Considérons les séries rationnelles de la forme :

(3) (tle)*xil Ce (tho)*IiT = Z (t1x0>8171$i1 Ce (thO)ST*IxZ-T.
S14ee0y8r >0

Cette forme est préservée par le produit de mélange. En effet, si U = (uxg)*zU’ et
V = (vzo)'yV', ot u,v € A,y e X et U,V € A(X)), on a :

Uqu = €uuU - U,
(4) {Uuuv = (u+v)x)* [z(U wV)+y(UwV’).

2.3. Polylogarithmes. A toute composition (i.e. & toute suite finie d’entiers stricte-

ment positifs) s = (sy,...,s,) on associe le polylogarithme :
™M
L181,---7Sr(z) = Z 1 P 2] < 1.
nyt...nsr
ny>...>n>0

On a donc ((s) = Lig(1), a condition que cette somme soit convergente, c’est-a-dire
si s; > 1. Introduisons 'alphabet X = {x, 21}, et les deux formes différentielles :

Associons & toute composition s = (s1,...,s,) le mot w = 2§ ‘o ... 25 'z, On
obtient ainsi un isomorphisme de concaténation de la A-algebre des compositions
dans A(X). On identifiera parfois la composition s avec son codage par le mot w sur
{ZL'(), Il}.
On vérifie que polylogarithme Li, _ , (2) est aussi la valeur de I'intégrale itérée :
z s1—1 sp—1

g, L (w) =af (xg' 2. oxgt T )
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ce qui fournit le prolongement analytique des Lg(z) = Lig(2) sur le revétement uni-
versel de C privée des deux points 0 et 1. La série génératrice non commutative

L(z) = > ex» Lw(z) w est alors solution de I'équation différentielle :

(5) dL(2) = (zowo + z1w1)L(2) avec L(g) = ™8 4 O(y/g) sie — 0T.
L(z) est 'exponentielle d'une série de Lie, et vérifie le critére de Friedrichs :
Lywo(2) = Ly(2) Ly(2), u,v e X"

Par le théoreme de Radford, l'algebre de mélange Shq(X) est une algebre de polyno-
mes (commutatifs) sur 'ensemble des mots de Lyndon, qui en forme donc une base
de transcendance.

Soit C l'algebre C[z,1/z,1/1 — z| des fonctions polynomiales en z, 1/z et 1/1 — z,
et soit Ll¢ la plus petite C-algebre contenant C et stable par intégration par rapport
a wo et wy. Lle s’identifie au C-module engendré par les L, (z). Les polylogarithmes
Li,(t) sont C-linéairement indépendants [22] et donc Llc s’identifie a I’algebre des
polynémes commutatifs sur les polylogarithmes indicés par les mots de Lyndon [22].

2.4. Fonctions quasi-symétriques. Soit s = (s1,...,s,) une composition. Alors
((s1,...,5,) peut étre aussi obtenu en spécialisant les variables {t;};>1 en t; = 1/i
dans la fonction quasi-symétrique Fy, g (t) de profondeur r et de degr? (ou poids)
81+82...+S7«[25] :

FS1,..A,3T (t) - Z t;ll o tf{;

ny>...>nr>0

Notons e = () la composition “vide”. Le produit de mélange (ou “quasi-shuffle” [25])

de deux compositions r = (r1,...,7%) = (r1,r') et s = (s1,...,5) = (s1,8') est défini
par :

rxe = exr = T,

rxs = (r,r'xs)+ (s, r*xs)+ (r1+ s, ' xs).

On étend la notation Fy aux combinaisons linéaires de compositions. Si r (resp. s)
est une composition de degré r et de poids p (resp. de degré s et de poids q), Fys est
une fonction quasi-symétrique de profondeur r + s et de poids p + ¢, et 'on a :

Fs*r:FsFr-

Toute composition s ne commencant pas par 1 correspond bijectivement a un “mot
convergent” w € xoX*x;. Si deux compositions r et s correspondent a deux mots
convergents u et v, alors on a sur les polyzétas convergents la double structure de
mélange [21] et la famille de relations linéaires :

6)  Cuwv) =C(u)C(v),  (uxv)=C,(W)((v),  (Trww—zxw)=0.

Le troisieme jeu d’égalités fait intervenir les polynomes x; ww — x1 * w qui sont
convergents, méme si les deux sommes ((x; ww) et {(z1 * w) sont divergentes.
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2.5. Transformée polylogarithmique. Soit ¢; une primitive de w;. Le théoreme
de convolution [19] permet d’établir :

o (xyxk) _ /Z [@j(z)_@j<5)]nwk(s>

20,7 |
Y n:

et aioﬁ([p;xk) = / e@j(z)_ﬂoj(s)wk(s)'
20,7

Plus généralement, si F(z) est une fonction analytique nulle en 2y, on a [19] :

a§0($j; F) _ /Z [(20](2) - spj(s)]nF(S)dS

|
0,7 n:

et af (zj;F) = / #1218 [ () ds.

20,7
0,7

A la suite de nombres complexes {fi}r>1 associons (pour s un entier, s > 1) la
série [20, 24] :

k
: 2
Diy(F|z) = Zf,%, 2] < 1.
k>1
Elle généralise a la fois [19] la s.g.0. (série génératrice ordinaire) F(z) = 3., frz"
et la s.g.d (série génératrice de Dirichlet) Di(F;s) = >, fi/k°. Elle peut étre vue
comme la transformée polylogarithmique de F [20, 24] :

: _ “log® ' (z/t) dt
z s—1. _ 7

(7) DIS(F|Z) = O‘/Zo,’y(l‘(] 7F> - /ZO F(S) F(t)?

On posant (pour z fixé) t = zr, puis r = e~ ", on obtient :

Di, (F)z) =/0 %F(W)% Z/Ow%ji

En particulier, pour z = 1, il s’agit de la transformation de Mellin et nous obtenons
la s.g.d. Di(F/I'(s);s) associée & F(1)/I'(s), ot F(1) = Y ,o, fud" et ¢ = 7. Si
F(7) est une série de rayon de convergence non nul alors Di(F; s) est une fonction en
la variable complexe s. Par conséquent :

Théoréme 1. Pour toute fonction F(z) € Ll¢ :

(1) la transformée polylogarithmique de F(z) est encore un élément de Ll¢,
(2) la s.g.d. Di(F;s) associée a F(z) est un élément de l’algébre des MZV ’s.

3. REGULARISATION SYNTAXIQUE DES TERMES DIVERGENTS

L’équation différentielle (5) permet de définir le polylogarithme L, (z) pour tout
mot w de X*. Mais ((w) n’est défini que sur les mots “convergents”, c’est-a-dire sur
C; = Q@ 2oQ(X)z;. La régularisation (, doit étre un prolongement de ¢ a tous les
mots w de X*, de telle sorte que (., soit encore un morphisme pour le w. On aura
ainsi donné un sens aux ((w) de somme divergente. D’apres le théoreme de Radford
28], c’est possible d'une et d’une seule fagon, une fois fixées les valeurs de ((zy) et
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((x1). En effet, on a (Q(X),w) ~ Q[Lyn(X)] = Cq[x1, x0] ot Lyn(X) est I'ensemble
des mots de Lyndon sur X. Toutes les régularisation pour w peuvent étre retrouvées
a partir de la plus simple, qui envoie zy et x; sur 0.

De méme, si on code toute composition s = (s1,..., ;) par le mot ys, ...ys, sur
'alphabet infini Y = {y;};=12, . alors (.(s) n’est défini que sur les mots “conver-
gents” de Y*, c’est-a~dire sur Co = Q & (Y \ {y1}Q(Y)). D’apres Hoffman [25], le
théoreme de Radford se géméralise a ’alphabet infini Y. Il existe donc une et une seule
régularisation ¢, qui prolonge ¢ a tout Y* et qui soit un morphisme pour l'opération
*, une fois fixée la valeur de y; = x;. En effet, on a (Q(Y),x) ~ Q[Lyn(Y)] = Ca[y1]
ou Lyn(Y) est I'ensemble des mots de Lyndon sur Y. On choisira d’envoyer x; = y;
sur 0.

On ne peut pas régulariser  simultanément pour les deux produits. en effet :
Exemple 1 ([5, 8, 14, 31]). Pour le premier mélange, on doit avoir (,,(1)(,(1) =
2¢u(1,1). On obtient ¢u(1,1) = 0 et généralement (y,({1}*) = 0 pour k > 1. Pour le
second, on a ((1)((1) = 2¢(1,1) 4+ (2). On obtient (,(1,1) = —((2)/2.
Définition 1. On note reg,, l'unique morphisme de (Q(X),w) dans lui-méme qui
laisse fizes les mots convergents, et vérifie reg, (vo) = reg,,(z1) = 0. De méme, on
note reg, 'unique morphisme de (Q(Y'),*) qui laisse fixes les mots convergents, et
vérifie reg, (y1) = 0.

On a alors :

CLIU = CO reguu? €t C* = C o reg*'

Le calcul de reg,, et de reg, permet donc de calculer syntaxiquement les régularisation
pour w et pour *.

3.1. Régularisation et série diagonale. Nous utilisons la factorisation de Lyndon.
Un mot w € X* est un mot de Lyndon si et seulement si il est strictement plus petit
(pour l'ordre lexicographique) que tout ses facteurs droits propres.

Soit ! un mot de Lyndon. Le crochetage standard P(l) de [ est le polynome de Lie
défini récursivement comme suit :

P(zj) = = siz; € X

P(l) = [m,n] sin estleplus grand facteur

droit propre de Lyndon de [
La base de Poincaré-Birkhoff-Witt [29] de Q(X) est constituée de tous les produits
décroissants de la forme P (I1)P2(ly)... P*(l},) avec Iy > Iy > ... > l;. La base

duale contient en particulier les duaux P*(I) des polynomes P(l).

On munit le produit tensoriel complété Q(X)®Q(X), de 'opération suivante : le
shuffle w pour le facteur gauche, et la concaténation pour le facteur droit. (On peut

aussi le considérer comme 'algebre (Sha(X))(X) des polynomes a coefficients dans
'algebre de mélange). La série diagonale

> weowe QX)BQ(X)

weX*
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est une représentation de l'application identité de Q(X) dans lui-méme. Par un
théoreme de Schiitzenberger [29], elle se factorise en un produit infini, indexé par les
mots de Lyndon en ordre décroissant :

(8) Z w ® w = ex1®z1 |: H ep*(l)@P(l):| 6m0®x0.

weX* leLyn(X)\X

Posons :

o, = Z reg, (w)@w et P, = Z reg, (w) ® w.

weX* weEY *

Théoréme 2. [27] On a le résultat global suivant :

q)uu — 67m1®:p1 |: Z we ’UJ:| efa:o®m0 et (I)* — e*y1®y1 |:Z w UJ:| )

weX* weY *

PREUVE — Dans 'expression (8), les polynomes P(l) et P*(l), pour | ¢ {zg,x1}
appartiennent a C;, et donc restent fixes par (,,. En prenant l'image de la série
diagonale par le morphisme reg, , ® id, on en tire :

P, = H eP*(l)@P(l)
leLyn(X)\X

d’ou le résultat.

La méme démonstration vaut pour ®,, mutatis mutandis, en utilisant les mots de
Lyndon sur I'alphabet Y. Les polynomes de Cs restent fixes par (,. On utilise la série
diagonale dans Q(Y)®Q(Y') avec 'opération :  sur le membre gauche, concaténation
sur le membre droit, et le morphisme reg, ® id. [

Corollaire 1. On pose :
Z=3 (Coreg, (w)) w.
weX*
La série non commutative Z, au signe pres, n'est autre que [’associateur de Drinfel’d.
En effet, Z est I'image par ((, ® Id) de la série diagonale. Elle est 'unique expo-
nentielle de Lie telle que [22] :

(Z|zo) = (Z]z1) =0 et Yw € 20Xz, (Z|w) = ((w).

3.2. Régularisation syntaxique. On utilise dans cette partie le calcul syntaxique
des deux régularisations en utilisant la combinatoire des mots.

3.2.1. La régularisation pour le premier mélange reg,, .

Définition 2. Soit a [application antipode de A{X)) dans lui-méme. Pour tout

w € X* on aa(w) = (=1)i. Pour un mot sur une seule lettre x (z¢ ou 1), on a
donc a(x*) = (—x)*.
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Proposition 1. Pour tous U € A(X)), et S; € A{(x1)) (resp. So € A{x0))), on a :
reg,, (S1zoU) = reg, (zola(S1) wU]) et reg, (Ux1Sy) = reg,, ([U wa(Sy)|x1),
et par conséquent :

reg,, (S1zoUx1) = xola(S1) w(Uxy)] et reg, (xoUx15) = [(zoU) wa(Sy)]z.

PREUVE — Il suffit de démontrer la proposition pour S; = x¥ (resp. Sy = %), avec

k entier positif, et ou U et V sont des mots de xqX*x1, ¢’est-a-dire :
reg,, (zFzou) = wo[(—z1)f wu] et reg, (vrial) = [V w(—z0)F]z,.

La premiere expression est une conséquence de l'identité syntaxique suivante [19] :
k

(9) Vk>0,Vu € X*,  afzgu =Yz} w(zo[(—z1)* " wul).
lf

En appliquant le morphisme de miroir, puis le morphisme de substitution o(xy) = 24
et o(x1) = xo dans les deux membres de (9), on obtient une identité duale conduisant
a la seconde expression. [

La régularisation pour le second mélange reg, est donnée par :

Lemme 1 ([8]). Pour tout w € y1Y* et m >0, on a

(=) :
reg, (y'w) = Z T (y""w).
i=0
PREUVE — Avec 'expression de I’exponentielle et d’apres la définition du produit de
Cauchy des séries formelles non commutatives, nous obtenons le résultat voulu (en
identifiant terme par terme dans ®,). O

Lemme 2 (Lemme binomial).
" [k
yF xuv = Z(@) [y % u] D" (v), 0t D(v) = y1 x v — yyv.
=0
PREUVE — Pour k =1, on a y; xuv = (y3 xu)v+uD(v). On suppose la formule vraie
(pour lentier k). On en tire :

i ru =yt [y x v +uD(v)]

_ zk: (k> [y % u] DF () + Xk: ( ) yi' xu] DM ()

=0 1=
k+1

= 3 (T eupt

=0
O

Proposition 2 (Formule d’'inversion). Pour tout entier k strictement positif, on a :

r (D! — 11
= Sy
=0
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PREUVE — Cest la conséquence de la propriété 4} x yp = yi™" wyps1 + ¥ wys, pour
ket I > 1, ou w désigne ici le mélange ordinaire, mais sur ’alphabet Y. En effet en
appliquant cette propriété au second membre du résultat souhaité, nous obtenons :

U — (yr Fy1wyr—) + (n wkykilj yi wyk7€2)1+ e
— (=) T wye + Yy wyr) .
= (_1) B kyr

O

Corollaire 2. Pour k > 2, nous avons

A G TR = G ) L
reg, (uf) = —uh+ D ——reg.(v1) x vt
=2

Proposition 3. Pour tout mot w € xgX*x1, on a

reg, (y7'w) = | CL g (47 DP(w).

p=0 P!

PREUVE — En utilisant le lemme 1 puis le lemme binomial, on a successivement :

reg, (40) = i S [i (’;) s *y;"-’w] D (w)
>

p=0

S = plk—p)
LS RS W]
- 25 [z I !
- §;<;1!)preg*<w ’) DP(uw).

OJ
Le corollaire 2 et la proposition 3 terminent la régulation syntaxique des mots y"w

par reg,.

3.3. Un exemple : les intégrales d’Arakawa et Kaneko. Arakawa et Kaneko

ont défini, pour ki, ..., k, > 1, I'intégrale suivante [1] :
1 & Likl,...,k’n(l — 677&) dt
Shrotn (8) = I'(s) /0 et —1 ti-s’

Arakawa et Kaneko ont montré que & r13~-1(1) est un polynome en des MZV'’s. Ils ont
posé la question de la possibilité d’exprimer 'intégrale &, k. (I) en termes des MZV’s
[1]. Nous allons montrer que cette question a une réponse positive et qu’elle dépend
seulement de l'expression des Lig, k(1 — ) en des polylogarithmes de profondeur
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inférieure a n et de poids inférieur & > | k;. Effectuons le changement de variable

t — e ', nous obtenons :
1 s—1
log® *(1/t) dt
= B t)———,
& oo (5) /0 () TGy 1
< z .
ou Bkl,-n,kn (Z) = — L1k17~-~7kn<]‘ — Z)
1—2
Théoreme 3. Pour tout entier ky, ..., k, > 1, Uintégrale &, . k. (s) est un polynome

en les polyzétas a coefficients rationnels.

Ceci est une conséquence directe de 1'équation fonctionnelle suivante [23] :
L(1—t)=0c[L(t)] Z, te]|0,1],

ou ¢ est le morphisme involutif de substitution défini par o(xy) = —z1 et o (1) = —x0.
Une des conséquences de ’équation fonctionnelle (10) est que pour tout mot w € X*,
le polylogarithme Li,(1 — ) est un polynéme en les polylogarithmes indicés par les
mots de Lyndon de profondeur plus petite ou égale & |w| et & coefficients dans I'algebre
des MZV’s [23]. Par conséquent :

Proposition 4. Pour tout entier r,k > 1, nous avons :

k—2 l r k—1
_ B log'(1—1t) log"(1/t)log™ (1 —1t)
Leqy-1(1=1) = ;W DTery TTery Tt
2 ogl(1 —
(=) ; % L (k11 1 (1),

PREUVE — En identifiant le coefficient du mot xf~'27 dans (10), nous obtenons :

k—1

Ligpg_lgﬁl"(l - t) = Z C B reguu(xlg_l_lxq) Lla(zé)(t)
=0

r—1
+ ZC oreg,, (xi_l) Lio(mg_lmﬁ)(t) + Lig(xlg—lmn (t)
=1

k—2 ] lr1
= Y ) T (D L0
=0

L’identité syntaxique (9) nous donne le résultat en prenant v = zfj *. O

En particulier, pour tout entier k£ > 1, le polylogarithme Lix (1 —1%) est un polynoéme
en les logarithmes log(l — ¢) et en les polylogarithmes {Lifiys2(t)}o<g<r dont les
coefficients sont des MZV’s simplement indicés.

Corollaire 3. Pour pour tous entiers r,k,l avec r,k > 1, nous avons :

e (D) = SDGh = D6 (1) + i€+ 4 )

1=0
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o

-2
£ (k)

|
[Sl=)

T MZC( (g wywo(af ™t way™ z))w(—fl]’o)j]%’1>~

= 0

PREUVE — D’apres la proposition 4 et la transformation polylogarithmique, on ob-
tient :

T
no

ey () = SDCh =0 (1) + - sps L )
Gl ol ),

La derniere somme contient des MZV’s divergents que 1’on peut, de nouveau, régu-
lariser en utilisant la proposition 1. En effet, en utilisant la définition du produit de
mélange, nous avons :

kol J
rhwal = (ofwal™ a:l—i-g “wat Yzl

D’ou, en posant w = xé 12120, nous avons :

r—1 k—1—4\ __ r—1 k—i— 2 1" 1—j5 k—i—2 J
w(zy  wr) ) =w(ey  waT T ) + g w(x way ) Tx)
et d’apres la proposition 1, nous avons aussi :

regy[w(zg ™ wai™ )] = w(xS fway T e
+Z[(w( Ty ) w(=wo) 1.
j=1
En appliquant le morphisme ¢, nous obtenons le résultat voulu. [

4. POLYLOGARITHMES DE HURWITZ

4.1. Définition et propriétés de base.

Définition 3. Soit r un entier strictement positif. Pour toute composition s =
S1,...,8. et toutes wvariables formelles ty,...,t., nous appelons fonction de Lerch
généralisée, la fonction définie par :

z
Dy, a2ty ) = Z

n1>...>n>0 (nl o t1)51 Y <nT - tT)ST’
Le polyzéta de Hurwitz associé est alors :
C[(Sl; tl)a R (Sr; tr)} = (I)sl,...,sr(l; tl: s 7tr)-

Ces séries comportent des termes divergents que nous examinerons en Section 4.5.

ni

|z] < 1.
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Proposition 5. Les polyzétas de Hurwitz vérifient les équations fonctionnelles :

Cl(s15t1), -y (Sists), ooy (S te)] — Cl(s15t1)s - oy (Sic1s tica), (sisti — 1), ooy (e 6]
= (1 —=t:) 7" Cl(s13t1)s - s (Sim1s tic), (Signstin)s - oo (S5 0]

Proposition 6. Les polyzétas de Hurwitz vérifient I’équation différentielle :
a/atlg[(sla tl)v R <Szvtl)7 SRR (Sr;tr)] = Sig[(sl; tl)v R <8i + 1 tl)a Ty (ST; tr)]

4.2. Premier codage des polyzétas de Hurwitz. Soit X = {xg,21}. D’apres
le théoreme de convolution, ces fonctions de Lerch peuvent étre représentées par les
intégrales itérées avec les deux formes différentielles wqy et w; :

dz dz

wp=— et w = .
z 1—2

Si S est une série propre, on pose S** = (S*)". De l'identité rationnelle :
(two)* wag ' = [(two) wo]* ™ (two)™ = g [(two)™],

on déduit, en appliquant successivement la transformation polylogarithmique :

Proposition 7. @, (zt1,....t) = & [wgl_l(tlxo)*slxl R (A A

D’apres la formule récursive (4), cette classe de séries rationnelles est stable par le
produit w.

Exemple 2 ([20]). La série génératrice commutative suivante :
Li(zty. )= > Lig .. () 6"
81400y >0
ot les variables formelles t; commutent avec les lettres xo et x1, vérifie :
Li(zty ... t,) = af[(tixo) 1 . . . (trx0) 21].
Exemple 3 ([20]). De méme, la série génératrice suivante :
Lo(zity ... 1) = Z S-S Lig 1, sp1(2) 870 80,
S81ye.ey8r>1

ot les s; sont des entiers, et ou les variables formelles t; commutent avec les lettres
xo et x1, vérifie :

LQ(Z, tl . tr) = O{g[tll'o(tll‘o)*2$1 .. .trﬂfo(trxo)*Ql'l].
En effet, pour toute lettre x € X on a :
v wr = otrrt = x(at)? = Zn:v"
n>1

Les mémes séries rationnelles codent respectivement les séries génératrices des
polyzétas

Zl<t1tr>:£1(1,t1t,r), et Zg(tltr):£2<1,t1tr)

(sous réserve de convergence, c’est-a-dire apres régularisation par reg, ).
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4.3. Deuxieme codage des polyzétas de Hurwitz. Pour toute variable formelle
t introduisons la 1-forme différentielle
dz dz
11—z z(1—2)

0, =z"
Soient T = {t,...,t,} et T = {t1,...,t,} deux familles de parametres, liées par le
changement de variables suivant :
(10) ti=ti+ta+...+¢t, to=to+ts+...+t, ..., t.=1,.
Le changement de variables inverse est donné par :
(11) =t —to,..., tog=t, 1 —t., L =t.
Soit X7 l'alphabet {zq, z7,, ... 2z } associées aux 1-formes suivantes :
wo et Q, i=1,2...r
Nous obtenons :

Proposition 8 ([20]). By, . (2:t1,... ;) = 21 / W0 w0
0

Corollaire 4. [z (tixo)*™twy ... of  (teae) > my] = C(ad oy, .. i ag,).
Le produit de mélange ws vérifie :
Théoreme 4 ([20]). Pour tous mots U,V € X xz, on a :

(U V) = CUKV).

4.4. Troisieme codage des polyzétas de Hurwitz. Nous étudions a présent le
codage défini par les suites finies de la forme :

(ug; ), (ug; pa), -y (ur; iy

Soit U 'ensemble de ces suites. Un élément de U est soit la suite vide, soit une suite
U= (u; 1), U avec U' € U. Or on a :

(i) = Y eogmmr + DLt D e

n>m>0 n>m>0 n>0

Décomposons 1/[(n — p)*(n — v)"] en éléments simples, nous obtenons :
C(U'M)C( V) = C[(U'u), (v )] +Cl(v; ), (u; )]

1 k u—1 ~ 1
+Z G et M))“+k<(v —kyv)+ (=1)° 2 () el e = K.

Ceci nous conduit a définir un nouveau produit de mélange sur U :
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Définition 4. Considérons U = (u;pn), U’ et V = (v;v),V’, ot u et v sont des
entiers, ot u et v sont des variables formelles, ou U’ et V' sont dans U. Le produit
de mélange “U o V7 est défini comme suit :

(Uee = colU = U,

UeV = (v;v),UeV'+ (u;pu),U oV

+ ;(“ulfk)ﬁ(u—k;u),wov’

u—1

+ ( 1”211 1+k TW(U—]{?;I/),U,.V,.
\ k=0

Théoréme 5. Soient U = (uy; 1), ..., (ug; px) et V= (vi;v1),..., (vs1). On a :
U e V) = (U)C(V).

4.5. Régularisation des polyzétas de Hurwitz divergents. Nous voulons donc
régulariser les expressions de la forme :

(12) S1=HH,.. HK
ou 'on a posé, pour 1 < k <gq:
H, = xé’“_l(tkaso)*s’“:rl et K=" 1(tq+1x0)*s‘1+1.
La série S; se met sous la forme générale :
S; = FGK,
ou, pour 0 <r <gq:

F:HlHQ...HT, G=1 ou G:Hr+1...Hq,
avec S =...= 8. =1, et Spy1 > 1.

La série o (G) est convergente. La série o (K) est sur Paphabet a une lettre {z},
et reguw(K) est égale a 1 si s,01 = 1, & 0 sinon. Finalement, la somme «ag(S1) est
convergente si et seulement si ' = K = 1, autrement dit, si r = 0, 51 > 1, et
tg+1 =0). On a dans ce cas :

ap(Sh) =(l(s15t1), ..., (5q:tg)] = Z 1

n1>...>nq>0 <n1 o tl)Sl tet (nr - tr)sq

Premier cas. Régularisation de F' = (t1xq)*xy(toxg)*xy ... (t,x0) 1 (avec r > 1).
Nous allons régulariser la somme plus générale :

(13) F1 = (tlfL‘o)*SllEl(th’o)*SQIl e (tTZE())*STZL'l.
Nous posons F.,; =1letpour j=1...r

F}‘ = (tj.l’[])*sjilfl R (trl'o)*ST$1.
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REMARQUE —~ La série F} (resp. F}) est une combinaison linéaire des expressions
rationnelles codant les fonctions de Lerch. Ceci découle de l'identité rationnelle :

n—1 n—1
—1 . —1 o
=t w(l -2 = (n _ )x*uux’ = (n . )xlx*’“.
7 )

=0 i=0
Ol

Nous utiliserons le lemme :

Lemme 3. Soit x une lettre. On a lidentité rationnelle : ©*" =1 + IZCL’M
i=1

PREUVE — Preuve par induction, en utilisant 1'identité :
x*n — (1 +$l‘*)$*n_l — :U*n—l + iL'.I'*n.

OJ
On en déduit les identités, pour j =1...7r:
8j

Hy = x4 (tjmo) Y (two) "z,

i=1

Fy = HjFj1 = a1Fj0+ (tzo) Ry,
5j

ou Rj = Z(tjx(])*zl’1}7}+1.

i=1

Lemme 4. Soit V € A(X)). On a Uidentité : F\V =Y o] ' (t;z0)R;V .
j=1
Proposition 9. Soit V € A(X)). On a lidentité :

o) = regu (-0 el um V),
reg(F) = D17 tgwo)lof ' w ]

J=1

PREUVE — La preuve découle directement du lemme précédent et de la proposition 1.
Pour la seconde égalité, il suffit de remarquer que pour tout j, on a zoR; € A{(X))z;.

O
On obtient en conséquence la régularisation du moule Zig d’Ecalle [14] :

Corollaire 5.

reg, (F) = reg,[(tizo) 1 ... (trxo) ]
= Z(—l)j_l(tjxo) (x{-l wl(tjzo) s . .. (tr:vo)*:vl]) .

Deuxieme cas. Régularisation de F'G.
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Lemme 5. Soit V € A(X)). On a lidentité FGV =Y 2] (t;z0)R;GV
j=1
Proposition 10.

reg, (FGV) — reg., (Z(—w-l(tjxo)[x{—luu<Rij>]),

J=1

T

reg,, (FG) = > (1) (tjmo)[e] ™" w(R;G)].

J=1

PREUVE — On applique la proposition 9. de plus on a zoR;G € xoA{(X))z1, d’ou la
seconde égalité. [
Cas général. Régularisation de S; = FGK :

e (FGH) = e ( L (-1 tpanled " (R GE)] ).
j=1
Ou la série :
vole] " w(R;GK) = > molafw(R;G)) (2} w K)
a+b=j—1

est somme finie de séries de la forme S, = z¢7},21K;,, ou Kj, est une série
rationnelle de la forme zf(t,1170)*, avec k < s,41 — 1 et | < 5,41, ayant pour
antipode

() = alag(tenwo)”] = (=w0)*(—tgs1m0)™.

On en déduit, avec ces notations :

Proposition 11.

reg, (FGK) = reg, <Z<—1)J’1tj Zxoly,nxlf(j,n)
7j=1 n
= Z(—l)j_ltj Z[(L’(]jjj’n u CL(KJ‘m)]l’l.
7j=1 n
REMARQUE — 1l est clair que les opérations de régularisation requises ne sortent pas
de la classe des expressions rationnelles codant des fonctions de Lerch. [J

5. POLYZETAS COLORES ET POLYZETAS DE HURWITZ

5.1. Séries génératrices de Dirichlet. Soient m suites de nombres complexes
{finti=t.mn>1 des.g.o. Fi(z) =" o, finz". Considérons I'alphabet {x¢, z1,..., 2.},
auquel on associe les m + 1 formes différentielles suivantes :

dz dz

wo , w;=Fi(z)—, 1=1.m.
z z
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Considérons également des s.g.d. associées a ces fonctions [20] :

Di(Fyso Frisryeonosy) = ) e S fin,

S1 s
ni' ... nsr
ni>...>n.>0 1 r
o . —1 —1 \
Proposition 12 ([20]). Di(F,, ..., Fi;81,.-.,8,) = a(xd wgy ... 2y " x;,), oU -
2(.s1—1 . sr—1_. \ _ fil;”l—nz - 'fik71,nk71—nrfimnr ny
ag(xy Xy xy T xy,) = E TR 2",
n1>..>n,>0 Loeesr

En particulier, si les fonctions génératrices { F;(z)}i=1.m sont de la forme b;z/(1 — b;z2)
alors :

n1—mnsg Ng—1—Nrn
puina gk e

S1 s
ny'...ngr

(14) of(xg ) = Z 2™

n1>...>n>0

et Di(FY,..., F.;s1,...,5,) donne, dans ce cas, le polylogarithme multiple [4, 16, 32] :

Z b?l (bg/b1>n2 C (br/bkfl)nr
nit...ngr '

Ligl7..,757.<b1, . e 7b1,,) =

n1>..>ny>0

Théoréme 6. Siles {fin}tn>1,1 = 1..m, sont périodiques de méme période K alors :
Di(Fiy, ..., Fi;81,...,8.) =

K

Z fil,al-“fiT,aTC s.al—i-...—l—ar 5'%
K31+-~~+Sr 15 K )t T?K .

at,...,ar=1

En d’autres termes, si les { fi,}n>1,7 = 1..m, sont périodiques de méme période K
alors cette série génératrice de Dirichlet est une somme finie de polyzétas de Hurwitz.

5.2. Polyzétas colorés. Un cas particulier des s.g.d. est celui des polyzétas colorés'
3, 4, 16].

En effet, soit m un entier positif et 7 son inverse. Introduisons la racine primitive
m-iéme de l'unité, ¢ = e*™ et les fonctions génératrices {F;(z)}i=1..m de la forme
¢z/(1—q'2).

Proposition 13 (Formule de distribution).

S1y.+.,Sp .
()
qa,..-»,9q

1 Z grattiran (s —ar /m), ... (805 —a/m)).

m51+---+5r

a1 —a2,...,ar—1—ar,ar=1

es polylogarithmes colorés sont obtenus & partir des polylogarithmes multiples [4, 16], en les
sp’ecialisant aux racines de I'unité.
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PREUVE — D’apres l'expression (14) et le théoreme 6, nous avons successivement :

S1y+++y8r—1,5r 1/ ..s1—1 sr—1
C( i1—ig ir—ir_1  yir = OCO<:C0 Liy -+ Lo :C’L'r)
q yeeed 4

= Sttt Z qi1“1+"'+irarf[(sl; (ar+ ...+ a)7), ..., (8r;a,7)].

at,...,ar=1

En changeant les indices ay,. .., a, comme dans (10) et (11), nous obtenons l’expres-
sion voulue. [

Par conséquent, les polyzétas colorés sont des combinaisons linéaires, a coefficients
dans le corps cyclotomique Q(q) de polyzétas de Hurwitz ayant pour parametes des
nombres rationnels de U'intervalle [0, 1[. Ils peuvent étre également vus commes des
évaluations, en les racines m-ieéme de 'unité, de polynomes a coefficients dans la
Q-algebre des polyzétas de Hurwitz.
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