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CONTENU DE L’EXPOSE

e Fonctions de poids de Mayer et de Ree-Hoover pour les graphes

e Interprétation des poids en termes de volumes signés de polytopes
e Méthodes des homomorphismes de graphes

e Formules explicites pour certaines familles infinies de graphes

e Poids de Mayer des graphes bipartis complets




GAZ PARFAIT

N particules ponctuelles
sans interaction
P

L= % (formule classique)




GAZ PARFAIT

N particules ponctuelles
sans interaction

kiT: % (formule classique)

GAZ IMPARFAIT

N particules non ponctuelles
avec 1nteraction

= 4Bl Ba()
(développement du viriel)




POIDS DE REE-HOOVER

VERSUS

POIDS DE MAYER




DEVELOPPEMENT DU VIRIEL

Développement du viriel:

v (v) o (5)
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DEVELOPPEMENT DU VIRIEL

Développement du viriel:

v (v) o (5)

e P :pression e k:constante e 7 :température
e NV : nombre de particules e V' : Volume
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DEVELOPPEMENT DU VIRIEL

Développement du viriel:

v (v) o (5)

e P :pression e k:constante e 7 :température
e NV : nombre de particules e V' : Volume

Coefficient du viriel:

‘B|n| = I’ensemble des graphes 2—connexes (blocs) sur |r]
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POIDS DE MAYER DE GRAPHES

Poids de graphes: fonctions sur les graphes invariantes sous les
réétiquetages des sommets
Poids de Mayer:
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POIDS DE MAYER DE GRAPHES

Poids de graphes: fonctions sur les graphes invariantes sous les
réétiquetages des sommets
Poids de Mayer:

avec

S x?:()

e (: graphe connexe avec n sommets

o x| - ,x7 < IRY: positions des n particules

o f=1F (r) . fonction a valeurs réelles associée a 1’interaction des

particules deux-a-deux
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POIDS DE REE-HOOVER DE GRAPHES

Poids de Ree-Hoover:

Hf




POIDS DE REE-HOOVER DE GRAPHES

Poids de Ree-Hoover:

wun(®)= [, T AR =) 1 707 1) -

-1 _* _
" {ijheb [i.j}cb

avec
=0
b : graphe 2-connexe avec n sommets
(r)=1+f(r)

= K,,\b : graphe complémentaire de b




RELATION ENTRE wjs ET Wy

Pour tout graphe 2-connexe b, on a

o wrr(b) = Y, wu(d) (par définition)
bCdCK,
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RELATION ENTRE wjs ET Wy

Pour tout graphe 2-connexe b, on a

o wrr(b) = Y, wu(d) (par définition)
bCdCK,

Z (— l)e(d)_e<b )WRH(d ) (par inversion de M&bius)
bCdCKy,
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RELATION ENTRE wjs ET Wy

Pour tout graphe 2-connexe b, on a

o wrr(b) = Y, wu(d) (par définition)
bCdCK,

Z (— l)e(d)_e<b )WRH(d ) (par inversion de M&bius)
bCdCKy,

o lwy(b)| = Z \wrr (d)| (dans le cas d’un gaz a noyaux durs)
bCdCK,
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DEVELOPPEMENT DU VIRIEL

Développement du viriel:

v (v) o (5)




DEVELOPPEMENT DU VIRIEL

Développement du viriel:
2 3
P N N
TV Bz( )+B3(7) +- -

Coefficient du viriel:

1—n

Br

Z wi (D) (Mayer)
beB|n|

n!
Lo Z an(b)wrg(b) (Ree — Hoover)

|
=
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GAZ A NOYAUX DURS

EN

UNE DIMENSION




CAS SPECIAL : GAZ A NOYAUX DURS POUR d =1

Particules dures dans V = |— 5.5

%




CAS SPECIAL : GAZ A NOYAUX DURS POUR d =1

Particules dures dans V = [— %, 3]

v EET

Jy) =x(lx=y[=1)

WM([?): (_l)e(b) /nl H X(|xi—xj| < 1) dxy...dx,_
R (i jyeb




CAS SPECIAL : GAZ A NOYAUX DURS POUR d =1

(&
\

Sy) =x(x=y[ = 1)

. H X(|xi—x]'| < 1) dxy...dx,_q
{1,jteb

[T %l —xjl <1)-

—1
" {ijYeb

: H X(|xi—x]'| > 1) dxy...dx,_
{i,jteb




POIDS DE MAYER ET VOLUME DE POLYTOPES

wi(c)




POIDS DE MAYER ET VOLUME DE POLYTOPES

wi(c) (_1)6(0)/n1 H X(|xi —x;| < 1)dxy...dxp—1, x,=0
R i jrec

(=1D)Vol(2(c))

ot Plc)={XeR"|x,=0 et |xi—x;|<1 V{i,j} €c}




POIDS DE MAYER ET VOLUME DE POLYTOPES

H X(|xi_xj|<1)Cl’)€1...dxn_17 x, =0

n—1 _*

{i,j}ec
(—=1)*“IVol((c))

(@) = (=1 [

ot Plc)={XeR"|x,=0 et |xi—x;|<1 V{i,j} €c}

Exemple




POIDS DE REE-HOOVER ET POLYTOPES

wea(®) = (<D [ T als—x) <)

" iven

T x(x—xj| > 1) dxy..dxy1, %, =0
{i,j}eb
(—1)*P)Vol (Prp (b))




POIDS DE REE-HOOVER ET POLYTOPES

wea(®) = (<D [ T al—x) <)

" iten

T % —xj| > 1) dxy..dxg-1, %, =0
{i,j}eb
(—1)¥P)Vol(Pry (b))

ou TRH(]?): {XERH‘X,Z:O et |xi—xj\§1 V{l',j}Eb,
i —xj| > 1 Vi, j} € b}




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

wy(c) (—1)6(6)/,11 H X(|xi —xj| < D)dx...dxp—1, x,=0
R i jrec

(=1D)Vol(2(c))
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METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

wy(c) (—1)6(6)/,11 H X(|xi —xj| < D)dx...dxp—1, x,=0
R i jrec

(=1D)Vol(2(c))

ot Plc)={XeR"|x,=0 et |xi—x;|<1 V{i,j} €c}




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

(@) = (=1 [

T x(x—x| < Vdxi...dx,1, % =0

n—1 _*

{i,j}ec
(—=1)*“IVol((c))

ot Plc)=4{XeR"|x,=0 et |xi—x;|<1 Wi, j}ec}

Exemple




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

wy(c) (—1)e<6)/n1 H X(|xi —xj| < D)dx...dxp—1, x,=0
R i jrec

(=D)Vol(2(c)),

ot Plc)=4{XeR"|x,=0 et |xi—x;|<1 Wi, j}ec}

Exemple




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

Représentation fractionnaire: x; = /; +&;
h; - partie entiere de x;  &; : partie fractionnaire de x;




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

Représentation fractionnaire: x; = /; +&;
h; - partie entiere de x;  &; : partie fractionnaire de x;




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

xXi—xj| <1 <=
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xXi—xj| <1 <=




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

e Idée [Bodo Lass]: Evaluer le volume du polytope ?(c) en le

1
1!

décomposant en v(c) simplexes (valides) chacun de volume G




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

e Idée [Bodo Lass]: Evaluer le volume du polytope ?(c) en le
décomposant en v(c) simplexes (valides) chacun de volume ﬁ
e Comment: Ces simplexes sont classifi€s en fixant les parties entieres
(hy,ho, -+ hy) et les positions relatives des parties fractionnaires
(€1,E0,--+,E,) des coordonnées des points X = (x|,x5, -+, x,)€ P(c)




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES

—1

Es <81 <8< <& <&

41



METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES
CAS DU POIDS DE MAYER

e Simplexes valides:

V{i,j} €c, §i<§j implique /; =hjouh; =h;+1




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES
CAS DU POIDS DE MAYER

e Simplexes valides:

V{i,j} €c, §i<§j implique /; =hjouh; =h;+1

e Prop [Bodo Lass]: Vol(P(c))

v(c) # de simplexes valides de P(c)

# de configurations pour le graphe ¢




NOMBRE DE CONFIGURATIONS




NOMBRE DE CONFIGURATIONS




NOMBRE DE CONFIGURATIONS

Le poids de chaque configuration est (<_ 1_>:;C,>




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES
ADAPTEE AU CAS DE REE-HOOVER

xXi—xj| > 1 <=




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES
ADAPTEE AU CAS DE REE-HOOVER

xXi—xj| > 1 <=




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES
ADAPTEE AU CAS DE REE-HOOVER

e Simplexes RH-valides:
V{i,j} €c, i < &j implique /; =hjouh; =h;+1, et

V{i, j} €c, §i<§j implique /;; <h;—1louh; > h;+?2




METHODE DES HOMOMORPHISMES DE GRAPHES
ADAPTEE AU CAS DE REE-HOOVER

e Simplexes RH-valides:
V{i,j} €c, i < gj implique /; =hjouh; =h;+1, et

V{i, j} €c, §i<§j implique /;; <h;—1louh; > h;+?2

e Proposition: Vol(Pry(c)) = (VRH (lc))‘ oll
n—1)!
Ve (C) # de simplexes valides de Pry(c)

# de RH — configurations pour le graphe c




MAYER VERSUS REE-HOOVER

Exemple :




POIDS DE MAYER DE K4\{e}

Polytope P(K4\{e}) :




PoIDS DE REE-HOOVER DE K4 \{e}

Réunion de polytopes Pry (K4\{e}) :




MAYER VERSUS REE-HOOVER

Mayer Ree-Hoover

28 simplexes 4 simplexes




QUELQUES FORMULES

EXPLICITES POUR

LES DEUX POIDS




NOUVELLES FORMULES EXPLICITES : K,,\ S,

Soit Sy le graphe k-€toile

Le graphe S4




NOUVELLES FORMULES EXPLICITES : K,,\ S,

Soit Sy le graphe k-€toile

Le graphe S4

Pour k> 1, n>k—+3,

Wi (K \Sk)|

(WrH (K \Sk)|




LE POIDS DE REE-HOOVER DE K\ S3

12
(n—1)(n—2)(n—3)

Pour n>3 on a: |wgy(K,\S3) =




LE POIDS DE REE-HOOVER DE K\ S3

12

Pour n>3 on a: |wgy(K,\S3)| = (n—1)(n—2)(n—3)




LE POIDS DE REE-HOOVER DE K\ S3

12

Pour n>3 on a: |wgy(K,\S3)| = (n—1)(n—2)(n—3)

2-3!-(n—4)! RH-configurations




LE POIDS DE MAYER DE K, \S3

On a lwar (K, \S3)|




LE POIDS DE MAYER DE K, \S3

On a lwar (K, \S3)|

En effet

Wi Y. |wru(d)
K,\S3CdCK,

i (0,) |+ 3w (6,501 + () o (K521 + o (6,152)

) 3 4 12
n—|—3n_1 + (2) (n—1)(n—2) +1(n—1)(n—2)(”_3)
6 12

=1 —1)n—3)

n-+




FORMULES EXPLICITES : K, \(S; — Sk)

Soit (S-S ) le graphe obtenu en joignant par une nouvelle aréte les
centres d’une j-étoile et d’une k-€toile

Le graphe S3—-S4




FORMULES EXPLICITES : K, \(S; — Sk)

Soit (S-S ) le graphe obtenu en joignant par une nouvelle aréte les
centres d’une j-étoile et d’une k-€toile

Le graphe S3—-S4

Pour j>k>1, n>k+j+3, ona
2k! !
(n—1)(n—-2)---(n—(k+j+1))

(WrE (Kn\ (S — Sk))|

Wt (Kn\ (S — Sk))| | | 1) N (kj;l)] (n— 1).1.!.(;1

k m!l!
l) (n—1)---(n—(m+1+1))




FORMULES EXPLICITES : K, \(S; - Cs-Sk)

Soit (S - Cs - S;) le graphe obtenu en joignant par une aréte du graphe Cy
les centres d’une j-étoile et d’une k-étoile

Le graphe S3-Cy4 -S4




FORMULES EXPLICITES : K, \(S; - Cs-Sk)

Soit (S - Cs - S;) le graphe obtenu en joignant par une aréte du graphe Cy
les centres d’une j-€toile et d’une k-étoile

Le graphe S3-Cy -S4

Pour j>k>1, n>k+j+5,

wWre (Kn\(Sj-Ca-Si))| =




FORMULES EXPLICITES : K, \(S; - Cs-Sk)




FORMULES EXPLICITES : K, \ P,

Soit P, la chaine sur I’ensemble ||

Le graphe Pg




FORMULES EXPLICITES :

Soit P, la chaine sur I’ensemble ||

Le graphe Pg

ePour k=3, n>5 ona K,\Ps=K,\5




FORMULES EXPLICITES :

Soit P, la chaine sur I’ensemble ||

Le graphe Pg

ePour k=3, n>5 ona K,\Ps=K,\5

ePour k=4, n>5 ona K,\Pi=K,\S -5




FORMULES EXPLICITES : K, \ P,

Soit P, la chaine sur I’ensemble ||

Le graphe Pg

ePour k=3, n>5 ona K,\Ps=K,\5

ePour k=4, n>5 ona K,\Pi=K,\S -5

ePour k>S5, n>k+1, ona

20k—1) 4(k-2) 2(k —3)
(n—1) (mn—1)n-2) m—-1)(n—-2)(n—23)

n-

0
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GRAPHES BIPARTIS COMPLETS,

POIDS DE MAYER ET DE R-H

VERSUS INVARIANTS DE GRAPHES




GRAPHES BIPARTIS COMPLETS




GRAPHES BIPARTIS COMPLETS

Preuve:

e Evaluation de I’intégrale définissant ce poids (par des

changements de variables)




GRAPHES BIPARTIS COMPLETS

Preuve:

e Evaluation de I’intégrale définissant ce poids (par des
changements de variables)

e Dénombrement de certains arrangements planaires spéciaux
de points noirs et blancs (+ fonctions Béta incompletes)




GRAPHES BIPARTIS COMPLETS




GRAPHES BIPARTIS COMPLETS
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