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ПРЕДЕЛ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

ОТОБРАЖЕНИЙ С ОГРАНИЧЕННЫМ

ИСКАЖЕНИЕМ НА ГРУППЕ ГЕЙЗЕНБЕРГА

И ТЕОРЕМА О ЛОКАЛЬНОМ ГОМЕОМОРФИЗМЕ

Н. С. Даирбеков

Аннотация: Доказаны теорема о пределе отображений с ограниченным искаже-
нием и теорема о локальном гомеоморфизме для отображений с малым коэффици-
ентом искажения. Библиогр. 16

1. Предварительные сведения

В настоящей работе мы доказываем теорему о пределе последовательности
отображений с ограниченным искажением на группе Гейзенберга, введенных в
[1] и изучаемых в [2, 3]. В виде приложения доказана теорема о локальном
гомеоморфизме для отображений с коэффициентом искажения, близким к еди-
нице.

Обозначения и понятия, используемые далее, могут быть найдены в [1, 2]. В
нашей модели элементами группы Гейзенберга H являются точки p = (x, y, t) ∈
R3, а умножение задается по правилу

(x, y, t)(x′, y′, t′) = (x + x′, y + y′, t + t′ + 2x′y − 2xy′).

На H определена однородная норма

|p| = ((x2 + y2)2 + t2)1/4

и однородная метрика
ρ(p, q) = |p−1q|.

Однородное растяжение δr, r > 0, действует на H по формуле

δr(x, y, t) = (rx, ry, r2t), (x, y, t) ∈ H.

Результат растяжения часто записывается следующим образом:

δr(q) = rq, δ1/r(q) = q/r.

Напомним, что δr является гомоморфизмом группы Ли H, причем для одно-
родной нормы имеем |δr(q)| = r|q|.

Работа выполнена при финансовой поддержке Межвузовской НГП «Университеты Рос-
сии. Фундаментальные исследования» (код проекта №1797, финансирование осуществляется
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Обозначим через BR(p) (SR(p)) шар (сферу) в однородной метрике с цен-
тром p ∈ H и радиусом R > 0. Шар (сферу) с центром 0 обозначим через BR

(SR).
Как обычно, для множества A ⊂ H обозначим через int A, A и |A| внутрен-

ность, замыкание и меру A (если последняя определена).
Векторные поля

X =
∂

∂x
+ 2y

∂

∂t
, Y =

∂

∂y
− 2x

∂

∂t
, T =

∂

∂t

составляют базис левоинвариантных векторных полей на H.
Пространство горизонтальных касательных векторов HT (= HTH) натяну-

то на X, Y , и слои HT снабжены скалярным произведением, в котором векторы
X(p) и Y (p) составляют ортонормированный базис над каждой точкой p ∈ H.

Дифференциальные формы

dx, dy, τ = 2x dy − 2y dx + dt

задают базис кокасательного расслоения T ′H, двойственный базису X, Y, T над
каждой точкой p = (x, y, t) ∈ H. Форма τ задает контактную структуру на H:
касательный вектор V является горизонтальным тогда и только тогда, когда
τ(V ) = 0.

Горизонтальное соболевское пространство HW 1,s(U) (HW 1,s
loc (U)), где U —

открытое множество в H и 1 ≤ s < ∞, состоит из функций u : U → R таких,
что u ∈ Ls(U) и слабые производные Xu, Y u принадлежат Ls(U) (u, Xu, Y u ∈
Ls

loc(U)). Горизонтальный градиент функции u ∈ HW 1,1
loc (U) определен почти

всюду в U и равен ∇u(q) = (Xu(q), Y u(q)). Сопряженный оператор к ∇ обозна-
чается через div. На гладких функциях u, v имеем div(u, v) = −(Xu + Y v).

Будем говорить, что отображение f : U → H, f = (f1, f2, f3), принадлежит
классу HW 1,s(U) (HW 1,s

loc (U)), если каждая компонента fi, i = 1, 2, 3, принад-
лежит HW 1,s(U) (HW 1,s

loc (U)). Почти всюду в U определены векторы

Xf(q) = (Xf1(q), Xf2(q), Xf3(q)), Y f(q) = (Y f1(q), Y f2(q), Y f3(q)),

рассматриваемые как векторы над f(q): Xf(q), Y f(q) ∈ Tf(q)H.
Отображение f : U → H класса HW 1,1

loc (U) называется (слабо) контакт-
ным, если Xf(q), Y f(q) ∈ HTf(q) для почти всех точек q ∈ U . Отображение f
является контактным тогда и только тогда, когда

τ(Xf(q)) = 0, τ(Y f(q)) = 0

для почти всех q ∈ U . В развернутом виде эти равенства выглядят следующим
образом:

2f1(q)Xf2(q)− 2f2(q)Xf1(q) + Xf3(q) = 0,

2f1(q)Y f2(q)− 2f2(q)Y f1(q) + Y f3(q) = 0.

Формальный горизонтальный дифференциал Hf∗(q) : HTq → HTf(q) кон-
тактного отображения f определен почти всюду в U , причем для векторов ба-
зиса Hf∗(q)X = Xf(q) и Hf∗(q)Y = Y f(q). Матрица формального горизон-
тального дифференциала имеет вид

Hf∗ =
(

Xf1 Y f1

Xf2 Y f2

)
.
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Горизонтальный якобиан HJ(q, f) — это определитель матрицы Hf∗(q).
Отображение Hf∗(q) единственным образом продолжается до гомоморфиз-

ма алгебры Ли группы H, называемого формальным P-дифференциалом отоб-
ражения f и имеющего матрицу

f∗(q) =
(

Hf∗(q) 0
0 HJ(q, f)

)
.

Якобиан J(q, f) контактного отображения f — это определитель матрицы f∗(q).

1.1. Определение. Отображение f : U → H открытого множества U ⊂ H
в H называется отображением с ограниченным искажением (квазирегулярным
отображением), если

(a) f непрерывно,
(b) f ∈ HW 1,4

loc (U),
(c) f — контактное отображение,
(d) существует постоянная K < ∞ такая, что неравенство

‖Hf∗(q)‖4 ≤ KJ(q, f) (1.1)

выполняется почти всюду в U . Здесь

‖Hf∗(q)‖ = max
ξ∈HTq,|ξ|=1

|Hf∗(q)ξ|

— операторная норма линейного отображения Hf∗(q).

Наименьшая постоянная K в последнем неравенстве называется коэффи-
циентом искажения K(f) отображения f . Если K(f) ≤ K, то f называется
отображением с искажением K.

2. Ассоциированные субэллиптические уравнения

Пусть U — открытое подмножество H. Назовем A : U × R2 → R2 ядром в
U , если выполнены следующие условия (ср. [4]).

(A) Для каждого открытого D ⊂⊂ U и ε > 0 существует компактное мно-
жество C ⊂ D такое, что |D \ C| < ε и сужение A |C × R2 непрерывно.

(B) Существует ν > 0 такое, что 〈A (p, ξ), ξ〉 ≥ ν−1|ξ|4 и |A (p, ξ)| ≤ ν|ξ|3
для почти всех p ∈ U и ξ ∈ R2.

(C) Для почти всех p ∈ U

〈A (p, ξ1)−A (p, ξ2), ξ1 − ξ2〉 > 0,

если ξ1 6= ξ2, и
A (p, λξ) = λ|λ|2A (p, ξ)

для λ ∈ R \ {0}.
Простейшим примером является ядро A (p, ξ) = |ξ|2ξ.
Для изучения отображений с ограниченным искажением важен случай, ко-

гда ядро описывается следующим образом.
Пусть f : U → H — отображение с ограниченным искажением. Определим

в U матричную функцию θ = θf , полагая

θ(p) = J(p, f)1/2(Hf∗(p))−1[(Hf∗(p))−1]T ,
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если J(p, f) 6= 0 (заметим, что в этом случае матрица Hf∗(p) невырожденная),
и θ(p) = Id (тождественная матрица), если J(p, f) = 0. Определим ассоцииро-
ванное ядро A (p, ξ) = Af (p, ξ), полагая

A (p, ξ) = 〈θ(p)ξ, ξ〉θ(p)ξ.

Нетрудно проверить, что A (p, ξ) удовлетворяет условиям (A)–(C), причем ν =
K(f).

Пусть A (p, ξ) — ядро в U . Рассмотрим уравнение

div A (p,∇u) = 0. (2.1)

Функция u : U → R класса HW 1,4
loc (U) называется слабым решением уравнения

(2.1), если ∫
U

A (p,∇u(p)) · ∇ϕ(p) = 0

для любой функции ϕ ∈ C∞
0 (U).

Взаимосвязь между отображениями с ограниченным искажением и ассоци-
ированными субэллиптическими уравнениями дается следующим утверждени-
ем из [1], являющимся аналогом соответствующего результата Ю. Г. Решетняка,
который установлен им в евклидовой ситуации и играет фундаментальную роль
в теории отображений с ограниченным искажением [5].

2.1. Предложение. Пусть f : U → V — отображение с ограниченным
искажением открытого множества U ⊂ H в открытое множество V ⊂ H. Пред-
положим, что w : V → R — C2-гладкое решение уравнения

div(|∇w(p)|2∇w(p)) = 0 (2.2)

в V . Тогда функция wf = w ◦ f есть слабое решение уравнения (2.1), в котором
A (p, ξ) — ядро, ассоциированное с f .

Так как координатные функции и функция ln |p| представляют собой част-
ные решения уравнения (2.2), для каждого отображения f с ограниченным
искажением компоненты fi, i = 1, 2, 3, и функция ln |f | являются решениями
уравнения (2.1). Этот факт имеем многочисленные следствия (см. [2]).

Нам понадобится следующий аналог леммы 3.11 из [6, глава VI] для реше-
ний уравнения (2.1).

2.2. Лемма. Пусть U — область в H, A — ядро в U , u ∈ C(U)∩HW 1,4(U)
— неотрицательное слабое решение уравнения (2.1) в U , p0 ∈ H, R > 0 и 0 <
t < R/7. Положим Us = U ∩ Bs(p0) для s > 0. Если u|∂U ∩ BR(p0) = 0 и
Ss(p0) ∩ ∂U 6= ∅ для t < s < R/7, то

sup
Ut

u ≤ C

(
ln

R

t

)−1

sup
U

u,

где постоянная C зависит только от ν.
Доказательство. Мы можем считать, что p0 = 0. Возьмем произвольное

r, t < r < R/7, и пусть ϕ ∈ C∞
0 (BR) такова, что 0 ≤ ϕ ≤ 1 и ϕ|B7r = 1.

Рассуждая по аналогии с доказательством леммы 3.11 в [6, глава VI], выводим
следующее неравенство типа Каччиопполи:∫

UR

ϕ4|∇u|4 ≤ C

∫
UR

u4|∇ϕ|4,
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где постоянная C зависит только от ν. Так как ϕ|B7r = 1, взяв инфимум по
ϕ и используя оценку для емкости сферического кольца [7, предложение 10],
получаем ∫

U7r

|∇u|4 ≤ C(sup
U

u)4
(

ln
R

7r

)−3

. (2.3)

Продолжим u из U ∩ BR нулем на весь шар BR и обозначим результат
продолжения через ū. Так как u ∈ HW 1,4(U) ∩ C(U) и u|∂U ∩ BR = 0, то
u ∈ HW 1,4(BR) ∩ C(BR).

Поскольку U — область, Ss ∩ U 6= ∅ для s ∈ (t, r). Для каждого s ∈ (t, r)
выберем точку ps ∈ Ss ∩ U такую, что u(ps) = ū(ps) = max{u(p) : p ∈ Ss ∩ U} =
max{ū(p) : p ∈ Ss}. В силу того, что u, будучи решением уравнения (2.1),
монотонна, имеем ū(ps) = u(ps) ≥ u(ps′) = ū(ps′) для s ≥ s′. По условию
Ss ∩ ∂U 6= ∅ для s ∈ (t, r). Следовательно, для колебания

osc
Ss

ū = max
Ss

ū−min
Ss

ū

функции ū на сфере Ss имеем osc
Ss

ū = u(ps) при всех s ∈ (t, r). Поэтому

(sup
Ut

u)4 = u(pt)4 ≤
(
ln

r

t

)−1
r∫

t

u(ps)4

s
ds ≤

(
ln

r

t

)−1
r∫

t

s−1(osc
Ss

ū)4 ds. (2.4)

Для оценки колебания функции ū воспользуемся следующим аналогом лем-
мы Геринга, вытекающим из [8, следствие 1].

2.3. Предложение. Пусть v : BR → R — непрерывное отображение клас-
са HW 1,4

loc (BR). Тогда для почти всех s ∈ (0, R/7) справедлива оценка

(osc
Ss

v)4 ≤ Cs

∫
Ss

(M6s(|∇v|)(p))4 dσs(p),

где постоянная C не зависит от выбора функции u и радиуса s.
Здесь dσs — индуцированная борелевская мера на сфере Ss (см. [8, предло-

жение 1]) и

Mδg(p) = sup
{

1
|Br(p)|

∫
Br(p)

|g(q)| dq : r ≤ δ

}
— максимальная функция для g.

Интегрируя оценку предложения 2.3 и используя неравенство для макси-
мальной функции, из (2.4) выводим

(sup
Ut

u)4 ≤ C

(
ln

r

t

)−1 ∫
B7r

|∇ū(p)|4 dp = C

(
ln

r

t

)−1 ∫
U7r

|∇u(p)|4 dp. (2.5)

Применяя (2.3), из (2.5) получаем

(sup
Ut

u)4 ≤ C(sup
U

u)4
(
ln

r

t

)−1
(

ln
R

7r

)−3

.

Неравенство леммы получается в результате подстановки r =
√

tR/7.



Отображения с ограниченным искажением 321

3. Предел последовательности
отображений с ограниченным искажением

3.1. Теорема. Пусть U — область в H и fj : U → H, j = 1, 2, . . . , — после-
довательность отображений с искажением K, сходящаяся локально равномерно
в U к отображению f : U → H. Тогда f является отображением с ограниченным
искажением, причем K(f) ≤ K.

Доказательство. В виду следствий 2.5 и 2.6 из [2] последовательность
{fj} равномерно ограничена в HW 1,s

loc (U) для некоторого s > 4. Так как после-
довательность {fj} сходится локально равномерно в U к отображению f , этот
факт влечет принадлежность f классу HW 1,s

loc (U).
Проверим контактность отображения f . Поскольку каждое отображение

fj контактно, для почти всех p ∈ U имеем

τ(Xfj)(p) = 2fj,1(p)Xfj,2(p)− 2fj,2(p)Xfj,1(p) + Xfj,3(p) = 0, (3.1)

где fj,i обозначает i-ю компоненту отображения fj . Умножим обе части (3.1)
на произвольную функцию ϕ ∈ C∞

0 (U) и проинтегрируем по области U :

0 =
∫
U

ϕ(p)τ(Xfj)(p) dp =
∫
U

ϕ(p)(2fj,1(p)Xfj,2(p)−2fj,2(p)Xfj,1(p)+Xfj,3(p)) dp

=
∫
U

ϕ(p)(2[fj,1(p)− f1(p)]Xfj,2(p)− 2[fj,2(p)− f2(p)]Xfj,1(p)

+ 2f1(p)Xfj,2(p)− 2f2(p)Xfj,1(p) + Xfj,3(p)) dp

= 2
∫
U

ϕ(p)([fj,1(p)− f1(p)]Xfj,2(p)− [fj,2(p)− f2(p)]Xfj,1(p)) dp

+
∫
U

ϕ(p)(2f1(p)Xfj,2(p)− 2f2(p)Xfj,1(p) + Xfj,3(p)) dp = 2
(
Ij
1 + Ij

2

)
. (3.2)

Заметим, что Ij
1 → 0 при j →∞. Для Ij

2 при j →∞ имеем

Ij
2 =

∫
U

ϕ(p)(2f1(p)Xfj,2(p)− 2f2(p)Xfj,1(p) + Xfj,3(p)) dp

=
∫
U

(−2X(ϕ(p)f1(p))fj,2(p) + 2X(ϕ(p)f2(p))fj,1(p)−Xϕ(p)fj,3(p)) dp

→
∫
U

(−2X(ϕ(p)f1(p))f2(p) + 2X(ϕ(p)f2(p))f1(p)−Xϕ(p)f3(p)) dp

=
∫
U

ϕ(p)(2f1(p)Xf2(p)− 2f2(p)Xf1(p) + Xf3(p)) dp =
∫
U

τ(Xf)(p)ϕ(p) dp.

Переходя к пределу при j →∞ в (3.2), получаем∫
U

τ(Xf)(p)ϕ(p) dp = 0.

Ввиду произвола в выборе ϕ заключаем, что τ(Xf)(p) = 0 для почти всех p ∈ U .
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Аналогичная выкладка показывает, что τ(Y f)(p) = 0 для почти всех p ∈ U
и тем самым отображение f контактно.

Таким образом, f непрерывно, принадлежит классу HW 1,s
loc (U), где s > 4,

и контактно. Нам осталось проверить выполнение неравенства (1.1).
Если f постоянно в U , то все доказано. Поэтому мы далее считаем, что

f — непостоянное отображение.

3.2. Лемма. Пусть q ∈ H. Тогда для каждой точки p ∈ f−1(q) существует
r > 0 такое, что Sr(p) ∩ f−1(q) = ∅.

Чтобы не разрывать изложения, продолжим доказательство теоремы, от-
кладывая доказательство леммы 3.2 до конца параграфа.

Так как каждое отображение fj имеет искажение K, для почти всех p ∈ U
имеем

‖H(fj)∗(p)‖4 ≤ KJ(p, fj). (3.3)

Пусть a — произвольная точка в U . По лемме 3.2 найдется r0 > 0 такое,
что шар Br0(a) лежит в U вместе со своим замыканием и f(a) /∈ f(Sr0(a)).

Пользуясь непрерывностью f , выберем r1, 0 < r1 < r0, так, что f(Br1(a))
вместе со своим замыканием лежит в некотором шаре BR(f(a)), который, в
свою очередь, компактно содержится в компоненте связности множества H \
f(Sr0(a)), содержащей f(a). Тогда µ(q, f, Br0(a)) = µ(f(a), f, Br0(a)) для всех
q ∈ BR(f(a)), где µ(q, f, G) — степень отображения f в точке q относительно
компактной области G ⊂ U (см., например, [5, 6]).

Используя равномерную сходимость последовательности {fj} к f на шаре
Br0(a), выберем N так, что для всех j > N образ fj(Br1) лежит в BR(f(a)) и
µ(q, fj , Br0(a)) = µ(f(a), f, Br0(a)) для всех q ∈ BR(f(a)), где µ, как и выше,
обозначает степень отображения.

Для любого r, 0 < r < r1, и j > N проинтегрируем неравенство (3.3) по
шару Br(a): ∫

Br(a)

‖H(fj)∗(p)‖4 dp ≤ K

∫
Br(a)

J(p, fj) dp. (3.4)

Теорема 3.1 из [5, гл. 3] о полунепрерывности функционалов вариационного
исчисления стандартным образом (ср. [5, гл. 3, теорема 3.3]) влечет неравенство∫

Br(a)

‖Hf∗(p)‖4 dp ≤ lim
j→∞

∫
Br(a)

‖H(fj)∗(p)‖4 dp. (3.5)

По формуле замены переменной в интеграле Лебега для отображений с ограни-
ченным искажением [2, теорема 4.3] имеем∫

Br(a)

J(p, fj) dp =
∫
H

µ(q, fj , Br(a)) dq. (3.6)

Заметим, что lim
j→∞

µ(q, fj , Br(a)) = µ(q, f, Br(a)) для q ∈ H \ f(Sr(a)) (в частно-

сти, для почти всех q ∈ H, так как |f(Sr(a))| = 0). При этом µ(q, fj , Br(a)) = 0
для q ∈ H \ BR(f(a)), поскольку fj(Br(a)) ⊂ BR(f(a)), и 0 ≤ µ(q, fj , Br(a)) ≤
µ(q, fj , Br0(a)) = µ(f(a), f, Br0(a)) для q ∈ BR(f(a)). Иными словами, после-
довательность {µ(q, fj , Br(a))} сходится почти всюду в H при j → ∞ и имеет
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интегрируемую мажоранту. Из теоремы Лебега о предельном переходе в инте-
грале Лебега выводим, что

lim
j→∞

∫
H

µ(q, fj , Br(a)) dq =
∫
H

µ(q, f, Br(a)) dq. (3.7)

Каждое отображение fj имеет компонентами монотонные функции [2, след-
ствие 2.2]. Так как последовательность {fj} сходится к f локально равномерно
в U , компоненты отображения f также монотонные функции. Из результа-
тов работы [8] следует, что любое непрерывное контактное отображение класса
HW 1,4

loc (U) открытого множества U ⊂ H в H с монотонными компонентами об-
ладает N -свойством. Таким образом, f обладает N -свойством.

По теореме 3.2 из [2] любое непрерывное контактное отображение класса
HW 1,s

loc (U) с s > 4 открытого множества U ⊂ H в H является P-дифференцируе-
мым почти всюду в U . Значит, f является P-дифференцируемым почти всюду
в U .

Теперь из результатов статьи [9] (см. также [2, предложение 4.2]) вытекает,
что для f верна формула замены переменной в интеграле Лебега. По этой
формуле получаем ∫

H

µ(q, f, Br(a)) dq =
∫

Br(a)

J(p, f) dp. (3.8)

Из (3.4)–(3.8) заключаем, что∫
Br(a)

‖H(f)∗(p)‖4 dp ≤ K

∫
Br(a)

J(p, f) dp (3.9)

для всех r < r1. Ввиду произвола в выборе точки a ∈ U из (3.9) и теоремы
Лебега о точках Лебега выводим, что

‖H(f)∗(a)‖4 ≤ KJ(a, f)

для почти всех точек a ∈ U . Теорема доказана.

Теперь приведем доказательство леммы 3.2. В основном оно следует дока-
зательству леммы 5.3 из [6, гл. VI].

Доказательство леммы 3.2. Не теряя общности рассуждений мы мо-
жем считать, что q = 0. Докажем сначала, что внутренность int f−1(0) пу-
ста. Допустим, что это не так, и пусть X — компонента связности множества
int f−1(0). Так как f непостоянно, X 6= U и найдется точка p0 ∈ ∂X ∩U . Тогда
p0 ∈ ∂(U \ f−1(0)). Выберем R > 0 так, что BR(p0) ⊂ U и X \BR(p0) 6= ∅.

Рассмотрим функции u(p) = ln |f(p)| и uj(p) = ln |fj(p)|, j = 1, 2, . . . , считая,
что ln 0 = −∞. Для s, 0 < s ≤ R, положим Ms = max{u(p) : p ∈ Bs(p0)} и
Mj,s = max{uj(p) : p ∈ Bs(p0)}, j = 1, 2, . . . .

Выберем теперь число t, 0 < t < R/7, так, чтобы выполнялось неравенство
C(lnR/t)−1 < 1/2, где C — постоянная из леммы 2.2. Возьмем такую точку a в
Bt(p0), что u(a) = Mt. Пусть число M таково, что −∞ < M < 2Mt −MR ≤ Mt.
Пользуясь равномерной сходимостью последовательности отображений fj к f

на BR(p0), выберем такое N , что для j > N выполнены неравенства uj(p) < M

для p ∈ X ∩BR(p0) и uj(a) > M . Для j > N пусть Uj — компонента связности
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открытого множества {p ∈ U : uj(p) > M} ∩ BR(p0), содержащая a. Так как
uj монотонна [2, следствие 2.2], имеем U ∩ SR(p0) 6= ∅. Функция vj = uj − M
удовлетворяет в Uj всем условиям леммы 2.2. Применяя эту лемму, получаем

uj(a)−M ≤ sup
Uj,t

vj <
1
2

sup
Uj

vj ≤
1
2
(Mj,R −M).

При j →∞ это дает

Mt −M = u(a)−M = lim
j→∞

(uj(a)−M) ≤ 1
2

lim
j→∞

(Mj,R −M) =
1
2
(MR −M).

Следовательно, 2Mt − MR ≤ M , что противоречит выбору числа M . Значит,
int f−1(0) = ∅.

Пусть q ∈ f−1(0), и предположим, что для некоторого R > 0 имеем B(q, R)
⊂ U и f−1(0) ∩ St(q) 6= ∅ при всех t ∈ (0, R). Так как q ∈ ∂(U \ f−1(0)) ∩ U ,
мы можем применить те же самые рассуждения, что и выше, приходя снова к
противоречию. Лемма доказана.

Приведем два непосредственных следствия теоремы 3.1.

3.3. Следствие (о полунепрерывности коэффициента искажения). Если
fj : U → H, j = 1, 2, . . . , — последовательность отображений с искажением K,
сходящаяся локально равномерно в U к отображению f : U → H, то K(f) ≤
lim

j→∞
K(fj).

Доказательство. Пусть K0 = lim
j→∞

K(fj). Зададим ε > 0 и из последова-

тельности {fj} извлечем подпоследовательность {fjm
}, m1 < m2 < . . . , такую,

что K(fjm) ≤ K0 + ε. Тогда по теореме 3.1 получим K(f) ≤ K0 + ε. Так как
ε > 0 произвольно, заключаем, что K(f) ≤ K0.

3.4. Следствие (достаточное условие предкомпактности). Из каждой ло-
кально равномерно ограниченной последовательности {fj} отображений с ис-
кажением K области U ⊂ H в H можно извлечь подпоследовательность, сходя-
щуюся локально равномерно в U к отображению с искажением K.

Доказательство. Из [2, следствия 2.5 и 2.7] выводим, что последователь-
ность {fj} равностепенно непрерывна на каждом компактном подмножестве U .
Применяя теорему Арцела — Асколи, мы можем извлечь подпоследователь-
ность, сходящуюся локально равномерно в U к некоторому отображению f .
Теперь теорема 3.1 позволяет заключить, что f — отображение с ограниченным
искажением и K(f) ≤ K.

4. Теорема о локальном гомеоморфизме

Теорема о локальном гомеоморфизме, доказанная В. М. Гольдштейном [10]
и О. Мартио, С. Рикманом и Ю. Вяйсяля [11], утверждает, что каждое непосто-
янное отображение с ограниченным искажением области в Rn, n ≥ 3, имеющее
коэффициент искажения, достаточно близкий к единице, является локальным
гомеоморфизмом. Доказательство в [10, 11] опирается на глубокие результа-
ты теории отображений с ограниченным искажением евклидовых пространств.
Т. Иванец [12] дал элементарное доказательство этой теоремы, попутно уста-
новив некоторую оценку для «радиуса инъективности». Доказательство в [12]
опирается исключительно на слабую форму теоремы устойчивости в теореме
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Лиувилля и на сохранение двойного отношения мёбиусовыми преобразования-
ми. В этом параграфе мы покажем, что оба этих факта имеют место на группе
Гейзенберга и, повторяя рассуждения Т. Иванеца, докажем следующий аналог
теоремы о локальном гомеоморфизме для отображений с ограниченным иска-
жением на группе Гейзенберга.

4.1. Теорема. Существует K0 > 1 такое, что каждое непостоянное отоб-
ражение с искажением K0, определенное на области U группы Гейзенберга,
является инъективным на каждом шаре B = BR(a) таком, что шар B9R(a) в
девять раз большего радиуса содержится в U .

Теорема 4.1, в частности, влечет, что теорема Лаврентьева — Зорича [13] и
теорема о радиусе инъективности [11] верны на группе Гейзенберга для отобра-
жений с коэффициентом искажения, достаточно близким к единице.

Далее нам понадобится сферическая модель группы Гейзенберга [14]. Отож-
дествим точки p = (x, y, t) ∈ H с элементами [z, t] ∈ C × R, полагая z = x + iy.
В этих обозначениях произведение, (однородная) норма, метрика и растяжения
на H записываются следующим образом:

[z, t] · [z′, t′] = [z + z′, t + t′ + 2 Im(zz̄′)], |[z, t]| = ||z|2 + it|1/2 = (|z|4 + t2|1/4,

ρ([z, t], [z′, t′]) = ||z|2 − 2zz̄′ + |z′|2 + i(t′ − t)|1/2, δr[z, t] = [rz, r2t].

Рассмотрим единичную сферу пространства C2:

S = {(w1, w2) ∈ C2 : |w1|2 + |w2|2 = 1}

и снабдим ее следующей метрикой (наше определение ρS отличается от соответ-
ствующего определения в [14] коэффициентом 1

2 и от соответствующего опре-
деления в [15] коэффициентом 1√

2
):

ρS(u, w) =

√
1
2
|1− 〈u, w〉|, (4.1)

где 〈u, w〉 = u1 Im w1 + u2 Im w2.
Обобщенная стереографическая проекция π : S \ {−e2} → H определяется

как композиция преобразование Кэли

z1 =
iw1

1 + w2
, z2 = i

1− w2

1 + w2

и проекции z1 7→ z1, z2 7→ Re z2. Стереографическая проекция π продолжается
до отображения S на одноточечную компактификацию Ĥ = H ∪ {∞} группы
Гейзенберга. Обратное отображение π−1 задается следующими формулами:

w1 =
−2iz

1 + |z|2 − it
, w2 =

1− |z|2 + it

1 + |z|2 − it
.

Стереографическая проекция является конформным отображением метриче-
ского пространства (S, ρS) на метрическое пространство (Ĥ, ρ) [14, следствие
теоремы 4].

Группа SU(1, 2) линейных отображений g : C3 → C3 с определителем 1,
сохраняющих квадратичную форму

〈y, y〉 = y0ȳ0 − y1ȳ1 − y2ȳ2,
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действует как группа преобразований на единичной сфере S. Если g ∈ SU(1, 2)
представлена своей матрицей коэффициентов (gij), то преобразование w′ = gw
на S имеет вид

w′j =
gj0 + gj1w1 + gj2w2

g00 + g01w1 + g02w2
, j = 1, 2.

Обозначим через I : S → S комплексное сопряжение на S:

I(w1, w2) = (Im w1, Im w2),

и положим
SU(1, 2)I = {g ◦ I : g ∈ SU(1, 2)}.

Тогда G = SU(1, 2) ∪ SU(1, 2)I является группой, которую мы назовем груп-
пой мёбиусовых преобразований S. Посредством стереографической проекции
действие группы G переносится на Ĥ. Если φ ∈ G, то p = φ−1(∞) называется
полюсом мёбиусова преобразования φ.

Имеет место следующий аналог теоремы Лиувилля.

4.2. Предложение. Если f : U → H — отображение с искажением 1 обла-
сти U ⊂ H, то f либо постоянно, либо есть сужение на U некоторого мёбиусова
преобразования.

Данное утверждение было доказано в [14] для C4-гладких 1-квазиконформ-
ных отображений и в [16] для 1-квазиконформных отображений без дополни-
тельных условий гладкости. Для отображений с ограниченным искажением
предложение 4.2 доказано в [2].

Характеристическим свойством мёбиусовых преобразований пространства
Rn является сохранение двойного отношения четверок точек. Напомним, что
если (x1, x2, x3, x4) — четверка различных точек в Rn, то их двойное отноше-
ние — это число

|x1 − x3||x2 − x4|
|x1 − x2||x3 − x4|

.

По аналогии мы определяем двойное отношение относительно метрики Гей-
зенберга для четверки (q1, q2, q3, q4) различных точек в H:

ρ(q1, q3)ρ(q2, q4)
ρ(q1, q2)ρ(q3, q4)

.

Отождествляя точки Ĥ и S посредством стереографической проекции, опре-
делим сферическое расстояние ρS(p, q) на Ĥ как расстояние в метрике (4.1)
между прообразами точек p и q относительно стереографической проекции π.
Определим двойное отношение относительно сферической метрики, исполь-
зуя сферическое расстояние:

ρS(q1, q3)ρS(q2, q4)
ρS(q1, q2)ρS(q3, q4)

.

4.3. Лемма. Если p = [z, t] и q = [z′, t′] — точки из H, то

ρS(p, q) =
ρ(p, q)

((1 + |z|2)2 + t2)1/4((1 + |z′|2)2 + t′2)1/4
.
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В частности, двойное отношение четверок точек в H относительно метрики Гей-
зенберга совпадает с двойным отношением относительно сферической метрики.

Доказательство проводится прямым вычислением:

ρS(p, q)2 = ρS(π−1(p), π−1(q))2

=
1
2

∣∣∣∣∣1− −2iz

1 + |z|2 − it
· 2iz̄′

1 + |z′|2 + it′
− 1− |z|2 + it

1 + |z|2 − it
· 1− |z′|2 − it′

1 + |z′|2 + it′

∣∣∣∣∣
=

1
2
· (1 + |z|2 − it)(1 + |z′|2 + it′)− 4zz̄′ − (1− |z|2 + it)(1− |z′|2 − it′)

|1 + |z|2 − it||1 + |z′|2 + it′|

=

∣∣|z|2 − 2zz̄′ + |z′|2 + i(t′ − t)
∣∣

|1 + |z|2 − it||1 + |z′|2 + it′|
=

ρ(p, q)2

((1 + |z|2)2 + t2)1/2((1 + |z′|2)2 + t′2)1/2
.

4.4. Лемма. Мёбиусовы преобразования сохраняют двойное отношение
четверок точек.

Доказательство. Сохранение двойного отношения относительно сфери-
ческой метрики при действии элементов группы SU(1, 2) на S является прямым
следствием теоремы 2.2.5 из [15]. Так как сопряжение I является изометрией
относительно сферической метрики, сохранение двойного отношения под дей-
ствием I на S очевидно. Теперь нужное утверждение следует из леммы 4.3.

Пусть U — область в H. Обозначим через F (U) множество всех отображе-
ний φ : U → H с искажением 1. Ввиду предложения 4.2 φ ∈ F (U), если φ либо
тождественно постоянно, либо является сужением на U мёбиусова преобразова-
ния, действующего на Ĥ (при этом полюс φ не принадлежит U). Положим

F =
⋃
U

F (U),

где объединение строится по всем областям U ⊂ H.
Предположим, что для всех достаточно малых ε ≥ 0 и каждой области U ⊂

H определено некоторое семейство Fε(U) непрерывных отображений f : U → H,
причем для

Fε =
⋃
U

Fε(U),

где объединение строится по всем областям U ⊂ H, выполнены следующие усло-
вия (см. [12]):

(i) замкнутость относительно локализации: если f ∈ Fε(U), то f |V ∈ Fε(V )
для каждой подобласти V ⊂ U ,

(ii) инвариантность относительно сдвигов и растяжений: если отображение
y = f(x) принадлежит Fε, то отображения y = f(px), y = qf(x), y = f(δλ(x)) и
y = δλ(f(x)), где p, q ∈ H и λ > 0, также принадлежат Fε.

Следуя [12], назовем семейство F = {Fε}ε>0 c-равномерной вариацией F ,
если выполнены следующие условия:

(∗) F0 = F ,
(∗∗) из любой ограниченной последовательности {fk}, где fk ∈ Fεk

(U) и
εk → 0, можно извлечь подпоследовательность, сходящуюся равномерно на
каждом компактном подмножестве U к некоторому отображению из F (U).
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4.5. Лемма. Семейство отображений с искажением 1+ε является c-равно-
мерной вариацией F .

Доказательство. Утверждение вытекает из следствий 3.3 и 3.4.

Доказательство теоремы 4.1. Ввиду лемм 4.4 и 4.5 мы можем теперь
дословно повторить рассуждения из [12], заменяя евклидовы расстояния и рас-
тяжения их аналогами на группе Гейзенберга, однородной метрикой и однород-
ным растяжением.
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