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О РУЧНЫХ АВТОМОРФИЗМАХ

НЕКОТОРЫХ МЕТАБЕЛЕВЫХ ГРУПП
Е. И. Тимошенко

Аннотация: Для многообразия AmA, заданного тождествами [[x, y], [u, v]]=[z, w]m

= 1, и многообразия A2∧Nc, заданного тождествами [x1, . . . , xc+1] = [[x, y], [u, v]] =

1, найдены легко проверяемые условия для того, чтобы автоморфизмы свободной
группы ранга r (r 6= 3) этих многообразий были ручными. Указаны не ручные ав-
томорфизмы для метабелевых групп с одним определяющим соотношением. Биб-
лиогр. 13.

Пусть M — некоторое многообразие групп и Fr(M) — свободная группа ран-
га r этого многообразия. Автоморфизм α группы Fr(M) называется ручным,
если он индуцирован некоторым автоморфизмом свободной группы Fr того же
ранга при естественном гомоморфизме Fr на Fr(M). Это понятие введено Ба-
хмутом и Мочизуки. Они доказали [1], что для натурального m, делящегося на
квадрат, свободная группа ранга r ≥ 2 многообразия AmA, заданного тожде-
ствами

[[x, y], [u, v]] = [z, w]m = 1,

имеет неручные автоморфизмы. Чейн [2] построил пример неручного автомор-
физма в свободной метабелевой группе ранга 3. При r 6= 3 все автоморфизмы
свободной метабелевой группы Sr = Fr(A2) ручные, как показали независимо
Бахмут и Мочизуки [3] и В. А. Романьков [4].

К. Гупта и автор доказали [5], что при любом не простом m существу-
ет примитивная система элементов группы Fr(AmA), т. е. часть базиса этой
группы длины r−1, не индуцированная примитивной системой группы Fr. От-
сюда, в частности, следует, что при любом не простом m группа Fr(AmA) имеет
неручные автоморфизмы.

В § 1 приведены необходимые и достаточные условия для того, чтобы ав-
томорфизм группы Fr(ApnA) (p простое, r 6= 3) был ручным. Отсюда следует
алгоритмическая распознаваемость ручных автоморфизмов свободных групп
многообразий ApnA при r 6= 3.

Для группы G обозначим через γm+1(G) (m+1)-й член нижнего централь-
ного ряда группы G, т. е. γ1(G) = G, γm+1(G) = [γm(G), G]. Обозначим через
Sr,m свободную группу ранга r в многообразии метабелевых групп класса ниль-
потентности не выше m, т. е. Sr,m = Sr/γm+1(Sr).

В [6] доказано, что группа Sr,m для любых r ≥ 3, m ≥ 3 имеет примитивные
системы элементов длины r − 1, не индуцированные примитивными системами
элементов группы Sr. Отсюда, в частности, следует, что группа Sr,m имеет
неручные автоморфизмы при любых m ≥ 3 и r ≥ 3.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 99–01–00567).
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Вопрос о распознавании ручных автоморфизмов сформулирован в обзоре
[7]. Для конечно порожденных абелевых групп он решен в [8].

В [9] доказано, что для любого нильпотентного многообразия N и любой
свободной группы Fr(N) этого многообразия алгоритмически разрешим вопрос:
является ли автоморфизм α группы Fr(N) ручным? Алгоритм основан на фи-
нитной отделимости подгруппы ручных автоморфизмов в группе всех автомор-
физмов Aut(Fr(N)). Мы приведем необходимые и достаточные условия для
того, чтобы автоморфизм группы Sr,m был ручным при r 6= 3. Отсюда будет
следовать алгоритмическая распознаваемость ручных автоморфизмов группы
Sr,m. Приведенный алгоритм более эффективен, чем алгоритм, основанный на
финитной отделимости.

Во § 2 доказано существование неручных автоморфизмов в метабелевых
группах с одним определяющим соотношением. Приводится алгоритм для их
распознавания, когда определяющее соотношение лежит в коммутанте.

§ 1. Распознавание ручных автоморфизмов свободных
групп некоторых метабелевых многообразий

В группе Fr зафиксируем некоторый базис f1, . . . , fr и через ∂ig будем обо-
значать i-ю левую производную Фокса от элемента g ∈ Fr. Пусть в дальнейшем
Sr = Sr/S

′
r. Заметим, что для элемента g из свободной метабелевой группы

Sr однозначно определены значения производных Фокса в кольце Z(Sr), со-
ответствующие фиксированному базису x1, . . . , xr группы Sr. Для элементов
g1, . . . , gr из группы Sr обозначим через JX(g) матрицу, составленную из значе-
ний левых производных Фокса ∂igj от элементов gj в кольце Z(Sr). Индекс X
означает, что производные определяются в базисе X = {x1, . . . , xr}. Заметим,
что если y1, . . . , yr — другой базис группы Sr, то определители матриц JX(g) и
JY (g) получаются один из другого умножением на некоторый обратимый эле-
мент кольца Z(Sr), т. е. на элемент a ∈ ±(Sr).

Лемма 1. Пусть Sr — свободная метабелева группа с базисом x1, . . . , xr;
g1, . . . , gr — элементы из Sr; ϕ = {x1 → g1, . . . , xr → gr} — эндоморфизм группы
Sr; 4 — фундаментальный идеал кольца Z(S̄r); JX(g) = (∂igj) — матрица раз-
мерности r × r, составленная из значений левых производных Фокса в кольце
Z(S̄r). Тогда справедливы следующие утверждения:

1) если эндоморфизм ϕ индуцирует автоморфизм группы Fr(AmA) (m ≥
0), индуцированный некоторым автоморфизмом группы Sr, то

det(∂igj) = ±a+mα, (1)

где a — некоторый элемент из S̄r, α — некоторый элемент из 4;
2) при r = 2 верно и обратное, т. е. если det(∂igj) представим в виде (1), то

ϕ индуцирует ручной автоморфизм группы G2 = F2(AmA).
Доказательство. 1. Пусть ψ = {x1 → h1, . . . , xr → hr} — автоморфизм

группы Sr, индуцирующий в группе Gr = Fr(AmA) то же отображение, что и
заданный эндоморфизм ϕ. Тогда gj = cmj hj , где cj ∈ S′r, j = 1, . . . , r. Так как
h1, . . . , hr — базис группы Sr, то det(∂ihj) — обратимый элемент из Z(Sr), т. е.
det(∂ihj) = ±a для некоторого a ∈ Sr. Ввиду того, что ∂icj ∈ 4, имеем

det(∂igj) = det(∂ihj +m∂icj) = ±a+mα

для некоторого α ∈ 4.
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2. Пусть r = 2 и det(∂igj) можно записать в виде (1). Через ḡ обозначим
образ элемента g ∈ Sr в группе Sr. Так как det(∂igj) обратим над кольцом
Zm(G2/G

′
2), то из [10] следует, что g1, g2 — базис группы G2. Тогда ḡ1, ḡ2 —

базис группы S2. Значит, для элемента α ∈ 4 можно найти α1, α2 ∈ Z(S2)
такие, что

α = α1(ḡ1 − 1) + α2(ḡ2 − 1).

Обозначим

α11 = α2(1− x̄2), α12 = α2(x̄1 − 1), α21 = α1(x̄2 − 1), α22 = α1(1− x̄1). (2)

Так как

α11(x̄1 − 1) + α12(x̄2 − 1) = 0, α21(x̄1 − 1) + α22(x̄2 − 1) = 0, (3)

найдутся элементы c1 и c2 из коммутанта S′2 такие, что αij = ∂jci. Обозначим
hi = cmi gi, i = 1, 2. Тогда

det(∂ihj) = det(∂igj) +m

∣∣∣∣α11 ∂1g2
α12 ∂2g2

∣∣∣∣ +m

∣∣∣∣ ∂1g1 α21

∂2g1 α22

∣∣∣∣ .
Так как ∂1g2(x̄1 − 1) + ∂2g2(x̄2 − 1) = ḡ2 − 1, то∣∣∣∣α11 ∂1g2

α12 ∂2g2

∣∣∣∣ = α2(1− ḡ2).

Аналогично ∣∣∣∣ ∂1g1 α21

∂2g1 α22

∣∣∣∣ = α1(1− ḡ1).

Следовательно, det(∂ihj) = ±a, т. е. h1, h2 — базис группы S2. Лемма доказана.

Теорема 1. Пусть p — простое число, n ≥ 1; g1, . . . , gr — элементы свобод-
ной метабелевой группы Sr с базисом x1, . . . , xr. Эндоморфизм ϕ = {xi → gi,
i = 1, . . . , r} группы Sr тогда и только тогда индуцирует автоморфизм груп-
пы Gr = Fr(ApnA), индуцированный некоторым автоморфизмом группы Sr,
когда определитель матрицы JX(g) = (∂igj), составленной из значений левых
производных Фокса в кольце Z(Sr), можно записать в виде

det(∂igj) = ±a+ pnα (4)

для некоторого a ∈ Sr и некоторого элемента α из фундаментального идеала 4
кольца Z(Sr).

Доказательство. При r = 2 утверждение теоремы следует из леммы 1.
Заметим, что достаточно доказать утверждение теоремы для элементов

g1, . . . , gr вида

gi = cp
n

i xi при i = 1, . . . , r − 2, gj = cp
n

j dp
jxj при j = r − 1, r,

где ci, cj , dj — элементы из коммутанта S′r, причем элементы dj зависят только
от xr−1, xr.

Действительно, система элементов g1, . . . , gr−2 примитивна в группе Gr и
поэтому согласно [5] индуцирована примитивной системой элементов группы Sr.
Выберем в группе Sr базис так, что gi = cp

n

i xi при i = 1, . . . , r−2. Определитель
матрицы (∂igj), составленной из значений производных в новом базисе, также
имеет вид (4). Так как образы элементов g1, . . . , gr составляют базис группы
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Sr, то, меняя, если нужно, два последних элемента базиса группы Sr, можно
считать, что gj = ujxj при j = r − 1, r, где uj ∈ S′r. Если в запись элемента uj

входит одна из переменных x1, . . . , xr−2, то сопряжением некоторым элементом
из группы 〈x1, . . . , xr−2〉 придем от элемента

gj = ujxj = wj(xr−1, xr)xiw
′
j(x1, . . . , xr)xj

к элементу
g′j = xiw

′
j(x1, . . . , xr)xjwj(xr−1, xr).

Так как переход от элементов g1, . . . , gr к элементам g1, . . . , gr−2, g
′
r−1, g

′
r инду-

цирован ручным автоморфизмом, достаточно доказать теорему для системы
элементов g1, . . . , gr−2, g

′
r−1, g

′
r. Умножим элемент g′j на элемент g−1

i слева. Тем
самым мы уменьшим число вхождений элементов x1, . . . , xr−1 в ту часть эле-
мента g′j , которая не записывается в виде cp

n

j . Продолжая процесс, мы придем
к системе элементов

cp
n

1 x1, . . . , c
pn

r−2xr−2, c
pn

r−1u1xr−1, c
pn

r u2xr,

где c1, . . . , cr ∈ S′r , а элементы u1 и u2 зависят лишь от xr−1, xr.
Поскольку полученная система элементов образует базис в группе Gr, об-

разы элементов u1xr−1, u2xr составляют базис группы F2(ApA), порожденной
образами элементов xr−1, xr. Но любой автоморфизм этой группы индуцирован
автоморфизмом группы F2(A2). Поэтому от базиса xr−1, xr можно перейти к
другому базису y1, y2 группы F2(A2), в котором u1xr−1 = dp

r−1y1, u2xr = dp
ry2.

Базис x1, . . . , xr−2, y1, y2 обладает требуемым свойством.
Обозначим

M1 = (∂igj)(r−2)×(r−2), где i = 1, . . . , r − 2; j = 1, . . . , r − 2;

M2 = (∂igj)2×2, где i = r − 1, r; j = r − 1, r,

а производные вычисляются в новом базисе. Так как в новом базисе определи-
тель матрицы J(g) имеет вид (4), а det(M1) = 1 + pnβ, det(M2) = 1 + pγ при
некоторых β, γ ∈ 4, то

±a+ pnα ≡ (1 + pnβ)(1 + pγ) (mod pn4).

Применяя к этому равенству тривиализацию ε : Z(Sr) → Z, видим, что a = 1.
Поэтому pγ ∈ pn4, т. е. γ ∈ pn−14. Таким образом, det(M2) = 1 + pnδ, δ ∈ 4.
Но тогда по лемме 1 отображение

χ = {xr−1 → dr−1xr−1, xr → drxr}

индуцировано некоторым автоморфизмом группы S2 = 〈xr−1, xr〉. Теорема до-
казана.

Из того, что каждый автоморфизм группы Sr является ручным при r 6= 3,
получаем

Следствие 1. При r 6= 3, любом n ≥ 1 и простом p проблема распознава-
ния ручных автоморфизмов группы Fr(ApnA) решается алгоритмически.
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Пример 1. Пусть n ≥ 2, 1 ≤ i ≤ n− 1, [x, y] = xyx−1y−1. Тогда отображе-
ние

ϕ = {x1 → [x1, x2]p
i

x1, x2 → [x1, x2]p
i

x2, xj → xj при j = 3, . . . , r}

индуцирует неручной автоморфизм группы Fr(ApnA), так как элемент det(∂igj)
= 1 + pi(x̄1 − x̄2) в кольце Zpn(Sr) обратим, но не представим в виде (4).

Напомним, что группа Sr,m вложена в группу матриц вида(
a+4m (α1 +4m)t1 + · · ·+ (αr +4m)tr

0 1

)
, (5)

где a ∈ Sr; αi ∈ Z(Sr); t1, . . . , tr — базис свободного Z(Sr)/4m-модуля. Матрица
вида (5) — образ некоторого элемента из Sr,m тогда и только тогда, когда

r∑
i=1

αi(x̄i − 1) ≡ a− 1 (mod4m).

Образом элемента g ∈ Sr в группе матриц является(
ḡ +4m (∂1g +4m)t1 + · · ·+ (∂rg +4m)tr

0 1

)
,

где ḡ ∈ Sr, ∂ig — значение производной Фокса в кольце Z(Sr). Отсюда следует,
что ∂ig ∈ 4m для i = 1, . . . , r тогда и только тогда, когда g ∈ γm+1(Sr).

Лемма 2. 1. Если отображение ϕ = {xi → gi, i = 1, . . . , r}, gi ∈ Sr, группы
Sr индуцирует автоморфизм группы Sr,m, индуцированный некоторым авто-
морфизмом группы Sr, то

det(∂igj) = ±a+ α, (6)

где a — некоторый элемент из Sr, α ∈ 4m.
2. При r = 2 верно и обратное, т. е. если det(∂igj) записывается в виде (6),

то существует некоторый автоморфизм группы S2, индуцирующий в группе
S2,m то же отображение, что и эндоморфизм ϕ.

Доказательство. 1. Пусть ψ = {xi → hi, i = 1, . . . , r} — автоморфизм
группы Sr и gj = cjhj , где cj ∈ γm+1(Sr). Тогда ∂icj ∈ 4m и det(∂igj) = ±a+β,
где a ∈ Sr, β ∈ 4m.

2. Пусть r = 2 и det(∂igj) можно записать в виде (6). Как и при доказатель-
стве леммы 1, вычислим αij ∈ 4m, которые удовлетворяют условиям 3. Тогда
найдутся c1, c2 ∈ γm+1(Sr) такие, что αij = ∂jci. Так как det(∂i(cjgj)) = ±a,
лемма доказана.

Теорема 2. Пусть m ≥ 2; g1, . . . , gr — элементы свободной метабелевой
группы Sr с базисом x1, . . . , xr. Эндоморфизм ϕ = {xi → gi, i = 1, . . . , r} груп-
пы Sr тогда и только тогда индуцирует автоморфизм группы Sr,m, индуциро-
ванный некоторым автоморфизмом группы Sr, когда определитель матрицы
JX(g) = (∂igj), составленной из значений левых производных Фокса в кольце
Z(Sr), можно записать в виде

det(∂igj) = ±a+ α, (7)

где a ∈ Sr, α ∈ 4m.
Доказательство. Используя аргументацию из доказательства теоремы 1

и тот факт, что любой автоморфизм свободной двуступенно нильпотентной
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группы Sr,2 индуцирован автоморфизмом группы Sr, получим, что достаточно
рассмотреть систему элементов g1, . . . , gr вида

gi = cixi при i = 1, . . . , r − 2; gj = cjdjxj при i = r − 1, r,

где ci, cj ∈ γm+1(Sr), dj ∈ γ3(Sr) и dj зависят только от xr−1, xr. Как и при
доказательстве теоремы 1, получим

±a+ α = (±b+ β) · (±c+ γ),

где b, c ∈ Sr, β ∈ 4m, γ ∈ 42. Тогда ±a− (±b) · (±c) ∈ 42. Это возможно лишь
при ±a = (±b) · (±c). Значит, γ ∈ 4m, и теорема доказана.

Лемма 3. Пусть A — свободная абелева группа с базисом a1, . . . , ar, α —
элемент из кольца Z(A), m ≥ 1. Вопрос о существовании элемента a ∈ A такого,
что

α ≡ ±a (mod4m), (8)
где 4 — фундаментальный идеал кольца Z(A), решается алгоритмически при
любом m ≥ 1.

Доказательство. Пусть ε : Z(A) → Z — тривиализация кольца Z(A).
Если сравнение (8) имеет решение, то ε(α) = ±1. Для определенности возьмем
ε(α) = 1, и тогда нужно рассматривать сравнение

α ≡ a (mod4m). (9)
Умножая левую и правую части (9) на подходящий элемент из A, можно до-
биться того, что все слагаемые в α имеют вид am1

1 . . . amr
r , где mi ≥ 0. Поэтому

α = 1 +
∑

i

li(a1 − 1)pi1 . . . (ar − 1)pir ,

где li — целые числа, pij ≥ 0,
r∑

j=1

pij < m при любом i.

Пусть искомый элемент a имеет вид ax1
1 . . . axr

r . Покажем, что существует
лишь конечное множество возможных значений xi и эти значения эффективно
определяются. Действительно, пусть

ε1 = {a1 → a1, aj → 1 при j = 2, . . . , r}
и 41 = ε1(4). Если

ε1(α) = 1 + β1(a1 − 1) + · · ·+ βm−1(a1 − 1)m−1,

где βi целые, то, вычисляя (m−1)-ю производную по a1 от левой и правой части
сравнения

ε1(a) ≡ ax1
1 (mod4m

1 ),
получим βm−1(m−1)! ≡ x1(x1−1) . . . (x1−m+2)ax1−m+1

1 (mod41). При a1 = 1
получим βm−1(m − 1)! = x1(x1 − 1) . . . (x1 − m + 2). Отсюда получаем толь-
ко конечное число возможных значений для x1. Так как вопрос о вхождении
элемента из Z(A) в 4m решается алгоритмически, лемма доказана.

Следствие 2. Вопрос о распознавании ручных автоморфизмов группы
Sr,m решается алгоритмически при любых r 6= 3 и m ≥ 2.

Пример 2. Эндоморфизм
ϕ = {x1 → [x1, x2, x1]x1, xi → xi при i = 2, . . . , r}

свободной метабелевой группы Sr индуцирует неручной автоморфизм группы
Sr,3. Действительно, det(∂igj) = (x̄1 − 1)(1 − x̄2) + 1. Равенство det(∂igj) = a

невозможно при любом a ∈ Sr.
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§ 2. О ручных автоморфизмах метабелевых
групп с одним определяющим соотношением

В обзоре [7] К. Гупты и Шпильрайна поставлен вопрос о существовании
неручных автоморфизмов для групп с одним определяющим соотношением.

Обобщая ранее введенное понятие ручного автоморфизма для относительно
свободных групп, мы назовем автоморфизм φ группы Fr/R ручным, если он
индуцирован некоторым автоморфизмом группы Fr, т. е. α(R) ≤ R и α(fi)R =
φ(fiR) для некоторого α ∈ Aut(Fr) и некоторого базиса f1, . . . , fr группы Fr.

Вопрос о существовании неручных автоморфизмов для метабелевых групп
с одним определяющим соотношением также интересен, так как при r 6= 3 все
автоморфизмы свободной метабелевой группы являются ручными. Г. А. Нос-
ков [10] доказал теорему, дающую достаточные условия для того, чтобы ме-
табелева группа с одним определяющим соотношением имела лишь ручные
IA-автоморфизмы, т. е. автоморфизмы, тождественные на факторгруппе по
коммутанту. Однако вопрос о существовании неручных автоморфизмов для
метабелевых групп с одним определяющим соотношением не рассматривался.

Предложение 1. Существуют метабелевы группы с одним определяю-
щим соотношением, имеющие неручные IA-автоморфизмы.

Доказательство. Как показано в [11], для любых r ≥ 2 и не простого n ≥
2 группа Fr(AnA) имеет автоморфизмы, не индуцированные автоморфизмами
свободной метабелевой группы Sr. Пусть

ψ1 = {x1 → x1c1, x2 → x2c2},

где ci ∈ S′2, — эндоморфизм группы S2, индуцирующий неручной автоморфизм
группы F2(AnA). Расширим ψ1 до эндоморфизма ψ группы Sr, полагая ψ(xi) =
xi при 2 ≤ i ≤ r.

Пусть R — нормальное замыкание элемента [x1, x2]n в группе Sr и G =
Sr/R — метабелева группа с одним определяющим соотношением. Покажем,
что ψ индуцирует автоморфизм группы G. Действительно,

ψ([x1, x2]) = [x1c1, x2c2] = [x1, x2]γ

для некоторого γ ∈ Z(Sr). Поэтому ψ(R) ≤ R. Далее, ψ1 индуцирует авто-
морфизм группы F2(AnA) = S2/〈[x1, x2]n〉S2 . Поэтому группа S2 порождена
нормальной подгруппой 〈[x1, x2]n〉S2 и элементами x1c1 и x2c2. Значит, группа,
порожденная элементами x1c1, x2c2, x3, . . . , xr и подгруппой R, совпадает с Sr.
Так как G — хопфова группа, то ψ индуцирует автоморфизм группы G.

Докажем, что этот автоморфизм не индуцирован автоморфизмом группы
Sr. В противном случае найдутся γ1, . . . , γr ∈ Z(Sr) такие, что

y1 = x1c1[x1, x2]nγ1 , y2 = x2c2[x1, x2]nγ2 , y3 = x3[x1, x2]nγ3 , . . . , yr = xr[x1, x2]nγr

— базис группы Sr. Рассмотрим матрицу JX(Y ) = (∂iyj)r×r, составленную из
производных Фокса от элементов этого базиса. Она обратима тогда и только
тогда, когда обратима матрица второго порядка, составленная из производных
Фокса от элементов y1 и y2. Обратимость последней матрицы равносильна тому,
что ψ1 — ручной автоморфизм. Так как это не верно и при любом r 6= 3 все
автоморфизмы группы Sr ручные, предложение доказано.
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Предложение 2. Проблема распознавания ручных автоморфизмов мета-
белевых групп с n порождающими и одним определяющим соотношением из
коммутанта решается положительно при n 6= 3.

Доказательство. Рассмотрим вначале более общую ситуацию. Пусть
g1, . . . , gm ∈ S′r и N — нормальное замыкание этих элементов в Sr, G = Sr/N .
Предположим, что эндоморфизм φ = {xi → yi, i = 1, . . . , r} индуцирует в груп-
пе G автоморфизм φ̄. Автоморфизм φ̄ индуцирован некоторым автоморфизмом
группы Sr тогда и только тогда, когда найдутся h1, . . . , hr ∈ N такие, что отоб-
ражение α = {xi → yihi, i = 1, . . . , r} является автоморфизмом группы Sr. Так
как gi ∈ S′r, то hi = gγi1

1 . . . gγim
m для некоторых γij ∈ Z(Sr).

Отображение α является автоморфизмом тогда и только тогда, когда мат-
рица (∂j(yihi))r×r обратима. Заметим, что

∂jhi =
m∑

l=1

γil∂jgl.

Рассмотрим матрицы

A′r×m = (γil), B′
r×r = (∂jyi), B′′

m×r = (∂jgl)

и единичную матрицу Er×r, где i, j ∈ {1, . . . , r}, l ∈ {1, . . . ,m}. Обозначим через
Ar×(r+m) матрицу, левая часть которой совпадает с матрицей E, а правая —
с матрицей A′. Обозначим через B(r+m)×r матрицу, верхняя часть которой
совпадает с матрицей B′, а нижняя — с матрицей B′′. Тогда (∂j(yihi)) = AB.
Известно (см. [12]), что определитель матрицы AB записывается в виде

det(AB) =
∑

ū

A(ū)Bt(ū),

где ū = (u1, . . . , ur), 1 ≤ u1 < · · · < ur ≤ r + m, а D(ū) — минор r-го порядка
матрицы D с r строками, вычисленный по столбцам u1, . . . , ur, t — операция
транспонирования. Заметим, что все миноры r-го порядка матрицы B′′ равны
нулю. Поэтому определитель матрицы (∂j(yihi)) имеет степень не выше min(r−
1,m) по переменным γjl. Если m = 1 или r = 2, то обратимость матрицы
равносильна разрешимости уравнения вида

v∑
p=1

tpap + t0a0 = 1 (10)

относительно неизвестных t0, . . . , tv ∈ Z(Sr), причем t0 — единица кольца Z(Sr),
а ap ∈ Z(Sr).

Вопрос о разрешимости (10) решается положительно. В самом деле, пусть
c — неединичный элемент из S′r. В группе

H = Sr/〈ca1 , . . . , cav 〉Sr

решается положительно проблема сопряженности [13]. Но элементы c и ca0

сопряжены в H тогда и только тогда, когда уравнение (10) имеет решение при
t0 ∈ −Sr. Аналогично, элементы c и c−a0 сопряжены тогда и только тогда,
когда (10) имеет решение при t0 ∈ Sr. Предложение доказано.
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