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ОБ ИНВАРИАНТАХ ДЕЙСТВИЯ КОНЕЧНОЙ

ГРУППЫ НА СВОБОДНОЙ АЛГЕБРЕ ЛИ

В. М. Петроградский

Аннотация: Пусть V — конечномерное векторное пространство над полем ха-
рактеристики нуль и конечная группа G ⊂ GL(V ) действует на свободной алгеб-
ре Ли L = L(V ). Пусть Y — свободное порождающее множество для подалгеб-
ры инвариантов H = LG. Найдена точная формула для производящей функции

H (Y, t) =
∞∑

n=1
|Yn|tn, где Yn — множество элементов степени n из Y . Получена

асимптотика для |Yn|. Библиогр. 14.

Напомним ситуацию в ассоциативном случае. Пусть A = K〈V 〉 — свобод-
ная ассоциативная алгебра, порожденная базисом конечномерного векторного
пространства V , и G — конечная подгруппа в GL(V ); поле произвольно. Дей-
ствие группы продолжается на всю алгебру A. В отличие от произвольной
подалгебры подалгебра инвариантов K〈V 〉G всегда свободна [1], причем подал-
гебра инвариантов конечно порождена тогда и только тогда, когда G действует
скалярами [2, 3].

Перейдем к изучению инвариантов свободной алгебры Ли. Пусть L =
L(V ) — свободная алгебра Ли, порожденная базисом конечномерного векторно-
го пространства V = 〈x1, . . . , xm〉K . Предположим, чтоG— конечная подгруппа
в GL(V ); она естественным образом действует на всей алгебре Ли L. Рассмот-
рим подалгебру инвариантов H = LG = {x ∈ L | g · x = x, g ∈ G}. По теореме
Ширшова — Витта любая подалгебра в свободной алгебре Ли свободна [4, 5].
Если |G| обратим в K, то подалгебра инвариантов бесконечно порождена, это
следствие более общего результата Дренски [6]. Наша цель состоит в более точ-
ном описании бесконечного порождающего множества подалгебры инвариантов
в терминах производящих функций.

§ 1. Производящие функции
и подалгебры инвариантов

Пусть K — основное поле. Нам понадобятся некоторые факты о модулях
над группой GLm(K). Предположим, что W = W (x1, . . . , xm) — свободная ал-
гебра некоторого (ассоциативного или лиева) многообразия, W является поли-
однородной алгеброй. О многообразиях алгебр Ли см. монографию [7]. Введем
по отношению к переменным x1, . . . , xm полистепень α = (α1, . . . , αm), αi ≥ 0;
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обозначим |α| = α1 + · · · + αm. Возникают компоненты для градуировки сте-

пенью Wn и полистепенью Wα, α = (α1, . . . , αm). Если V =
∞⊕

n=0
Vn ⊂ W —

однородное подпространство, то для него возникает ряд Гильберта — Пуанкаре

H (V, t) =
∞∑

n=0
dimVnt

n.

Действие группы GLm(K) на векторном пространстве V = 〈x1, . . . , xm〉K
продолжается до автоморфизмов алгебрыW , при этом каждая однородная ком-
понента Wn является GLm(K)-подмодулем. Рассмотрим характер этого моду-
ля [8]:

χ(Wn, t1, . . . , tm) =
∑
|α|=n

dimW(α1,...,αm)t
α1
1 · · · tαm

m .

Он является однородной симметрической функцией переменных t1, . . . , tm сте-
пени n. Если g ∈ GLm(K) имеет характеристические корни ξ1, . . . , ξm, то на Wn

он имеет следующий след [8]:

trWn
(g) = χ(Wn, ξ1, . . . , ξm).

Чтобы изучить всю алгебру W , рассматривают ряд Гильберта — Пуанкаре, за-
данный градуировкой полистепенью [9, 6] (в [10] изучены также немного другие
ряды):

H (W, t1, . . . , tm) =
∞∑

n=0

χ(Wn, t1, . . . , tm).

Пусть g ∈ GLm(K) имеет характеристические корни ξ1, . . . , ξm. Тогда для изу-
чения «следа» на W рассматривают ряд [6]

χW (g, t) =
∞∑

n=0

trWn
(g)tn = H (W, ξ1t, . . . , ξmt). (1)

Следующее утверждение является аналогом классической формулы Молина об
инвариантах действия конечной группы на кольце многочленов. Рассмотрим
подалгебру инвариантов WG = {w ∈ W | g · w = w, g ∈ G}. Очевидно,

она является градуированной WG =
∞⊕

n=0
WG

n . Возьмем соответствующий ряд

H (WG, t) =
∞∑

n=0
dimK WG

n t
n.

Лемма 1 [9]. Пусть charK = 0, W = W (x1, . . . , xm) — свободная алгебра
некоторого многообразия и G — конечная подгруппа в GLm(K). Тогда подал-
гебра инвариантов имеет следующий ряд Гильберта — Пуанкаре:

H (WG, t) =
1
|G|

∑
g∈G

χW (g, t).

Перейдем к изучению инвариантов свободной алгебры Ли. Через µ(n) и
Γ(x) обозначаем функцию Мёбиуса и гамма-функцию.

Лемма 2. Пусть L = L(X), X = {x1, . . . , xm}, — свободная алгебра Ли.
Рассмотрим ряд Гильберта — Пуанкаре H (L, t1, . . . , tm), заданный градуиров-
кой полистепенью. Тогда

H (L, t1, . . . , tm) = −
∞∑

a=1

µ(a)
a

ln(1− ta1 − · · · − tam).
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Доказательство. Обозначим через Ψ(α1, . . . , αm) размерность компонен-
ты полистепени α = (α1, . . . , αm) в L(X). Имеет место аналог формулы Витта
[11, 2.8]:

Ψ(α1, . . . , αm) =
1
|α|
∑
q|αi

µ(q)
(|α|/q)!

(α1/q)! · · · (αm/q)!
.

Получаем

H (L, t1, . . . , tm)=
∑
αi≥0

Ψ(α1, . . . , αm)tα1
1 · · · tαm

m =
∑
αi≥0

∑
q|αi

µ(q)
|α|

(|α|/q)!tα1
1 · · · tαm

m

(α1/q)! · · · (αm/q)!

положим (αi/q = βi, |α|/q = n)

=
∞∑

q=1

µ(q)
q

∞∑
n=1

1
n

∑
β1+···+βm=n

n!
β1! · · ·βm!

(
tq1
)β1 · · ·

(
tqm
)βm

=
∞∑

q=1

µ(q)
q

∞∑
n=1

1
n

(
tq1 + · · ·+ tqm

)n = −
∞∑

q=1

µ(q)
q

ln
(
1−

(
tq1 + · · ·+ tqm

))
.

Последний ряд абсолютно сходится при |ti| < 1/m, i = 1, . . . ,m, поэтому все
преобразования законны.

Следствие 1. Пусть L = L(X), X = {x1, . . . , xm}, — свободная алгебра
Ли и g ∈ GLm(K) естественно действует на L. Тогда

χL(X)(g, t) = −
∞∑

a=1

µ(a)
a

ln(1− tr(ga)ta).

Доказательство. Предположим, что g имеет характеристические корни
ξ1, . . . , ξm; используем (1):

χL(X)(g, t) = H (L, ξ1t, . . . , ξmt) = −
∞∑

a=1

µ(a)
a

ln
(
1−

(
ξa
1 + · · ·+ ξa

m

)
ta
)

= −
∞∑

a=1

µ(a)
a

ln(1− tr(ga)ta).

Пусть X — не более чем счетное множество с весовой функцией wt : X → N
такое, что

X =
∞⋃

i=1

Xi, Xi = {x ∈ X |wtx = i}; |Xi| <∞, i ∈ N.

Мы назовем такое множество конечно-градуированным. Для произвольного мо-
нома y = xi1 . . . xin , xij ∈ X, полагаем wt y = wtxi1 + · · · + wtxin . Если Y —
множество однородных мономов (относительно wt), то рассматриваем ряд Гиль-
берта — Пуанкаре

H (Y, t) = HX(Y, t) =
∞∑

i=1

|Yi|ti; Yi = {y ∈ Y |wt y = i}, i ∈ N.
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Если A = A(X) — некоторая алгебра, порожденная конечно-градуированным
множеством, то аналогично определяется ряд для однородного подпространства
V ⊂ A. Для свободной ассоциативной алгебры K〈X〉 имеем

H (K〈X〉, t) =
∞∑

n=0

H
(
〈X〉⊗n

K , t
)

=
∞∑

n=0

H (X, t)n =
1

1−H (X, t)
. (2)

Рассмотрим следующий оператор E на степенных рядах φ(t) =
∞∑

n=1
bnt

n,

bn ∈ {0, 1, 2, . . . }:

E : φ(t) =
∞∑

n=1

bnt
n 7→ E (φ(t)) =

∞∑
n=0

ant
n =

∞∏
n=1

1
(1− tn)bn

. (3)

Лемма 3. Оператор E обладает следующими свойствами:
1) E (φ1(t) + φ2(t)) = E (φ1(t)) · E (φ2(t)) (мультипликативность),

2) E (φ(t)) = exp
( ∞∑

m=1

1
mφ(tm)

)
.

Доказательство. Первое свойство очевидно. Докажем второе:

E (φ(t)) = exp

( ∞∑
n=1

−bn ln(1− tn)

)
= exp

( ∞∑
n=1

bn

∞∑
m=1

tnm

m

)

= exp

( ∞∑
m=1

1
m

∞∑
n=1

bn(tm)n

)
= exp

( ∞∑
m=1

1
m
φ(tm)

)
.

Оператор E играет важную роль при изучении роста в алгебрах Ли [12] в
силу следующего хорошо известного факта [13]. Пусть алгебра Ли L порождена
множеством X и U(L) — ее универсальная обертывающая алгебра. Тогда

HX(U(L), t) = E (HX(L, t)). (4)

Лемма 4. Пусть конечно-градуированное множество Y порождает свобод-
ную алгебру Ли H. Тогда

H (Y, t) = 1− 1
E (H (H, t))

.

Доказательство. Универсальная обертывающая алгебра U(H) является
свободной ассоциативной алгеброй, порожденной множеством Y . В силу (2)
и (4) получаем

1
1−H (Y, t)

= H (U(H), t) = E (H (H, t)),

отсюда следует требуемое соотношение.

§ 2. Основной результат
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Теорема. Пусть V — конечномерное векторное пространство над полем
характеристики нуль и конечная группа G ⊂ GL(V ) естественно действует на
свободной алгебре Ли L = L(V ), порожденной базисом V ; обозначаем χ(g) =
trV (g), g ∈ G. Предположим, что подалгебра инвариантов H = LG свободно

порождена множеством Y =
∞⋃

n=1
Yn, где Yn — множество элементов степени n в

Y , и H (Y, t) =
∞∑

n=1
|Yn|tn — производящая функция для Y . Тогда

1) имеет место равенство

H (Y, t) = 1−
∏
g∈G

∞∏
n=1

n|G|

√∏
a|n

(1− χ(ga)tn)µ(a);

2) если g ∈ G имеет порядок с разложением на простые множители pc1
1 · · · pck

k ,
то во втором произведении можно ограничиться множителями для n = pa1

1 · · · pak

k ,
ai ≥ 0;

3) g = e дает один множитель |G|
√

1−mt, где m = dimV .
Доказательство. Используем лемму 1 и следствие 1:

H (LG, t) =
1
|G|

∑
g∈G

χL(g, t) = − 1
|G|

∑
g∈G

∞∑
a=1

µ(a)
a

ln(1− tr(ga)ta).

Далее применяем леммы 4 и 3:

H (Y, t)− 1 = − 1
E (H (LG, t))

= − exp

(
−

∞∑
j=1

1
j
H (LG, tj)

)

= − exp

( ∞∑
j=1

1
j|G|

∑
g∈G

∞∑
a=1

µ(a)
a

ln(1− tr(ga)tja)

)
= (ja = n)

= − exp

(∑
g∈G

∞∑
n=1

∑
a|n

µ(a)
n|G|

ln(1− tr(ga)tn)

)

= −
∏
g∈G

∞∏
n=1

∏
a|n

(1− χ(ga)tn)µ(a)/(n|G|).

Утверждение 1 доказано.
Рассмотрим g ∈ G порядка P = pc1

1 · · · pck

k , и пусть B = B(g) = {g1, . . . , gl} —
порождающие циклической подгруппы, порожденной элементом g. Зафиксиру-
ем число n вида n = n0n1, где n0 = pb1

1 · · · pbk

k , (n1, P ) = 1. Аналогично предста-
вим его делители в виде a = a0a1, a0|n0, a1|n1. Заметим, что {ga1

1 , . . . , ga1
l } = B.

Произведение соответствующих множителей равно∏
g∈B

∏
a|n

(1− χ(ga)tn)µ(a) =
∏

a1|n1

∏
a0|n0

∏
g∈B

(1− χ((ga1)a0)tn)µ(a0)µ(a1)

=
( ∏

a0|n0

∏
g∈B

(1− χ(ga0)tn)µ(a0)
) ∑

a1|n1

µ(a1)

.

Если n1 > 1, то по свойству функции Мёбиуса
∑

a1|n1

µ(a1) = 0. Заметим, что

группа G является непересекающимся объединением множеств B(g). Утвер-
ждение 2 доказано.
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Утверждение 3 является частным случаем предыдущих рассуждений при
n0 = 1, n1 = n, a0 = 1, a1 = a; нетривиальный множитель возникает только при
n = 1.

Для изучения асимптотики докажем сначала одну техническую лемму.

Лемма 5. Пусть для рядов

f(t) =
∞∑

n=0

ant
n, g(t) =

∞∑
n=0

bnt
n

известно, что an ≈ Anqλn, n→∞; λ > 0, q ∈ R и радиус сходимости g(t) больше
1/λ. Тогда для коэффициентов функции

f(t)g(t) =
∞∑

n=0

cnt
n

имеет место соотношение cn ≈ ang(1/λ), n→∞.
Доказательство. Зафиксируем достаточно малое ε > 0. Подберем n0

такое, что an = Anqλn(1 + α(n)), |α(n)| < ε, n ≥ n0. Тогда

an−i

an
=

(1− i/n)q

λi
(1 + β(n, i)), |β(n, i)| < 3ε; n > n− i ≥ n0. (5)

Подберем n1 так, что ∣∣∣∣∣g(1/λ)−
n∑

i=0

bi/λ
i

∣∣∣∣∣ < ε, n ≥ n1. (6)

Зафиксируем связь между переменными величинами m = [
√
n ] и преобразуем

выражение cn =
n∑

i=0

bian−i к виду

cn
an

=
n∑

i=0

bi
an−i

an
=

m∑
i=0

bi
an−i

an
+

n−n0−1∑
i=m+1

bi
an−i

an
+

n∑
i=n−n0

bi
an−i

an
. (7)

Для оценки числителя в (5) подберем n2 так, что |(1−1/
√
n)q−1| < ε, n ≥ n2, а

n3 — так, что n3 ≥ max
{
n2

1, n2

}
и n−

√
n ≥ n0 при n ≥ n3. Используя (6) и (5),

имеем∣∣∣∣∣g(1/λ)−
m∑

i=0

bi
an−i

an

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣g(1/λ)−

m∑
i=0

bi
λi

∣∣∣∣∣+
m∑

i=0

∣∣∣∣ biλi
− bi

an−i

an

∣∣∣∣
≤ ε+

m∑
i=0

|bi|
λi
|1− (1− i/n)q(1 + β(n, i))| ≤ ε+

∞∑
i=0

|bi|
λi

5ε = Bε, n ≥ n3. (8)

Возьмем µ такое, что 1/λ < 1/µ и 1/µ меньше радиуса сходимости g(t). То-
гда существует n4 такое, что |bn| < µn, n ≥ n4. Из (5) получаем оценку
|an−i/an| ≤ n|q|/λi(1 + 3ε), n − i ≥ n0. Оценим второе слагаемое в (7) при
n ≥ n5 = max

{
n3, n

2
4

}
:∣∣∣∣∣

n−n0−1∑
i=m+1

bi
an−i

an

∣∣∣∣∣ ≤
n−n0−1∑
i=m+1

µi

λi
n|q|(1 + 3ε)

≤ n|q|
(µ
λ

)m+1 (1 + 3ε)
1− µ/λ

≤ n|q|
(µ
λ

)√n

C < ε (9)
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при n ≥ n6 для подходящего n6. Последнее слагаемое в (7) оценим так:

∣∣∣∣∣
n∑

i=n−n0

bi
an−i

an

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=n−n0

µi|an−i|
Anqλn(1− ε)

≤ µn−n0

λnnq

n0∑
i=0

|ai|µn0−i

A(1− ε)
< ε (10)

при n ≥ n7 для достаточно большого n7. Положим N = max{n5, n6, n7}. Из
соотношений (7)–(10) получаем |cn/an − g(1/λ)| < (B + 2)ε, n ≥ N . В силу
произвольности ε лемма доказана.

Следствие 2. В обозначениях теоремы предположим, что |G| = s > 1.
Пусть G0 = {g ∈ G | g = λe, λ ∈ K} — подгруппа скалярных матриц и q = |G0|.
Тогда

1) LG ⊂
∞⊕

n=1
Lqn, |Yn| = 0 для q 6 |n;

2) |Yqn| ≈ C(G) mqn

n1+1/s , n→∞, где

C(G) =
C0(G)

sΓ(1−1/s)
, C0(G) =

∏
g∈G

∞∏
n=1︸ ︷︷ ︸

(g,n)/∈G0×1

n|G|

√√√√∏
a|n

(
1− χ(ga)

mn

)µ(a)

,

и на n наложены те же условия, что и в теореме, а также пропущены множители
для g ∈ G0, n = 1.

3) если ψm(n) — размерность однородной компоненты степени n в свободной
алгебре Ли ранга m, то |Yqn|/ψm(qn) ≈ qC(G)/ |G|

√
n, n→∞.

Доказательство. Нетрудно видеть, что G0 является подгруппой, лежа-
щей в центре группы G. Имеем естественное вложение группы G0 в мультипли-
кативную группу поля K∗, следовательно, G0 является циклической. Получаем
G0 = {e, εe, ε2e, . . . , εq−1e}, где ε — примитивный корень степени q из единицы.
Рассмотрим однородный элемент x ∈ Ln. Тогда (εe) · x = εnx, и если x ∈ LG то
q|n; первое утверждение доказано.

Характер группы G есть сумма корней из единицы. Отсюда вытекает, что
|χ(g)| < m = dimV для g 6= G0, и для g = εie ∈ G0 имеем χ(g) = εim. Поэтому
радиус сходимости для произвольного множителя (1 − χ(ga)tn)µ(a)/(ns) равен
1/ n
√
|χ(ga)| ≥ 1/m, причем равенство достигается только для g ∈ G0, n = 1.
Рассмотрим случай G0 = {e}. Найдем асимптотику для главного множи-

теля s
√

1−mt. Используя формулу Эйлера — Гаусса для гамма-функции

Γ(α) = lim
n→∞

nα 1 · 2 · · · (n− 1)
α(α+ 1) · · · (α+ n− 1)

, α > 0,

получаем
s
√

1−mt = 1 +
∞∑

n=1

ant
n,

где

an =
1/s · (1/s− 1) · · · (1/s− n+ 1)

n!
(−m)n

= − mn

sn(n− 1)
(1− 1/s) · · · ((1− 1/s) + n− 2)

1 · 2 · · · (n− 2)

≈ −m
n(n− 1)1−1/s

sn2Γ(1− 1/s)
≈ − mn

n1+1/ssΓ(1− 1/s)
.
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В формуле для H (Y, t) произведение остальных множителей аналитично в кру-
ге радиуса большего 1/m; применяя лемму 5, приходим к требуемой асимпто-
тике.

Рассмотрим случай G0 6= {e}. По доказанному выше H (Y, t) =
∞∑

n=1
|Ynq|tnq.

Асимптотика определяется множителями для g ∈ G0, n = 1, их произведение
равно s

√
(1−mt)(1− εmt) · · · (1− εq−1mt) = s

√
1−mqtq. Замена u = tq позволя-

ет применить предыдущие рассуждения.
Последнее утверждение вытекает из полученной асимптотики и формулы

Витта [7, 11] ψm(n) = 1
n

∑
a|n

µ(a)mn/a ≈ mn/n.

О другом аспекте асимптотического строения свободной алгебры Ли конеч-
ного ранга, а именно о кратностях неприводимых модулей, см. [14].

§ 3. Примеры

Проиллюстрируем на конкретных примерах, как выглядит ряд H (Y, t), и
приведем результаты вычислений на компьютере. Несмотря на нагромождение
радикалов, видим, что действительно получаются ряды с целыми коэффициен-
тами.

Пример 1 (группа G = Z2 = {e, a} и ее представление, заданное характе-
ром χ(e) = m, χ(a) = l, где l ∈ {m,m− 2, . . . ,−m+ 2,−m}). В этом случае

H (Y, t) = 1−
√

(1−mt)(1− lt)
∞∏

d=1

2d+1

√
1− lt2d

1−mt2d .

Рассмотрим частный случай m = 2, l = 0. Получаем

H (Y, t) = t+ t3 + 2t5 + t6 + 4t7 + 3t8 + 10t9 + 11t10 + 26t11 + 35t12 + 75t13 + . . . ,

|Yn| ≈
C0(G)
2
√
π

2n

n3/2
, n→∞; C0(G) ≈ 1.21.

Для случая m = 2, l = −2 имеем G = G0 и

H (Y, t) = t2 + 3t4 + 6t6 + 18t8 + 45t10 + 138t12 + 411t14 + . . . ,

|Y2n| ≈
C0(G)
2
√
π

22n

n3/2
, n→∞; C0(G) ≈ 1.36.

Пример 2 (группа G = S3 и ее 2-мерное неприводимое представление). Это
представление имеет следующий характер:

1 3 2
g e (12) (123)

χ(g) 2 0 −1

В этом случае

H (Y, t) = 1− 6
√

(1− 2t)(1 + t)2
∞∏

d=1

2d+1

√
1

1− 2t2d

3d+1

√
1 + t3d

1− 2t3d

= t5 + t6 + 3t7 + 4t8 + 9t9 + 15t10 + 30t11 + 50t12 + 98t13 + . . . ,

|Yn| ≈
C0(G)

6Γ(5/6)
2n

n7/6
, n→∞; C0(G) ≈ 1.449.
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Лемма 6. Пусть циклическая группа Zm циклически переставляет элемен-
ты {x1, . . . , xm} и m = pc1

1 · · · pck

k — разложение на простые множители. Тогда

H (Y, t) = 1−
k∏

s=0

∏
1≤i1<···<is≤k

∞∏
a1,...,as=1

(1−mtp
a1
i1
···pas

is )
(1−pi1

)···(1−pis
)

mp
a1
i1

···pas
is ,

где случаю s = 0 соответствует множитель m
√

1−mt.
Доказательство. Рассмотрим формулу для H (Y, t), где оставлены толь-

ко n в соответствии со вторым утверждением теоремы. Согласно свойствам
функции Мёбиуса рассматриваем только множители с a = pi1 · · · pis

, 1 ≤ i1 <
· · · < is ≤ k. Так как χ(e) = m, χ(g) = 0, g 6= e, имеем ga = e. Мы утверждаем,
что g имеет порядок в точности a. Действительно, пусть порядок g меньше и
не содержит некоторого множителя pij , j ∈ {1, . . . , s}. Тогда по второму утвер-
ждению теоремы мы рассматриваем n и его делители без простого множителя
pij

; противоречие. Число элементов g ∈ G порядка a равно (pi1 − 1) · · · (pis
− 1),

кроме того, µ(a) = (−1)s, что и дает требуемый множитель для набора i1, . . . , is
и всевозможных n = pa1

i1
· · · pas

is
, ai > 0, i = 1, . . . , s. Для s = 0 множитель

m
√

1−mt возникает по теореме; он формально подходит под общую формулу.
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