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НОВЫЙ МЕТОД МОНТЕ–КАРЛО

ДЛЯ РЕШЕНИЯ СТАЦИОНАРНОГО

ДИФФУЗИОННОГО УРАВНЕНИЯ

Г. А. Михайлов, А. В. Бурмистров

Аннотация: Построены специальное вероятностное представление и соответству-
ющий метод Монте-Карло для решения стационарного диффузионного уравнения
с вырождающимся на границе конвективным слагаемым. Этот метод практически
важен, в частности, потому, что дискретная численная реализация стандартного
вероятностного представления в стационарном случае допускает удовлетворитель-
ную оценку детерминированной погрешности лишь для достаточно малых областей.
Кроме того, предлагаемый метод позволяет получать асимптотически несмещенные
оценки параметрических производных и градиента решения, а также оценивать ве-
роятностные моменты решения в задачах со случайными параметрами. Показано
также, что от условия вырождения конвективного слагаемого можно освободить-
ся, переходя к прямому моделированию диффузионных траекторий в некотором
пограничном слое. Библиогр. 6.

В работе построены специальное вероятностное представление и соответ-
ствующий метод Монте-Карло для решения стационарного диффузионного
уравнения с вырождающимся на границе конвективным слагаемым. Этот метод
практически важен, в частности, потому, что дискретная численная реализация
стандартного вероятностного представления в стационарном случае допускает
удовлетворительную оценку детерминированной погрешности лишь для доста-
точно малых областей. Кроме того, предлагаемый метод позволяет получать
асимптотически несмещенные оценки параметрических производных и гради-
ента решения, а также оценивать вероятностные моменты решения в задачах
со случайными параметрами. Показано также, что от условия вырождения
конвективного слагаемого можно освободиться, переходя к прямому моделиро-
ванию диффузионных траекторий в некотором пограничном слое.

1. Оценка решений на основе
«блуждания по сферам и шарам»

Рассмотрим трехмерную задачу Дирихле для уравнения

∆u+ (v, gradu) + cu = −g, u|Γ = ψ (1.1)

в области Ω с границей Γ, которая предполагается односвязной и кусочно-глад-
кой. Будем полагать также, что функции v, c и g удовлетворяют условию
Гёльдера в Ω, а функция ψ непрерывна на Γ. Пусть Γε — ε-окрестность Γ,
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D(r) — максимальный из шаров с центром в точке r, целиком лежащих в Ω,
S(r) — соответствующая сфера радиуса d = d(r). Для функции u(r) можно
записать интегральное уравнение [1], которое в Ω \ Γε имеет вид

u1(r) =
1

4πd2(r)

∫
S(r)

u1(r′(s)) ds+
∫

D(r)

Gr(r′)c(r′)u1(r′) dr′

+
∫

D(r)

Gr(r′)(v(r′), gradu1(r′)) dr′ +
∫

D(r)

Gr(r′)g(r′) dr′. (1.2)

Для r ∈ Γε полагаем u1 ≡ u. Здесь

Gr(r′) =
1
4π

(
1

|r − r′|
− 1
d

)
— «центральная» функция Грина для шара D(r). Пусть единичный вектор
направления скорости v обозначается через l, т. е. l = v/|v|. Для построения
уравнения относительно (gradu1(r))l ≡ ∂u1/∂l запишем уравнение для u1 в
точке q = r + tl:

u1(q) =
∫

S(r)

p(r′(s), t)u1(r′(s)) ds+
∫

D(r)

Gl(r, r′)c(r′)u1(r′) dr′

+
∫

D(r)

Gl(r, r′)(v(r′), gradu1(r′)) dr′ +
∫

D(r)

Gl(r, r′)g(r′) dr′. (1.3)

«Нецентральная» функция Грина и ее нормальная производная выражаются
формулами (см. [1])

Gl(r, r′) =
1
4π

(
1

|r′ − q|
− d

(t2r′2 + d4 − 2d2tr′al)1/2

)
,

p(r′, t) =
1
4π

d2 − t2

d(d2 + t2 − 2tdal)3/2
.

(1.4)

Здесь al(r, r′) = (r′−r, l)/|r′−r| — косинус угла между ортом l и вектором r′−r.
Продифференцируем соотношение (1.3) по t, учитывая, чтоGl(r, r′) и p(r′, t)

определяются выражениями (1.4) и, положив t = 0, получим следующее урав-
нение для ∂u1/∂l:

∂u1

∂l
(r) =

∫
S(r)

3al(r, r′(s))u1(r′(s))
4πd3(r)

ds+
∫

D(r)

∂Gl

∂l
(r, r′)c(r′)u1(r′) dr′

+
∫

D(r)

∂Gl

∂l
(r, r′)(v(r′), gradu1(r′)) dr′ +

∫
D(r)

∂Gl

∂l
(r, r′)g(r′) dr′. (1.5)

Заметим, что функции

F0(r, r′) =
6Gr(r′)
d2(r)

, F (r, r′) =
4

3d(r)al

∂Gl

∂l
(r, r′) =

d3 − |r − r′|3

3πd4|r − r′|2

являются плотностями вероятностей в шаре D(r). В целях построения алгорит-
мов метода Монте-Карло уравнения (1.2) и (1.5) далее объединяются в одно ин-
тегроалгебраическое уравнение с помощью специального расширения фазового
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пространства. При этом оказывается целесообразным рассмотрение величины
(v, gradu) в переменной системе координат с ортом l(r) = v(r)/|v(r)|, в которой
(v, gradu) = v · ∂u

∂l . Кроме того, будет осуществлен переход от функции ∂u
∂l (r) к

функции d(r)
3

∂u
∂l (r).

Расширим фазовое пространство дискретной переменной j: j = 0 или j = 1.
Обозначим w = (r, j) и введем также следующие обозначения:

U(w) = U(r, j) =
{
u(r), j = 0,
d(r)
3

∂u
∂l (r), j = 1,

k(w,w′) =
{
F0(r, r′)/2, j = 0,
F (r, r′)/2, j = 1,

H(w) =


∫

D(r)

Gr(r′)g(r′) dr′, j = 0,

d(r)
3

∫
D(r)

∂Gl

∂l (r, r′)g(r′) dr′, j = 1,
a(w,w′) =

{
1, j = 0,
al(r, r′), j = 1,

M(w,w′) =


2c(r′)/c0, j = 0, j′ = 0,
6v(r′)/(c0d(r′)), j = 0, j′ = 1,
3c(r′)al(r, r′)/c0, j = 1, j′ = 0,
9v(r′)al(r, r′)/(c0d(r′)), j = 1, j′ = 1.

(1.6)

Здесь c0 — константа, удовлетворяющая неравенству c0d
2
max < 6. С учетом

введенных обозначений запишем систему интегральных уравнений (1.2), (1.5) в
виде

U1(w) = H(w) +
[
1− c0d

2(r)
6

] ∫
S(r)

a(w, r′(s), 0)
1− c0d2/6

U1(r′(s), 0)
4πd2(r)

ds

+
[
c0d

2(r)
6

] 1∑
j′=0

∫
D(r)

M(w,w′)k(w,w′)U1(w′) dr′, r ∈ Ω\Γε, U1(w) ≡ U(w), r ∈ Γε.
(1.7)

Оценка метода Монте-Карло для U(w) соответственно (1.7) строится следую-
щим образом.

С вероятностью 1− c0d2(rn)/6 новая точка rn+1 выбирается равномерно на
сфере S(rn), вес Qn умножается на величину

a(wn, wn+1)
1− c0d2(rn)/6

,

причем jn+1 полагается равным 0.
С вероятностью c0d

2(rn)/6 точка rn+1 выбирается в шаре D(rn) по плотно-
сти 2k(wn, w

′). Затем величина jn+1 равновероятно принимает одно из значе-
ний: либо 0, либо 1, и, наконец, вес Qn умножается на величину M(wn, wn+1).

В процессе моделирования описанного «блуждания по сферам и шарам»
при попадании в Γε на шаге со случайным номером N цепь обрывается и в
счетчик дополнительно суммируется оценка решения, умноженная на вес. В
результате получается следующая случайная оценка для U(w0):

ξ(w0) =
N∑

n=0

QnH(wn), где Qn =
mn∏
i=1

M(wki−1, wki
)

n−mn∏
i=1

a(wti−1, wti
)

1− c0d2(rti−1)/6
.

Здесь {rti}, i = 1, . . . , n − mn, — точки, выбранные на сферах; {rki}, i =
1, . . . ,mn, — точки, выбранные в шарах. Функции H(w) = H(r, j) = hj(r)
можно оценивать методом Монте-Карло по одному «случайному узлу» [2].
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2. Асимптотическая несмещенность
и равномерная ограниченность дисперсии оценки

Лемма 1. Пусть выполняются условия

|c(r)| ≤ c0
3
, |v| ≤ c0

9
d(r) (2.1)

при c0 < 6c∗/π2, где −c∗ — первое собственное число оператора Лапласа в Ω.
Тогда ряд Неймана для уравнения (1.7) сходится.

Доказательство. Рассмотрим функцию

f(x) =
6
x2

(
1− sinx

x

)
= 1− 6

5!
x2 +

6
7!
x4 − 6

9!
x6 + . . . .

Легко показать, что на отрезке [0, π] функция f(x) убывает от 1 до 6/π2. С
другой стороны, из неравенства c0/c∗ < f(x) следует неравенство

1
1− c0d2

i /6
<

di

√
c∗

sin di

√
c∗
, (2.2)

где
x = di

√
c∗ ≤ dmax

√
c∗ ≤ π.

С учетом неравенств (2.1) соотношение (2.2) означает, что величина ξ(w0) почлен-
но мажорируется некоторой стандартной оценкой ζ на «блуждании по сферам»
(не обязательно максимальным), для которой ряд Неймана сходится [1]. �

Заметим, что для конкретных видов областей условие c0/c
∗ < 6/π2 ≈

0, 6079 может быть расширено с учетом точного значения dmax. Например, для
куба с ребром b имеем c∗ = 3π2/b2; dmax = b/2; c0/c∗ ≤ 0, 6888.

Лемма 2. Пусть U0 — ряд Неймана и K0 — интегральный оператор урав-
нения (1.7) при al ≡ 1, c ≡ c0/3, 0 < c0 < 6c∗/π2, g ≡ g0 > 0,

v0(r) =
c0d(r)

9
v

|v|
sgnU0(r, 1).

Кроме того, пусть в Γε выполнены следующие соотношения: U0(r, 1) = C0,
U0(r, 0) = u0, где

∆u0 + cu0 = −g0, u0|Γ = C0. (2.3)

Тогда lim
n→∞

Kn
0 U0(w) = 0 и U0(w) ≥ C0.

Доказательство. Первое утверждение леммы следует из представления

U0(w) =
n∑

i=0

Ki
0H0 +Kn+1

0 U0(w),

которое связано с тем, что ряд Неймана в условиях леммы сходится (см. до-
казательство леммы 1) и удовлетворяет уравнению U0 = K0U0 + H0. Далее, в
области Ω \ Γε функция U0(r, 0) удовлетворяет интегральному уравнению

U0(r, 0) =
∫

S(r)

U0(r′(s), 0)
4πd2(r)

ds+
c0d

2(r)
18

∫
D(r)

F0(r, r′)[U0(r′, 0)+ |U0(r′, 1)|]dr′+ d2g0
6

.
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С другой стороны, функция u0(r) в Ω \ Γε удовлетворяет уравнению

u0(r) =
∫

S(r)

u0(r′(s))
4πd2(r)

ds+
c0d

2(r)
18

∫
D(r)

F0(r, r′)u0(r′)dr′ +
d2g0

6
.

Следовательно,
U0(r, 0) ≥ u0(r) ≥ C0.

Далее, используя полученную оценку для U0(r, 0) и интегральное уравнение для
U0(r, 1), имеем

d(r)
3

∂u0

∂l
(r) =

∫
S(r)

u0(r′(s))
4πd2

ds+
d2

4

∫
D(r)

c0
3
F (r, r′)u0(r′) dr′ + g0

d2

4

+
∫

D(r)

d2

4
F (r, r′)v0(r′)

∂u0

∂l
(r′) dr′ ≥ C0 + d2 const ≥ C0.

Это заканчивает доказательство второго утверждения леммы. �

Теорема 1. В условиях леммы 1 существует единственное ограниченное
решение уравнения (1.7), представимое соответствующим рядом Неймана, при-
чем

U1(r, 0) = u(r), U1(r, 1) =
d(r)
3

∂u

∂l
(r).

Доказательство. Пусть решение u(r) таково, что

|u(r)| ≤ C1,

∣∣∣∣d(r)3
∂u

∂l

∣∣∣∣ ≤ C1.

Тогда

U1 =
n∑

i=0

KiH +Kn+1U1, |Kn+1U1| ≤
C1

C0
Kn+1U0,

Отсюда следует представление U1 в виде ряда Неймана. Последние утвержде-
ния теоремы выполняются в силу единственности ограниченного решения ис-
ходной дифференциальной задачи. �

Замечание. Для оценки производной от решения u по любому направ-
лению µ (а не только по направлению скорости v) на первом шаге алгоритма
следует использовать представление для d(r)

3
∂u
∂µ , аналогичное (1.7):

d(r)
3

∂u

∂µ
(r) = hµ(r) +

[
1− c0d

2(r)
6

] ∫
S(r)

aµu(r′(s))
1− c0d2/6

ds

4πd2(r)

+
[
c0d

2(r)
6

] ∫
D(r)

(
3aµc(r′)

2c0
u(r′) +

3aµv(r′)
2c0

∂u

∂l
(r′)

)
F (r, r′) dr′. (2.4)

После указанной выше рандомизации представления (2.4) далее реализуется
алгоритм моделирования, связанный с ортом l(r).

Поскольку значения U(w) неизвестны в Γε, то строятся оценки этих значе-
ний следующим образом. Для jN = 0 можно положить

H(rN , 0) = u(rN ) = ψ(r∗N ),
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где r∗N ∈ Γ, rN ∈ Γε, |rN − r∗N | = d(rN ). Будем предполагать, что первые
производные решения ограничены в Ω, т. е.

d(r)
3

∂u

∂l
= O(ε) при r ∈ Γε.

Следовательно, для jN = 1 можно приближенно положить H(rN , jN ) = 0. В
результате получаем смещенную оценку решения ξε(w0).

Теорема 2. Пусть первые производные функции u(r) ограничены в Ω и
выполняются условия леммы 1. Тогда Eξε(r, 0) = uε(r) существует и

|u(r)− uε(r)| ≤ C2ε, ε > 0, r ∈ Ω.

Кроме того, Eξε(r, 1) = flε(r) существует и∣∣∣∣d(r)3
∂u

∂l
− flε(r)

∣∣∣∣ ≤ C3ε, ε > 0, r ∈ Ω.

Доказательство. Очевидно, что выполняются соотношения

ξ − ξε = QN [U(rN , j)− ψ(r∗N )(1− j)], |ξ − ξε| ≤ Q
(0)
N · ε · C4,

где Q(0)
N — вес, соответствующий некоторой стандартной оценке на блуждании

по сферам для случая c < c∗, g ≡ 0. �

Теорема 3. Пусть выполняются условия (2.8), c0 ≤ 0.488c∗, и g ≡ 0. Тогда
Dξε < Cd < +∞ ∀ε > 0.

Доказательство. Обозначим y = c0/c
∗, t = d

√
c∗. Прямые вычисления

показывают, что величина

max

[
y > 0 :

(
1

1− yt2/6

)2

≤ t

sin t

]
достигается в точке y∗ такой, что 0, 488 < y∗ < 0, 489, причем величина t

sin t (1−
yt2/6)2 минимальна и равна единице для t ≈ 2, 175. Следовательно, величина
ξ2ε мажорируется так же, как ξ в доказательстве леммы 1. �

В целях расширения условия конечности дисперсии осуществим следую-
щую модификацию оценки. Будем вычислять функцию H(r, j) только в случае
шага (r, j) → (r′, 0), т. е. на сферу, но с весом [1− c0d2(r)/6]−1. Таким образом,
H(r, j) → H̃(r, j):

H̃(rki−1, j) = 0, H̃(rti−1, j) =
1

1− c0d2(rti−1)/6
H(rti−1, j).

Вместо оценки ξε тем самым будем рассматривать оценку ξε,1, для которой
Eξε = Eξε,1.

Теорема 4. В условиях теоремы 3 для g 6≡ 0 имеют место оценки Dξε,1 <
Cd,1 < +∞ ∀ε > 0.

Доказательство. В условиях теоремы выполняются неравенства

d
√
c∗

sin(d
√
c∗)

− 1 >
(

1
1− c0d2/6

)2

− 1 ≥ C5 · d2.

Заметим еще, что H(r, j) = O(d2(r)). Пусть s(c, d) = d
√

c
sin(d

√
c)

. Тогда, почленно
мажорируя величину |ξε,1| стандартной оценкой η(0) на «блуждании по сферам»
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для случая c ≡ c0/3 < 0, 488c∗/3 с заменой H → H̃, 3c/c0 → 1, a(w,w′) → 1
имеем

|ξε,1| ≤
N∑

n=0

|Qn||H̃(wn)| ≤ C6

N−mN∑
i=0

Q̃id
2
i

≤ C6

C5

N−mN∑
i=0

i−1∏
j=0

s(c, dj)

Eq · (s(c, di)− 1)

=
C6

C5

N−mN∑
i=1

(Q̃i − Q̃i−1) = C7

(
Q

(0)
N − 1

)
. (2.5)

Следовательно, |ξε,1| ≤ η(0) ∀ε > 0, причем Dη(0) < +∞. �

3. Комбинированная оценка для случая
невырождающегося конвективного слагаемого

Введенное выше условие вырождения скорости у границы является доволь-
но ограничительным, поэтому целесообразно рассмотреть комбинацию алгорит-
ма «блуждания по сферам и шарам» с прямым моделированием диффузионного
процесса. Напомним, что прямое численное моделирование процесса (напри-
мер, по схеме Эйлера) осложняется тем обстоятельством, что в оценке детер-
минированной погрешности вида C(T )∆t, где ∆t — шаг по времени, а T —
полное время моделирования, величина C(T ) может расти экспоненциально:
C(T ) = O(exp(αT )) [3]. Граничные условия 1-го рода означают «поглощение»
траектории на границе в случайный момент времени τ . Известно, что плот-
ность распределения τ для областей, ограниченных хотя бы по части перемен-
ных, мажорируется экспонентой вида exp(−βt) [4]. Ясно, что оценку вида C∆t
для стационарной задачи (т. е. для T = +∞) отсюда можно получить лишь
при β > α (см., например, [5]). Поэтому переходить от «блуждания по сферам
и шарам» к прямому моделированию диффузионной траектории целесообраз-
но в достаточно узкой, но и не слишком малой окрестности границы Γb, для
которой выполнены условия теоремы 1. Такое моделирование осуществляется
очевидным способом: если rn ∈ Γb, jn = 0, то из точки rn численно строится
диффузионная траектория ζ(t) (см., например, [3, 5]) до поглощения на границе
Γ или до выхода на внутреннюю границу слоя Γb (в точке rn+1); дополнительное
слагаемое здесь имеет вид [5]

Qngζ(τ) = Qn

τ∫
0

g(ζ(t)) exp
( t∫

0

c(ζ(t′))dt′
)
dt, (3.1)

а вес пересчитывается по формуле

Qn+1 = Qn exp
( τ∫

0

c(ζ(t′)) dt′
)
.

Далее строится цепь блуждания «по сферам и шарам» из точки rn+1 и т. д.
Затруднения, возникающие в связи с тем, что возможна реализация точки
(rn ∈ Γb, jn = 1), преодолеваются следующим образом. Будем полагать, что в
полосе Γb осуществляется блуждание по «малым» сферам, т. е. при r ∈ Γb вме-
сто d(r) при построении интегральных уравнений (1.7) используется величина
db � 1. Кроме того, уравнения вида (2.4) рандомизируются с использованием
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вероятности c0d/6 вместо c0d2/6, вследствие чего весовой множитель 1/d не ре-
ализуется. Нетрудно заметить, что здесь выполняется предельное соотношение

lim
db→0

P(jn = 1 → jn+1 = 0, Qn+1 = Qna(rn, rn+1)/[1− c0d(rn)/6]) = 1,

причем случайная величина a(rn, rn+1) равномерно распределена в (−1, 1). Та-
ким образом, в случае rn ∈ Γb, jn = 1, можно положить jn = 0 и заменить Qn

на Qna(rn, rn+1).
Несмещенность и равномерная ограниченность дисперсии комбинирован-

ной оценки при точном построении диффузионной траектории могут быть об-
основаны при некоторых дополнительных предположениях. В частности, до-
статочно ясным способом для этой оценки доказываются утверждения типа
теорем 1, 3 в случае c(r) ≤ 0. Простые соображения показывают также, что
после указанной выше специальной модификации дисперсия комбинированной
оценки становится равномерно ограниченной и для g 6≡ 0, т. е. справедлива
теорема 4, если выполняется условие Eτ2

b < +∞, где τb — случайное время пре-
бывания в слое Γb дополнительно моделируемой диффузионной траектории.

Поскольку детерминированная погрешность комбинированной оценки «на-
капливается» лишь в полосе Γb, то здесь можно пользоваться значением β = βb,
которое соответствует этой полосе с учетом возможности возврата траектории;
ясно, что βb → +∞ при b→ 0.

Отметим, что использованный в лемме 1 (см. также [1]) способ обоснования
несмещенности оценки требует выполнения неравенства 1/d ≤ d

√
c∗/ sin(d

√
c∗).

Следовательно, величину b целесообразно полагать равной решению уравнения
1/b = b

√
c∗/ sin(b

√
c∗), что, очевидно, дает значение b < 1.

Отметим также, что построенные алгоритмы с помощью «двойной ран-
домизации» [2] позволяют эффективно оценивать вероятностные моменты ре-
шения для задач со случайными функциональными параметрами. Нетрудно
также получить оценки производных от решения по значениям функции g(r) и
скорости v в Ω \ Γb.

В заключение заметим, что на эффективность предложенных алгоритмов
отрицательно влияет знакопеременность величины a(r, r′). Поэтому здесь целе-
сообразно использовать «метод противоположной переменной» [6], например,
следующим образом: моделирование каждой траектории повторяется по тем
же случайным числам, но при j = 1 направление вектора r′ − r меняется на
противоположное.
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