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ПОЛНОЕ ОПИСАНИЕ ТИПОВ

m–ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ

СУПЕРАТОМНЫХ I–АЛГЕБР
С. Г. Пыркин

Аннотация: Изучается проблема m-эквивалентности суператомных булевых ал-
гебр с одним выделенным идеалом (I-алгебр). Понятие m-эквивалентности рас-
сматривается в терминах конечных частичных изоморфизмов, что очень удобно
при работе с булевыми алгебрами и их обогащениями выделенными идеалами, так
как существует возможность перехода при оперировании с m-эквивалентностью над
указанными выше объектами к их прямым слагаемым. При этом данное понятие
m-эквивалентности обладает таким свойством, что на m-эквивалентных булевых
алгебрах истинны одни и те же предложения с не более чем m кванторами. На
основе элементарной классификации исследуемых объектов Д. Е. Пальчунова полу-
чено полное описание типов m-эквивалентности суператомных I-алгебр. Библиогр.
14.

Введение

В работе исследуются элементарные теории булевых алгебр в обогащенной
сигнатуре.

Изучение данных объектов началось в 40-х гг. В 1949 г. А. Тарский [1]
анонсировал, а в 1964 г. Ю. Л. Ершов [2] дал доказательство полного описания
элементарных теорий булевых алгебр, из которого следует, что теория булевых
алгебр и элементарная теория произвольной булевой алгебры разрешимы. В [2]
также было доказано, что теория булевой алгебры разрешима по крайней мере
в следующих двух случаях: 1) A/I конечна; 2) существует sup{x | x ∈ I} и A
атомна. М. Рабин в [3] доказал, что теория класса булевых алгебр с выделенным
идеалом разрешима. В [4] построены булевы алгебры с выделенными идеалами
с неразрешимой теорией. В [5, 6] получены критерии m-эквивалентности для
булевых алгебр.

Наиболее систематически булевы алгебры с выделенными идеалами (I-
алгебры) изучались Д. Е. Пальчуновым. В [7] полностью описаны элементарные
теории суператомных I-алгебр и найден критерий разрешимости теорий буле-
вых алгебр с одним выделенным идеалом. В [8, 9] исследовались существование
у данной булевой алгебры обогащения λ выделенными идеалами с неразреши-
мой элементарной теорией и континуума обогащений с различными элементар-
ными теориями, счетная категоричность, конечная аксиоматизируемость. На
описании суператомных I-алгебр с одним выделенным идеалом, полученным
Д. Е. Пальчуновым, базируется основной результат этой работы.

Работа выполнена при поддержке ФЦП «Интеграция» (проект 274).

c© 2000 Пыркин С. Г.
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В настоящей работе изучается m-эквивалентность суператомных I-алгебр,
получен критерий m-эквивалентности этих алгебраических систем. Понятие m-
эквивалентности дано в терминах конечных частичных изоморфизмов [9, 11, 12],
что очень удобно при работе с булевыми алгебрами и их обогащениями выде-
ленными идеалами, так как возможен переход при оперировании с m-эквива-
лентностью над указанными выше объектами к их прямым слагаемым. При
этом данное понятие m-эквивалентности обладает таким свойством, что, с од-
ной стороны, наm-эквивалентных булевых алгебрах истинны одни и те же пред-
ложения с не более чем m кванторами [13], а с другой, как показано в [9], оно
является формульно выразимым.

Через A, B будем обозначать булевы алгебры с выделенным идеалом, рас-
сматриваемые в сигнатуре Σ = 〈∪,∩, ,̄ 0, 1, I〉, где I — унарный предикат, вы-
деляющий идеал. Буквами A, B будем обозначать основные множества ал-
гебр A, B соответственно. Если x — элемент булевой алгебры A, то положим
(x) = 〈x̂,∪,∩, ,̄ 0, x, I ∩ x〉, где x̂ = {a ∈ A | a ≤ x}. Под формулой будем по-
нимать формулу сигнатуры Σ с одной свободной переменной. В данной работе
будем рассматривать только такие булевы алгебры, в которых 0 6= 1. С про-
стейшими свойствами булевых алгебр можно познакомиться в [14]. Что касается
булевых алгебр с выделенными идеалами, то всю необходимую информацию о
них можно найти в [7 – 9].

§ 1. Основные понятия и определения

Определение 1. Пусть даны I-алгебры A, B, m ∈ ω, L ⊆ A, L конечно
и f — отображение A в B. Обозначим через Af подмодель A, порожденную
множеством L, через f̄ — ограничение f на Af . Назовем f частичным изомор-
физмом A в B, если f̄ — изоморфное вложение Af в B.

Определение 2. Пусть даны I-алгебры A, B, m ∈ ω. Будем говорить,
что A m-эквивалентна B и обозначать A ≡m B, если существуют непустые
множества Fk, k ≤ m, конечных частичных изоморфизмов A в B со следующим
свойством: если f ∈ Fk, 0 ≤ k < m, то для любых a ∈ A и b ∈ B существуют
g1, g2 ∈ Fk+1, для которых a ∈ dom g1, b ∈ im g2, f ⊆ g1, f ⊆ g2.

Замечание 1. Если в I-алгебрах A, B выполняется 1A 6∈ I, но 1B ∈ J , то
не существует такого натурального m, что A ≡m B. Поэтому положим в этом
случае по определению A ≡−1 B.

В [7] введена элементарная характеристика r(A) = (r1(A), r2(A), r3(A)) для
суператомных I-алгебр с одним выделенным идеалом и доказана следующая
лемма.

Лемма 3. Если x = x1 ∪ x2, x1 ∩ x2 = 0, то
а) r3(x) = max(r3(x1), r3(x2));
б) если r3(x1) = r3(x2), то ri(x) = ri(x1) + ri(x2) при i = 1, 2;
в) если r3(x1) = r3(x2) + 1, то r1(x) = r1(x1) и r2(x) = r2(x1) + r1(x2);
г) если r3(x1) > r3(x2) + 1, то r(x) = r(x1).

§ 2. m-Эквивалентность суператомных I-алгебр

Введем обозначение:

m[A,B] =
{
m, если m максимальное такое, что A ≡m B,

∞, если для любого m ∈ ω имеет место A ≡m B.

В [9] доказаны следующие утверждения.
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Предложение 1. Пусть даны I-алгебры A, B, m ∈ ω. Предположим, что
1) для любого a1 ∈ A существует b1 ∈ B такой, что m[(a1), (b1)] ≥ m − 1 и

m[(ā1), (b̄1)] ≥ m− 1;
2) для любого b2 ∈ B существует a2 ∈ A такой, что m[(a2), (b2)] ≥ m − 1 и

m[(ā2), (b̄2)] ≥ m− 1.
Тогда m[A,B] ≥ m.

Предложение 2. Пусть даны I-алгебры A, B, m ∈ ω. Предположим, что
1) для любого a1 ∈ A существует b1 ∈ B такой, что (r(a1) = r(A) и r(b1) =

r(B)) или m[(a1), (b1)] ≥ m−1 и (r(ā1) = r(A) и r(b̄1) = r(B)) или m[(ā1), (b̄1)] ≥
m− 1;

2) для любого b2 ∈ B существует a2 ∈ A такой, что (r(a2) = r(A) и r(b2) =
r(B)) или m[(a2), (b2)] ≥ m−1 и (r(ā2) = r(A) и r(b̄2) = r(B)) или m[(ā2), (b̄2)] ≥
m− 1.

Тогда m[A,B] ≥ m.

Предложение 3. Пусть даны I-алгебры A, B, m ∈ ω. Если существует
a ∈ A (b ∈ B) такой, что для любого b ∈ B (a ∈ A) m[(a), (b)] ≤ m − 1 или
m[(ā), (b̄)] ≤ m− 1, то m[A,B] ≤ m.

Из [7] следует, что m[A,B] = ∞ тогда и только тогда, когда суператомные
I-алгебры A и B элементарно эквивалентны, т. е. когда r(A) = r(B).

Введем на множестве характеристик суператомных I-алгебр обратный лек-
сикографический порядок ≤′. Сформулируем основной результат.

Теорема 1. Пусть A, B — суператомные I-алгебры, r(A) = (n1, n2, n3),
r(B) = (k1, k2, k3), r(A) <′ r(B). Тогда максимальное m такое, что A ≡m B,
вычисляется следующим образом:

при n3 < k3

n3 = 1 m = −1 (0)
n3 = 2 m = 0 (1)

n2 = 0 n3 = 3 n1 = 1 m = 0 (2)
n1 ≥ 2 m = 1 (3)

n3 ≥ 4 m = n3 − 2 (4)
n1 = 1 r(B) = (1, 0, 3) m = 1 (5)

n3 = 2 r(B) = (1, 0, 3) m = 0 (6)
n1 ≥ 2 r(B) = (1, 0, 3) m = 0 (7)

r(B) 6= (1, 0, 3) m = 1 (8)
n1 = 1 m = 1 (9)

n2 6= 0 n3 = 3 n1 ≥ 2 n2 = 1 m = 1 (10)
n2 ≥ 2 m = 2 (11)

n3 = 4 n2 = 1, 2, 3 m = 2 (12)
n2 ≥ 4 m = 3 (13)

n3 ≥ 5 n2 = 1 m = n3 − 2 (14)
n2 ≥ 2 m = n3 − 1 (15)
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а при n3 = k3

n2 = 0 n3 = 1, 2, 3 m = [log2(n1)] (16)
k2 = 0 n3 ≥ 4 m = [log2(n1)] + n3 − 2 (17)

n3 = 2 m = 0 (18)
n2 = 0 n3 = 3 n1 = 1 m = 0 (19)
k2 6= 0 n1 ≥ 2 m = 1 (20)

n3 ≥ 4 m = n3 − 2 (21)

n3 = 2 m = [log2(n1)] (22)
n3 = 3 n2 = 1 m = [log2(n1 + 1)] (23)

n2 ≥ 2 m = [log2(n1 + 2)] (24)
n2 = k2 n3 = 4 n2 = 1 m = [log2(n1)] + 2 (25)

n2 ≥ 2 m = [log2(n1 + 1)] + 2 (26)
n3 ≥ 5 m = [log2(n1 + 1)] + n3 − 2 (27)

n3 = 2 n1 ≤ n2 + 1 m = [log2(n1)] (28)
n1 > n2 + 1 m = [log2(n2 + 1)] (29)

n3 = 3 n1 ≤ n2 m = [log2(n1 + 2)] (30)
n1 < k1 n1 > n2 m = [log2(n2 + 2)] (31)

n3 = 4 4n1 ≤ n2 m = [log2(n1 + 1)] + 2 (32)
4n1 > n2 m = [log2(n2 + 4)] (33)

n3 ≥ 5 2n1 ≤ n2 m = [log2(n1 + 1)] + n3 − 2 (34)
n2 6= 0 2n1 > n2 m = [log2(n2 + 2)] + n3 − 3 (35)
k2 6= 0 n3 = 2 m = [log2(n2 + 1)] (36)

n3 = 3 n1 = 1 m = [log2(n2 + 1)] (37)
n2 < k2 n1 = k1 n1 ≥ 2 m = [log2(n2 + 2)] (38)

n3 = 4 m = [log2(n2 + 4)] (39)
n3 ≥ 5 m = [log2(n2 + 2)] + n3 − 3 (40)
n3 = 2 k1 ≤ n2 + 1 m = [log2(k1)] (41)

k1 > n2 + 1 m = [log2(n2 + 1)] (42)
n3 = 3 k1 ≤ n2 m = [log2(k1 + 2)] (43)

n1 > k1 k1 > n2 m = [log2(n2 + 2)] (44)
n3 = 4 4k1 ≤ n2 m = [log2(k1 + 1)] + 2 (45)

4k1 > n2 m = [log2(n2 + 4)] (46)
n3 ≥ 5 2k1 ≤ n2 m = [log2(k1 + 1)] + n3 − 2 (47)

2k1 > n2 m = [log2(n2 + 2)] + n3 − 3 (48)

Доказательство. Рассмотрим следущие функции:

ϕ(t) = max{k | t ≥ 2k}, ψ(t) = min{k | t ≤ 21 + · · ·+ 2k}, ψ(0) 
 0,

χ(t) = max{k | t ≥ 21 + · · ·+ 2k}, χ(1) 
 0, χ(0) 
 0,

τ(t) = min{k | t < 22 + · · ·+ 2k+2}.
Введем понятие ранга пары булевых I-алгебр:

rang
(
A,B

)
=

{
(r3(A), r2(A), r1(A), r3(B), r2(B), r1(B)), если r(A) ≤′ r(B),
(r3(B), r2(B), r1(B), r3(A), r2(A), r1(A)), если r(A) ≥′ r(B).

На множестве этих рангов зададим лексикографический порядок. Очевидно,
что получившееся упорядоченное множество является вполне упорядоченным
множеством, следовательно, по нему можно вести трансфинитную индукцию.
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Итак, доказательство теоремы состоит из двух этапов. На первом показы-
вается, что для любого из случаев (1)–(48) справедливо неравенство m[A,B] ≤
m. На втором этапе также для всех случаев (1)–(48) доказывается, что имеет
место обратное неравенство m[A,B] ≥ m. Из этих двух утверждений и выте-
кает утверждение теоремы: m[A,B] = m. Случай (0) следует из замечания 1.
Доказательство базиса индукции и индукционного шага будет осуществляться
параллельно. Доказательства многих случаев очень похожи, поэтому приведем
доказательство только основных случаев: (4), (14), (15), (17), (21), (27), (34),
(40), (47).

Для краткости в дальнейшем вместо выражения «так как rang((a), (b)) <
rang(A,B) (либо rang((ā), (b̄)) < rang(A,B)), то в силу индукционного пред-
положения по любому из случаев (i1), . . . (ik) имеем . . .», где 0 ≤ k ≤ 48,
ij ∈ {0, . . . , 48} для всех 0 ≤ j ≤ k, будем просто писать «по (i1), . . . , (ik)».
Выбор: rang((a), (b))) < rang(A,B) или rang((ā), (b̄)) < rang(A,B), будет ясен
из контекста.

Этап 1

Случай 4. Пусть b ∈ B таков, что r(b) = (1, 0, n3 − 1). Тогда для любого
a ∈ A по (0)–(15)

m[(a), (b)] ≤ n3 − 3 = m− 1.

Таким образом, из предложения 3 следует, что m[A,B] ≤ n3 − 2 = m.
Случай 14. Пусть b ∈ B таков, что r(b) = (2, 0, n3 − 1). Тогда для любого

a ∈ A по (0)–(15), (17), (21)

m[(a), (b)] ≤ n3 − 3 = m− 1.

Таким образом, из предложения 3 следует, что m[A,B] ≤ n3 − 2 = m.
Случай 15. Пусть a ∈ A таков, что r(a) = (n2, 0, n3−1). Если r3(b) 6= n3−1,

то по (0)–(15)
m[(a), (b)] ≤ n3 − 2 = m− 1.

Если r3(b) = n3 − 1, то по (4)

m[(ā), (b̄)] = n3 − 2 = m− 1.

Таким образом, из предложения 3 следует, что m[A,B] ≤ n3 − 1 = m.
Случай 17. Если n1 = 1, то возьмем b ∈ B такой, что r(b) = (1, 0, n3).

Тогда если r3(a) = n3, то по (0)–(15)

m[(ā), (b̄)] ≤ n3 − 3 = m− 1,

если же r3(a) ≤ n3 − 2, то по (0)–(15)

m[(a), (b)] ≤ n3 − 3 = m− 1.

Пусть теперь n1 ≥ 2. Тогда возьмем b ∈ B такой, что r(b) =
([

k1
2

]
, 0, n3

)
.

Если r3(a) = n3 и r3(ā) = n3, то для любого a ∈ A либо r1(a) ≤
[

n1
2

]
, либо

r1(ā) ≤
[

n1
2

]
. Поэтому либо по (17)

m[(a), (b)] ≤ ϕ
([n1

2

])
+ n3 − 2 = ϕ(n1) + n3 − 3 = m− 1,

либо
m[(ā), (b̄)] ≤ ϕ

([n1

2

])
+ n3 − 2 = ϕ(n1) + n3 − 3 = m− 1.
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Если же r3(a) ≤ n3 − 2, то опять же по (0)–(15)

m[(a), (b)] ≤ n3 − 3 ≤ m− 1.

Из предложения 3 следует, что m[A,B] ≤ ϕ(n1) + n3 − 2 = m.
Случай 21. Пусть b ∈ B таков, что r(b) = (1, 0, n3 − 1). Тогда для любого

a ∈ A по (0)–(15)
m[(a), (b)] ≤ n3 − 3 = m− 1.

Таким образом, из предложения 3 следует, что m[A,B] ≤ n3 − 2 = m.
Случай 27. Пусть b ∈ B таков, что r(b) =

([
k1+1

2

]
, 0, n3

)
. Тогда

• если r3(a) ≤ n3 − 1, то по (0)–(15)

m[(a), (b)] ≤ n3 − 2 ≤ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1;

• если r3(a) = n3 и r2(a) 6= 0, то по (21)

m[(a), (b)] = n3 − 2 ≤ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1;

• если r3(a) = n3, r2(a) = 0, r1(a) <
[

n1+1
2

]
, то по (17)

m[(a), (b)] ≤ ϕ
([n1 + 1

2

])
+ n3 − 2 = ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1;

• если r3(a) = n3, r2(a) = 0, r1(a) =
[

n1+1
2

]
, то при n1 = 1 по (2)–(4),

(9)–(15)
m[(ā), (b̄)] ≤ n3 − 2 ≤ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1;

— при n1 ≥ 2 и
[

n1+1
2

]
<

[
k1+1

2

]
по (17)

m[(a), (b)] = ϕ
([n1 + 1

2

])
+ n3 − 2 = ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1;

— при n1 ≥ 2 и
[

n1+1
2

]
=

[
k1+1

2

]
выполнено n1 = 2k − 1 и r1(ā) = n1 −

[
n1+1

2

]
=

k − 1 =
[

n1−1
2

]
. Поэтому по (27)

m[(ā), (b̄)] = ψ
([n1 − 1

2

])
+ n3 − 2 = ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1;

• если r3(a) = n3, r2(a) = 0, r1(a) >
[

n1+1
2

]
, то по (2)–(4), (9)–(15),(27)

m[(ā), (b̄)] ≤ ψ
([n1 − 1

2

])
+ n3 − 2 = ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1.

Таким образом, из предложения 3 следует, что m[A,B] ≤ ψ(n1) + n3 − 2 = m.
Случай 34. Доказательство аналогично случаю (27).
Случай 35. Доказательство аналогично случаю (40).
Случай 40. Если n2 = 1, то возьмем b ∈ B такой, что r(b) = (k2, 0, n3 − 1).

Тогда для любого a ∈ A по (0)–(15), (17), (21)

m[(a), (b)] ≤ n3 − 3 = m− 1.

Если n2 ≥ 2, то возьмем b ∈ B такой, что r(b) =
([

k2
2

]
+ 1, 0, n3 − 1

)
. Тогда

• при r3(a) ≤ n3 − 2 по (0)–(15)

m[(a), (b)] ≤ n3 − 3 < χ(n2) + n3 − 3 = m− 1;

• при r3(a) = n3 − 1 и r2(a) 6= 0 по (21)

m[(a), (b)] = n3 − 2 < χ(n2) + n3 − 3 = m− 1;



1132 С. Г. Пыркин

• при r3(a) = n3 − 1 и r2(a) = 0: если r1(a) <
[

n2
2

]
+ 1, то по (17)

m[(a), (b)] ≤ ϕ
([n2

2

]
+ 1

)
+ n3 − 3 = χ(n2) + n3 − 3 = m− 1;

— если r1(a) =
[

n2
2

]
+ 1,

[
n2
2

]
<

[
k2
2

]
, то по (17)

m[(a), (b)] = ϕ
([n2

2

]
+ 1

)
+ n3 − 3 = χ(n2) + n3 − 3 = m− 1;

— если r1(a) =
[

n2
2

]
+ 1,

[
n2
2

]
=

[
k2
2

]
, то n2 = 2l и χ

(
n2 −

[
n2
2

]
− 1

)
= χ(n2)− 1;

тогда по (21), (40)

m[(ā), (b̄)] ≤ χ(n2) + n3 − 3 = m− 1;

— если r1(a) >
[

n2
2

]
+ 1, то по (21), (40)

m[(ā), (b̄)] ≤ χ(n2) + n3 − 3 = m− 1.

• при r3(a) = n3 по (4)

m[(a), (b)] = n3 − 2 ≤ χ(n2) + n3 − 3 = m− 1.

Таким образом, из предложения 3 следует, что m[A,B] ≤ χ(n2) + n3 − 2 = m.
Случай 47. Доказательство аналогично случаю (27).
Случай 48. Доказательство аналогично случаю (40).

Этап 2

Случай 4. 1. Если r3(a) = n3 и r3(ā) ≤ n3 − 2, то возьмем b ∈ B такой,
что r(b̄) = r(ā).

Замечание 1. Такого b ∈ B может не существовать в случае ri(a) = ∞
для некоторого i. Тогда мы выбираем b ∈ B следующим образом:

ri(b) =
{
ri(a), если ri(a) <∞,

2m′
, если ri(a) = ∞,

где m′ выбирается достаточно большим для того, чтобы выполнялось (a) ≡m

(b). Очевидно, что такое m′ мы сможем выбрать. Ниже, когда мы будем выби-
рать элемент с такой характеристикой, будем писать «r(a) ≈ r(b)» и «m[(a), (b)] ≈
∞». Тогда

r(a) = r(A), r(b) = r(B)

и
m[(ā), (b̄)] ≈ ∞ > n3 − 2 = m− 1.

Замечание 2. Ниже в подобных случаях, т. е. когда уровень одного из
элементов будет меньше n3 − 1, мы будем поступать аналогичным образом.
Поэтому на этих случаях останавливаться больше не будем. Если r3(a) = n3 и
r3(ā) = n3, то возьмем b ∈ B такой, что r(b) = (2, 0, n3 − 1). Тогда по (3), (4)

m[(a), (b)] = n3 − 3 = m− 1

и по (4)
m[(ā), (b̄)] = n3 − 2 > n3 − 3 = m− 1.

2. Если r3(b) > n3, то
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• при r3(b̄) ≥ n3 возьмем a ∈ A такой, что r(a) = (2, 4, n3− 2). Тогда по (8),
(11), (13), (15)

m[(a), (b)] ≥ n3 − 3 = m− 1,

и либо по (4), (17), (21)

m[(ā), (b̄)] > n3 − 3 = m− 1,

либо
m[(ā), (b̄)] = ∞ > n3 − 3 = m− 1;

• при r3(b̄) = n3 − 1: если n3 = 4 и r(b̄) = (1, 0, 3), то возьмем a ∈ A такой,
что r(ā) = (1, 1, 2), тогда

r(a) = r(A), r(b) = r(B)

и по (5)
m[(ā), (b̄)] = 1 = m− 1;

— если n3 ≥ 5 или (n3 = 4 и r(b̄) 6= (1, 0, 3)), то возьмем a ∈ A такой, что
r(ā) = (2, 4, n3 − 2), тогда

r(a) = r(A), r(b) = r(B)

и по (8), (11), (13), (15)

m[(ā), (b̄)] = n3 − 3 = m− 1.

Замечание 3. Если r3(b) ≤ n3, то r3(b̄) > n3. Поэтому в рассмотренных
выше случаях достаточно заменить a на ā, b на b̄ и наоборот. Ниже будем
использовать это свойство без каких-либо оговорок. Таким образом, из предло-
жения 2 следует, что m[A,B] ≥ n3 − 2 = m.

Случай 14. 1. Если r3(a) = n3 и r3(ā) = n3 − 1, то возьмем b ∈ B такой,
что r(b̄) ≈ r(ā). Тогда по (4)

m[(a), (b)] = n3 − 2 > n3 − 3 = m− 1

и
m[(ā), (b̄)] ≈ ∞ > 1 = m− 1.

Если r3(a) = n3 и r3(ā) = n3, то возьмем b ∈ B такой, что r(b) = (1, 1, n3 − 1).
Тогда по (12), (14)

m[(a), (b)] = n3 − 3 = m− 1

и по (4), (14)
m[(ā), (b̄)] = n3 − 2 > n3 − 3 = m− 1.

2. Если r3(b) > n3, то возьмем a ∈ A такой, что r(a) = (1, 0, n3 − 1). Тогда
по (4)

m[(a), (b)] = n3 − 3 = m− 1

и по (4)
m[(ā), (b̄)] = n3 − 2 > n3 − 3 = m− 1.

Таким образом, из предложения 2 следует, что m[A,B] ≥ n3 − 2 = m.
Случай 15. 1. Если r3(a) = n3 и r3(ā) = n3 − 1, то возьмем b ∈ B такой,

что r(b̄) ≈ r(ā). Тогда по (4), (14), (15)

m[(a), (b)] ≥ n3 − 2 = m− 1
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и
m[(ā), (b̄)] = ∞ > n3 − 2 = m− 1.

Если r3(a) = n3 и r3(ā) = n3, то возьмем b ∈ B такой, что r(b) = (1, 4, n3 − 1).
Тогда по (13), (15)

m[(a), (b)] = n3 − 2 = m− 1

и по (4), (14), (15)
m[(ā), (b̄)] ≥ n3 − 2 = m− 1.

2. Если r3(b) > n3, то
• при r3(b̄) ≥ n3 возьмем a ∈ A такой, что r(ā) = (n2, 4, n3− 1); тогда по (4)

m[(a), (b)] = n3 − 2 = m− 1

и по (13), (15)
m[(ā), (b̄)] = n3 − 2 = m− 1;

• при r3(b̄) = n3 − 1: если r1(b̄) > n2, то возьмем a ∈ A такой, что r(ā) =
(n2, r2(b̄), n3 − 1); тогда по (4)

m[(a), (b)] = n3 − 2 = m− 1

и по (17), (25)–(27)
m[(ā), (b̄)] ≥ n3 − 2 = m− 1;

— если r1(b̄) ≤ n2, то возьмем a ∈ A такой, что r(ā) = r(b̄); тогда по (4), (14)–(15)

m[(a), (b)] ≥ n3 − 2 = m− 1

и
m[(ā), (b̄)] = ∞ > n3 − 2 = m− 1.

Таким образом, из предложения 2 следует, что m[A,B] ≥ n3 − 1 = m.
Случай 17. Рассмотрим сначала случай, когда n1 = 1.
1. Так как для любого a ∈ A либо r3(a) ≤ n3 − 2, либо r3(ā) ≤ n3 − 2,

утверждение следует из замечания 3.
2. Если r3(b) = n3 и r3(b̄) = n3, то возьмем a ∈ A такой, что r(a) =

(2, 4, n3 − 2). Тогда по (8), (11), (13), (15)

m[(a), (b)] = n3 − 3 = m− 1

и либо по (17)
m[(ā), (b̄)] = n3 − 2 > n3 − 3 = m− 1,

либо
m[(ā), (b̄)] = ∞ > n3 − 3 = m− 1.

Пусть теперь n1 ≥ 2.
1. Если r3(a) = n3 и r3(ā) = n3, то
• при r1(a) <

[
n1
2

]
возьмем b ∈ B такой, что r(b) = r(a); тогда

m[(a), (b)] = ∞ > ϕ(n1) + n3 − 3 = m− 1

и по (17)

m[(ā), (b̄)] ≥ ϕ
([n1

2

])
+ n3 − 2 = ϕ(n1) + n3 − 3 = m− 1;
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• при r1(a) ≥
[

n1
2

]
возьмем b ∈ B такой, что r(b̄) = r(ā); тогда по (17)

m[(a), (b)] ≥ ϕ
([n1

2

])
+ n3 − 2 = ϕ(n1) + n3 − 3 = m− 1

и
m[(ā), (b̄)] = ∞ > ϕ(n1) + n3 − 3 = m− 1.

2. Если r3(b) = n3 и r3(b̄) = n3, то
• при r1(b) >

[
n1
2

]
и r1(b̄) >

[
n1
2

]
возьмем a ∈ A такой, что r(a)=

([
n1
2

]
, 0, n3

)
;

тогда по (17)

m[(a), (b)] = ϕ
([n1

2

])
+ n3 − 2 = ϕ(n1) + n3 − 3 = m− 1,

и либо по (17)

m[(ā), (b̄)] = ϕ
([n1

2

])
+ n3 − 2 = ϕ(n1) + n3 − 3 = m− 1,

либо
m[(ā), (b̄)] = ∞ > ϕ(n1) + n3 − 3 = m− 1,

• при r1(b) ≤
[

n1
2

]
или r1(b̄) ≤

[
n1
2

]
положим для определенности r1(b) ≤[

n1
2

]
и возьмем a ∈ A такой, что r(a) = r(b); тогда

m[(a), (b)] = ∞ > ϕ(n1) + n3 − 3 = m− 1

и по (17)

m[(ā), (b̄)] ≥ ϕ
([n1

2

])
+ n3 − 2 = ϕ(n1) + n3 − 3 = m− 1.

Таким образом, из предложения 2 следует, что m[A,B] ≥ ϕ(n1) + n3 − 2 = m.
Случай 21. 1. Если r3(a) = n3 и r3(ā) = n3, то возьмем b ∈ B такой, что

r(b) = (k2, 1, n3 − 1). Тогда по (10), (12), (14)

m[(a), (b)] ≥ n3 − 3 = m− 1

и либо по (17), (21)

m[(ā), (b̄)] ≥ n3 − 2 > n3 − 3 = m− 1,

либо
m[(ā), (b̄)] = ∞ > n3 − 3 = m− 1.

2. Если r3(b) = n3, то
• при r3(b̄) = n3 − 1 и r(b̄) 6= (1, 0, 3) возьмем a ∈ A такой, что r(ā) =

(2, 4, n3 − 2); тогда либо по (17), (21)

m[(a), (b)] ≥ n3 − 2 > n3 − 3 = m− 1,

либо
m[(a), (b)] = ∞ > n3 − 3 = m− 1

и по (8), (11), (13), (15)

m[(ā), (b̄)] = n3 − 3 = m− 1;

• при n3 = 4 и r3(b̄) = (1, 0, 3) возьмем a ∈ A такой, что r(ā) = (1, 1, 2);
тогда либо по (17), (21)

m[(a), (b)] ≥ n3 − 2 > n3 − 3 = m− 1,
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либо
m[(a), (b)] = ∞ > n3 − 3 = m− 1

и по (5)
m[(ā), (b̄)] = n3 − 3 = m− 1;

• при r3(b̄) = n3 возьмем a ∈ A такой, что r(a) = (2, 4, n3 − 2); тогда по (8),
(11), (13), (15)

m[(a), (b)] = n3 − 3 = m− 1

и либо по (17), (21)

m[(ā), (b̄)] ≥ n3 − 2 > n3 − 3 = m− 1,

либо
m[(ā), (b̄)] = ∞ > n3 − 3 = m− 1.

Таким образом, из предложения 2 следует, что m[A,B] ≥ n3 − 2 = m.
Случай 27. 1. Если r3(a) = n3 и r3(ā) = n3 − 1, то возьмем b ∈ B такой,

что r(b̄) ≈ r(ā). Тогда по (17), (27)

m[(a), (b)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1

и
m[(ā), (b̄)] ≈ ∞ > ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1.

Если r3(a) = n3 и r3(ā) = n3, то возможны два случая: (r2(a) 6= 0 и r2(ā) 6= 0)
или (r2(a) = 0 либо r2(ā) = 0; в этом случае положим для определенности
r2(a) = 0). Тогда
• если r1(a) <

[
n1+1

2

]
, то возьмем b ∈ B такой, что r(b) = r(a); тогда

m[(a), (b)] = ∞ > ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1

и по (27)

m[(ā), (b̄)] ≥ ψ
([n1 − 1

2

])
+ n3 − 2 = ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1;

• если r1(a) ≥
[

n1+1
2

]
, то возьмем b ∈ B такой, что r(b̄) = r(ā); тогда по

(17), (27)

m[(a), (b)] ≥ ϕ
([n1 + 1

2

])
+ n3 − 2 = ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1

и
m[(ā), (b̄)] = ∞ > ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1.

2. Если r3(b) = n3 и r3(b̄) = n3 − 1, то возьмем a ∈ A такой, что r(ā) ≈ r(b̄).
Тогда по (17), (27)

m[(a), (b)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1

и
m[(ā), (b̄)] ≈ ∞ > ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1.

Если r3(b) = n3 и r3(b̄) = n3, то возможны два случая: (r2(b) 6= 0 и r2(b̄) 6= 0) или
(r2(b) = 0 либо r2(b̄) = 0; в этом случае положим для определенности r2(b) = 0).
Тогда
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• если r1(b) <
[

n1+1
2

]
, то возьмем b ∈ B такой, что r(a) = r(b); тогда

m[(a), (b)] = ∞ > ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1

и по (27)

m[(ā), (b̄)] ≥ ψ
([n1 − 1

2

])
+ n3 − 2 = ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1;

• если r1(b) ≥
[

n1+1
2

]
, то при r1(b̄) <

[
n1−1

2

]
возьмем a ∈ A такой, что

r(ā) = r(b̄); тогда по (17), (27)

m[(a), (b)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1

и
m[(ā), (b̄)] = ∞ > ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1;

— при r1(b̄) ≥
[

n1−1
2

]
и n1 > 1 возьмем a ∈ A такой, что r(a) =

([
n1+1

2

]
, 0, n3

)
;

тогда по (17), (27)

m[(a), (b)] = ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1

или
m[(a), (b)] = ∞ > ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1

и либо по (27)

m[(ā), (b̄)] = ψ
([n1 − 1

2

])
+ n3 − 2 = ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1,

либо
m[(ā), (b̄)] = ∞ > ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1;

— при r1(b̄) ≥
[

n1−1
2

]
и n1 = 1 возьмем a ∈ A такой, что r(ā) = (n2, 4, n3 − 1);

тогда либо по (17), (21)

m[(a), (b)] = n3 − 2 = ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1,

либо
m[(a), (b)] = ∞ > ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1

и по (13), (15)

m[(ā), (b̄)] = n3 − 2 = ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1.

Таким образом, из предложения 2 следует, что m[A,B] ≥ ψ(n1) + n3 − 2 = m.

Замечание 4. Ниже в случаях (28)–(29), (30)–(31), (32)–(33), (34)–(35) в
указанных парах искомое m выбирается как минимальное, так что доказатель-
ства этих парных случаев отличаются только нижней оценкой. Поэтому в этих
парах доказательство будем приводить только для первых случаев каждой па-
ры, эа исключением некоторых случаев, где необходимо доказывать базу.

Случай 34. 1. Если r3(a) = n3 и r3(ā) = n3 − 1, то
• при r2(a) <

[
n2
2

]
− 1 возьмем b ∈ B такой, что r(b) = (k1, r2(a), n3) и

r2(b̄) = r2(ā); тогда по (17), (27)

m[(a), (b)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1

и либо по (17), (25)–(27)

m[(ā), (b̄)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1,
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либо
m[(ā), (b̄)] = ∞ > ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1;

• при r2(a) ≥
[

n2
2

]
− 1 возьмем b ∈ B такой, что r(b̄) = r(ā); тогда по (21),

(34)–(35)
m[(a), (b)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1

и
m[(ā), (b̄)] = ∞ > ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1.

Если r3(a) = n3 и r3(ā) = n3, то в этом случае для любого a ∈ A либо
r1(a) ≤

[
n1
2

]
, либо r1(ā) ≤

[
n1
2

]
. Положим для определенности r1(a) ≤

[
n1
2

]
.

Тогда
• при r2(a) <

[
n2
2

]
− 1 возьмем b ∈ B такой, что r(b) = r(a); тогда

m[(a), (b)] = ∞ > ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1

и по (34)–(35)
m[(ā), (b̄)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1;

• при r2(a) ≥
[

n2
2

]
−1 возьмем b ∈ B такой, что r1(b) = r1(a) и r2(b̄) = r2(ā);

тогда по (21), (40)

m[(a), (b)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1

и по (17), (27)
m[(ā), (b̄)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1.

2. Если r3(b) = n3 и r3(b̄) = n3 − 1, то
• при r2(b) <

[
n2
2

]
− 1 возьмем a ∈ A такой, что r(a) = (n1, r2(b), n3) и

r2(ā) ≈ r2(b̄); тогда по (17), (27)

m[(a), (b)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1

и по (17), (25)–(27)

m[(ā), (b̄)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1,

• при r2(b) ≥
[

n2
2

]
− 1: если r2(b̄) <

[
n2
2

]
− 1, то возьмем a ∈ A такой, что

r(ā) = r(b̄); тогда по (34)–(35)

m[(a), (b)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1

и
m[(ā), (b̄)] = ∞ > ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1;

— если r2(b̄) ≥
[

n2
2

]
−1, то возьмем a ∈ A такой, что r(ā) ≈

([
n2
2

]
+1, r2(b̄), n3−1

)
;

тогда по (17), (27), (34)–(35), (47)–(48)

m[(a), (b)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1

и либо по (17), (25)–(27)

m[(ā), (b̄)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1,

либо
m[(ā), (b̄)] = ∞ > ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1.

Если r3(b) = n3 и r3(b̄) = n3, то
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• при r1(b) <
[

n1
2

]
: если r2(b) <

[
n2
2

]
− 1, то возьмем a ∈ A такой, что

r(a) = r(b); тогда

m[(a), (b)] = ∞ > ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1

и по (34)–(35)
m[(ā), (b̄)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1;

— если r2(b) ≥
[

n2
2

]
− 1 и r2(b̄) <

[
n2
2

]
− 1, то возьмем a ∈ A такой, что r1(a) =

r1(b) и r2(ā) = r2(b̄); тогда по (21), (40)

m[(a), (b)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1

и по (17), (25)–(27)

m[(ā), (b̄)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1;

— если r2(b) ≥
[

n2
2

]
− 1 и r2(b̄) ≥

[
n2
2

]
− 1, то возьмем a ∈ A такой, что r(a) =(

r1(b),
[

n2
2

]
− 1, n3

)
; тогда либо по (21), (40)

m[(a), (b)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1,

либо
m[(a), (b)] = ∞ > ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1

и по (27), (34)–(35), (47)–(48)

m[(ā), (b̄)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1;

• при r1(b) ≥
[

n1
2

]
и r1(b̄) ≥

[
n1
2

]
: если r2(b) <

[
n2
2

]
− 1, то возьмем a ∈ A

такой, что r(a) =
([

n1
2

]
, r2(b), n3

)
; тогда либо по (17), (27)

m[(a), (b)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1,

либо
m[(a), (b)] = ∞ > ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1

и по (34)–(35), (40), (47)–(48)

m[(ā), (b̄)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1;

— если r2(b) ≥
[

n2
2

]
− 1, и r2(b̄) <

[
n2
2

]
− 1, то возьмем a ∈ A такой, что

r(ā) =
([

n1
2

]
, r2(b̄), n3

)
; тогда по (34)–(35), (40), (47)–(48)

m[(a), (b)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1

и либо по (17), (27)

m[(ā), (b̄)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1,

либо
m[(ā), (b̄)] = ∞ > ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1;

— если r2(b) ≥
[

n2
2

]
− 1 и r2(b̄) ≥

[
n2
2

]
− 1, то возьмем a ∈ A такой, что r(a) =([

n1
2

]
,
[

n2
2

]
− 1, n3

)
; тогда по (17), (21), (27), (34)–(35), (40)

m[(a), (b)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1

или
m[(a), (b)] = ∞ > ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1
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и либо по (17), (21), (27), (34)–(35), (40), (47)–(48)

m[(ā), (b̄)] ≥ ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1,

либо
m[(ā), (b̄)] = ∞ > ψ(n1) + n3 − 3 = m− 1.

Таким образом, из предложения 2 следует, что m[A,B] ≥ ψ(n1) + n3 − 2 = m.
Случай 35. Рассмотрим случай, когда n2 = 1.
1. Если r3(a) = n3 и r3(ā) = n3− 1, то возьмем b ∈ B такой, что r(b̄) ≈ r(ā).

Тогда по (21), (34)–(35)

m[(a), (b)] > n3 − 3 = m− 1

и
m[(ā), (b̄)] ≈ ∞ > n3 − 3 = m− 1.

Если r3(a) = n3 и r3(ā) = n3, то возьмем b ∈ B такой, что r(b) = (k2, 0, n3 − 1).
Тогда по (4)

m[(a), (b)] = n3 − 3 = m− 1

и по (17), (21)
m[(ā), (b̄)] > n3 − 3 = m− 1.

2. Если r3(b) = n3 и r3(b̄) = n3 − 1, то возьмем a ∈ A такой, что r(ā) ≈
(n2, r2(b̄), n3 − 1). Тогда по (17), (21)

m[(a), (b)] > n3 − 3 = m− 1

и либо по (17), (25)–(27)

m[(ā), (b̄)] ≥ n3 − 3 = m− 1,

либо
m[(ā), (b̄)] = ∞ > n3 − 3 = m− 1.

Если r3(b) = n3 и r3(b̄) = n3, то возьмем a ∈ A такой, что r(a) = (n2, 0, n3 − 1).
Тогда по (4)

m[(a), (b)] = n3 − 3 = m− 1

и либо по (17), (21)
m[(ā), (b̄)] > n3 − 3 = m− 1,

либо
m[(ā), (b̄)] = ∞ > n3 − 3 = m− 1.

Если n2 ≥ 2, то доказательство аналогично случаю (34).
Таким образом, из предложения 2 следует, что m[A,B] ≥ χ(n2)+n3−2 = m.
Случай 40. Рассмотрим сначала случай, когда n2 = 1.
1. Если r3(a) = n3, то возьмем b ∈ B такой, что r(b̄) = (k2, 0, n3 − 1). Тогда

либо по (17), (21)
m[(a), (b)] ≥ n3 − 3 = m− 1,

либо
m[(a), (b)] = ∞ > n3 − 3 = m− 1

и по (4), (21)
m[(ā), (b̄)] = n3 − 3 = m− 1.
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2. Если r3(b) = n3, то возьмем a ∈ A такой, что r(a) = (1, 0, n3 − 1). Тогда
по (4)

m[(a), (b)] = n3 − 3 = m− 1

и по (4), (12)–(15), (17), (21)

m[(ā), (b̄)] ≥ n3 − 3 = m− 1.

Пусть теперь n2 ≥ 2.
1. Если r3(a) = n3 и r3(ā) = n3 − 1, то
• при r2(a) <

[
n2
2

]
− 1 возьмем b ∈ B такой, что r(b) = r(a) и r2(b̄) ≈ r2(ā);

тогда
m[(a), (b)] = ∞ > χ(n2) + n3 − 3 = m− 1

и по (17), (25)–(27)

m[(ā), (b̄)] ≥ χ(n2) + n3 − 3 = m− 1;

• при r2(a) ≥
[

n2
2

]
− 1 возьмем b ∈ B такой, что r(b̄) ≈ r(ā); тогда по (21),

(40)
m[(a), (b)] ≥ χ(n2) + n3 − 3 = m− 1

и
m[(ā), (b̄)] ≈ ∞ > χ(n2) + n3 − 3 = m− 1.

Если r3(a) = n3 и r3(ā) = n3, то
• при r2(a) <

[
n2
2

]
− 1 возьмем b ∈ B такой, что r(b) = r(a); тогда

m[(a), (b)] = ∞ > χ(n2) + n3 − 3 = m− 1

и по (17), (27)
m[(ā), (b̄)] ≥ χ(n2) + n3 − 3 = m− 1;

• при r2(a) ≥
[

n2
2

]
− 1 возьмем b ∈ B такой, что r(b̄) = r(ā); тогда по (21),

(40)
m[(a), (b)] ≥ χ(n2) + n3 − 3 = m− 1

и
m[(ā), (b̄)] = ∞ > χ(n2) + n3 − 3 = m− 1.

2. Если r3(b) = n3 и r3(b̄) = n3 − 1, то
• при r2(b) <

[
n2
2

]
− 1 возьмем a ∈ A такой, что r(a) = r(b) и r2(ā) ≈ r2(b̄);

тогда
m[(a), (b)] = ∞ > χ(n2) + n3 − 3 = m− 1

и по (17), (25)–(27)

m[(ā), (b̄)] ≥ χ(n2) + n3 − 3 = m− 1;

• при r2(b) ≥
[

n2
2

]
− 1: если r1(b̄) <

[
n2
2

]
+ 1, то возьмем a ∈ A такой, что

r(ā) ≈ r(b̄); тогда по (21), (40)

m[(a), (b)] ≥ χ(n2) + n3 − 3 = m− 1

и
m[(ā), (b̄)] ≈ ∞ > χ(n2) + n3 − 3 = m− 1;

— если r1(b̄) ≥
[

n2
2

]
+1, то возьмем a ∈ A такой, что r(ā) ≈

([
n2
2

]
+1, r2(b̄), n3−1

)
;

тогда по (21), (40)

m[(a), (b)] ≥ χ(n2) + n3 − 3 = m− 1
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или
m[(a), (b)] = ∞ > χ(n2) + n3 − 3 = m− 1

и либо по (17), (25)–(27)
m[(ā), (b̄)] ≥ χ(n2) + n3 − 3 = m− 1,

либо
m[(ā), (b̄)] = ∞ > χ(n2) + n3 − 3 = m− 1.

Если r3(b) = n3 и r3(b̄) = n3, то
• при r2(b) <

[
n2
2

]
− 1 возьмем a ∈ A такой, что r(a) = r(b); тогда

m[(a), (b)] = ∞ > χ(n2) + n3 − 3 = m− 1
и по (40)

m[(ā), (b̄)] ≥ χ
([n2

2

]
+ 1

)
+ n3 − 2 ≥ χ(n2) + n3 − 3 = m− 1;

• при r2(b) ≥
[

n2
2

]
− 1: если r2(b̄) <

[
n2
2

]
− 1, то возьмем a ∈ A такой, что

r(ā) = r(b̄); тогда по (40)

m[(a), (b)] ≥ χ
([n2

2

]
− 1

)
+ n3 − 2 = χ(n2) + n3 − 3 = m− 1

и
m[(ā), (b̄)] = ∞ > χ(n2) + n3 − 3 = m− 1;

— если r2(b̄) ≥
[

n2
2

]
− 1, то возьмем a ∈ A такой, что r(a) =

(
r1(b),

[
n2
2

]
− 1, n3

)
;

тогда по (21), (40)
m[(a), (b)] ≥ χ(n2) + n3 − 3 = m− 1

или
m[(a), (b)] = ∞ > χ(n2) + n3 − 3 = m− 1,

и либо по (21), (40)
m[(ā), (b̄)] ≥ χ(n2) + n3 − 3 = m− 1,

либо
m[(ā), (b̄)] = ∞ > χ(n2) + n3 − 3 = m− 1.

Таким образом, из предложения 2 следует, что
m[A,B] ≥ χ(n2) + n3 − 2 = m.

Для случаев (41)–(48) доказательство аналогично, когда n2 < k2 и n1 < k1

((28)–(35)).
Теорема доказана.

Следствие 1. Предположим, что для суператомных I-алгебр A и B вы-
полняется одно из условий:

1) r3(A) < r3(B) и r(B) 6= (1, 0, 3);
2) r3(A) = r3(B) и r1(A) ≤ r1(B).
Тогда m[A,B] не зависит от B.
Ниже функцию m[A,B] удобнее рассматривать как функцию от характери-

стик суператомных I-алгебр, т. е. будем писать m[(n1, n2, n3), (k1, k2, k3)] вместо
m[A,B], где r(A) = (n1, n2, n3), r(B) = (k1, k2, k3).

Следствие 2. Если n3 = k3, n1 6= k1, n2 6= k2, то

m[(n1, n2, n3), (k1, k2, k3)] = min
{
m[(min{n1, k1}, n2, n3), (min{n1, k1}, k2, k3)],
m[(n1,min{n2, k2}, n3), (k1,min{n2, k2}, k3)].

Следствие 2 говорит о том, что в случае n3 = k3 если мы знаем, как вы-
числять функцию m[(n1, n2, n3), (k1, k2, k3)] при n1 = k1 и n2 = k2, то мы можем
вычислить ее значение при любых n1, n2, k1, k2.
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mules infinies à quanteurs finis // Tarski Symposium, Berkley. 1971. P. 241–254.
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