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КОНТИНУУМЫ С ОГРАНИЧЕННЫМ

ИСКРИВЛЕНИЕМ: УСЛОВИЯ ЦЕПЕЙ

И ИНФИНИТЕЗИМАЛЬНОЙ СВЯЗНОСТИ
В. В. Асеев, Д. Г. Кузин

Аннотация: Установлен критерий ограниченности искривления (в смыслу Тукиа —
Вяйсяля) континуумов в полном метрическом пространстве, выраженный более
слабым условием, чем псевдовыпуклость, который применен к изучению метри-
ческих свойств графиков функций. В терминах инфинитезимальной связности да-
но полное описание свойства континуума быть жордановой дугой (или кривой) с
ограниченным искривлением. Библиогр. 15.

Введение

В [1] введено понятие псевдовыпуклости метрического пространства и уста-
новлено (теорема 2.9, с. 100), что все континуумы с ограниченным искривлением
в Rn обладают этим свойством. Мы показываем, что верно и обратное утвер-
ждение: все псевдовыпуклые (в смысле Тукиа — Вяйсяля) континуумы в Rn

имеют ограниченное искривление (следствие 1.4). Условие цепей, введенное
нами в § 1, формально более слабое, чем условие псевдовыпуклости в [1], явля-
ется достаточным для ограниченности искривления в любом полном метриче-
ском пространстве (теорема 1.2) и равносильно условию псевдовыпуклости (в
смысле Тукиа — Вяйсяля) для подмножеств пространства Rn (теорема 1.3, след-
ствие 1.4). Применение условия цепей в § 2 позволяет получить (лемма 2.1, тео-
рема 2.3) критерий ограниченности искривления графика вещественной функ-
ции в терминах условия середин, введенного в [2]. В § 3, 4 рассматривается
свойство инфинитезимальной связности континуума F ⊂ Rn, означающее, что
для любой последовательности растяжений {µk(x) = ak + rk(x − ak)} с цен-
трами ak ∈ F , ak → a ∈ F , и коэффициентами rk → ∞ при k → ∞ предел
F ′ последовательности компактных множеств µk(F ) в Rn

, если таковой суще-
ствует, не разделяется точкой ∞, т. е. множество F ′\{∞} связно. Если при
этом всякий такой предел является жордановой дугой или жордановой кривой
в Rn

, то континуум F называем инфинитезимально жордановым. В теоре-
ме 3.3 доказана эквивалентность ограниченности искривления континуума его
инфинитезимальной связности, а в теореме 4.5 установлено, что континуум ин-
финитезимально жорданов в том и только в том случае, когда он является
жордановой дугой (или жордановой кривой) с ограниченным искривлением. В
доказательстве теоремы 4.5 существенно использован основной результат из [3].

Часть результатов, приведенных в статье, анонсирована в [4, 5]. В тексте
статьи символом |x − y| всюду обозначается расстояние между точками x и
y, diamA — диаметр множества A, d(x,A) — расстояние (удаление) от точки
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a до множества A, dist(A,B) — хаусдорфово расстояние между ограниченны-
ми замкнутыми множествами, LimAk — предел последовательности компакт-
ных подмножеств {Ak} относительно хаусдорфова расстояния. В § 1 эти обо-
значения применяются для произвольного метрического пространства, в § 2 —
для евклидова пространства Rn, в § 3, 4 все эти обозначения (кроме LimAk)
рассматриваются относительно евклидова расстояния в Rn, а предел LimAk

последовательности компактных множеств в Rn
понимается относительно хау-

сдорфова расстояния, построенного на основе хордовой метрики в пространстве
Rn

. Жордановой дугой мы называем гомеоморфный образ отрезка, а жорда-
новой кривой — гомеоморфный образ окружности. Все остальные термины и
символы поясняются в тексте статьи.

§ 1. Ограниченность искривления и условие цепей

В [1, определение 2.7, с. 100] подмножество A метрического пространства
X называется псевдовыпуклым, если для каждого r ∈ (0, 1) существует на-
туральное C(r) такое, что для любой пары точек a, b ∈ A имеется конечная
цепь a = a0, a1, . . . , as = b в A, удовлетворяющая условиям s ≤ C(r) и |as −
as−1| ≤ · · · ≤ |a1 − a0| ≤ r|a − b|. При этом множество A также называется
C-псевдовыпуклым. Эти термины будут использоваться только в данном пара-
графе.

Определение 1.1. Подмножество A метрического пространства X удо-
влетворяет условию (N, r)-цепей с натуральным N и положительным r < 1,
если для любой пары точек a, b ∈ A существует цепь a = a0, a1, . . . , am = b
точек в A такая, что m ≤ N и |aj − aj−1| ≤ r|a− b| для всех j = 1, . . . ,m.

Очевидно, что при этом в A возможен процесс (N, r)-уплотнения цепей: в
заданной (N1, r1)-цепи каждую пару соседних точек (т. е. звено цепи) xj , xj+1

можно соединить (N, r)-цепью xj , yj1, . . . , yjN ′ , xj+1 с N ′ < N и получить та-
ким образом (N1N, r1r)-цепь, соединяющую те же точки a, b. Непосредственно
из определений усматривается, что C-псевдовыпуклость влечет условие (N, r)-
цепей с N = N(r) = C(r) при любом r ∈ (0, 1). Возможно, в общем случае
условие (N, r)-цепей не обеспечивает псевдовыпуклости.

Напомним [1, определение 2.7, с. 100], что метрический континуум A имеет
ограниченное искривление, если существует c ≥ 1 такое, что любую пару точек
a, b ∈ A можно соединить континуумом γ ⊂ A с диаметром ≤ c|a − b|. Эта же
ситуация выражается в форме принадлежности A классу c-BT.

Теорема 1.2. Любое замкнутое подмножество A полного метрического
пространства X , удовлетворяющее условию (N, r)-цепей с некоторыми N и
r ∈ (0, 1), является континуумом с ограниченным искривлением, т. е. A ∈ c-
BT, где c зависит лишь от r и N .

Доказательство. Пусть a, b — произвольная пара различных точек в A.
Положим |a − b| = d. По условию теоремы в A имеется (N, r)-цепь C 1, соеди-
няющая точки a, b. Выполняя на каждом шаге процесс (N, r)-уплотнения, мы
получаем последовательность цепей

C 1 ⊂ C 2 ⊂ · · · ⊂ C j ⊂ . . . ,

где каждая цепь C j является (N j , rj)-цепью, соединяющей точки a и b. Ес-
ли точка x ∈ C j+1 не содержится в цепи C j , то она содержится в подцепи
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C ′ ⊂ C j+1, соединяющей две последовательные точки a′, b′ ∈ C j и являющейся
(N, r)-цепью. Так как

|x− a′| ≤ diam C ′ ≤ Nr|a′ − b′| ≤ Nr · rjd = δj ,

множество C j+1 содержится в δj-окрестности своего подмножества C j . Поэто-
му (см. [6, т. 1, 21.7, (2), с. 224]) для хаусдорфова расстояния имеем оценку
dist(C j ,C j+1) ≤ δj . Поскольку

dist(C j ,C j+s) ≤
j+s−1∑

k=j

dist(C k,C k+1) ≤
j+s−1∑

k=j

δk

= Ndrj+1
s−1∑
k=0

rk ≤ (Nd/(1− r))rj+1

для любых натуральных j и s, компактные множества {C j} образуют после-
довательность Коши в метрическом пространстве Clos X всех непустых огра-
ниченных замкнутых подмножеств пространства X , наделенном хаусдорфовой
метрикой. Из полноты пространства X следует полнота Clos X (см. [6, т. 1,
гл. 3, 33.4, с. 417]) и, следовательно, существование предела γ = Lim C j при
j → ∞, являющегося ограниченным замкнутым множеством в A (в силу за-
мкнутости A). Так как для каждого j > 1 выполняется оценка

dist(C j , {a}) ≤ dist(C j ,C 1) + diam C 1 ≤ Ndr2/(1− r) +Ndr = Ndr/(1− r),

то
diam γ ≤ c|a− b|, (1)

где c = 1 + Nr/(1 − r). Пространство γ как предел возрастающей последо-
вательности конечных множеств является вполне ограниченным (см. [6, т. 1,
гл. 2, 21.8, теорема 1, с. 224]) и в силу теоремы Хаусдорфа (см. [7, гл. 3, 3.6,
теорема 3.25, с. 242]) компактно. Для произвольно заданного ε > 0 и пары
точек x, y ∈ γ найдется номер k такой, что rkd < ε и C k содержит пару точек
xk, yk, для которых |x − xk| < ε, |y − yk| < ε. В цепи C k точки xk, yk можно
соединить цепью xk = z0, z1, . . . , zm = yk, в которой |zj+1 − zj | ≤ rkd < ε. Тогда
x, z0, . . . , zm, y является конечной ε-цепью в γ. Значит, компактное простран-
ство γ является ε-сцепленным в смысле Хаусдорфа [8, 30.2, с. 172] при любом
ε > 0. В силу [8, 30, теорема 7, с. 173] это равносильно связности γ. Таким
образом, произвольно заданная пара точек a, b ∈ A соединяется континуумом
γ ⊂ A с диаметром ≤ c|a − b|, где c определено в (1) и зависит лишь от N и r.
Следовательно, A ∈ c-BT, что и утверждалось.

Напомним, что принадлежность метрического пространства классу k-HTB,
где k : [1/2,∞) → [1,∞), означает, что при любом α ≥ 1/2 любой замкнутый
шар радиуса r можно покрыть не более чем k(α) множествами диаметра ≤ r/α

(см. [1, с. 100]). Пространства Rn и Rn
принадлежат классу k-HTB с k(α) =

2n(α
√
n+ 1)n (см. [1, 2.8, с. 100]).

Теорема 1.3. Континуум A в полном метрическом пространстве класса
k-HTB имеет ограниченное искривление, т. е. A ∈ c-BT, тогда и только тогда,
когда он удовлетворяет условию (N, r)-цепей с некоторыми N и r ∈ (0, 1). При
этом параметры c и (N, r) имеют взаимные оценки.

Доказательство. Если A ∈ c-BT, то A является C-псевдовыпуклым (см.
[1, теорема 2.9, с. 100]) c C(r), зависящим лишь от k и c. Но тогда, как отмечено
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выше, при любом r ∈ (0, 1) множество A удовлетворяет условию (N(r), r)-цепей
c N(r) = C(r). Обратная импликация установлена в теореме 1.2. Теорема
доказана.

Теорема 1.2 дает обращение теоремы 2.9 в [1, с. 100] и приводит к следую-
щему критерию ограниченности искривления континуумов.

Следствие 1.4. Для континуумов в полных метрических пространствах
класса HTB условия псевдовыпуклости и ограниченности искривления эквива-
лентны.

Доказательство. Псевдовыпуклость влечет условие цепей, из которого в
силу теоремы 1.2 вытекает ограниченность искривления. Обратная импликация
доказана в [1, теорема 2.9, с. 100].

§ 2. Ограниченность искривления графика функции

В качестве приложения теоремы 1.2 установим критерий ограниченности
искривления графика непрерывной вещественной функции, определенной на
интервале J ⊂ R1. Для гомеоморфного вложения f : J → Rm выпуклого
множества J ⊂ Rn выполнение условия середин УС(H) означает (см. [2, опре-
деление 0.2, с. 1225]), что |f((x + y)/2) − f(x)| ≤ H|f(x) − f(y)| для любых
x, y ∈ J .

Лемма 2.1. Пусть непрерывная вещественная функция ϕ : J → R1, за-
данная на интервале J ⊂ R1, имеет график Γ ⊂ R2. Гомеоморфное вложение
f(t) = (t, ϕ(t)) : J → Γ удовлетворяет условию середин УС(H) тогда и только
тогда, когда Γ ∈ c-BT, где c и H имеют взаимные оценки.

Доказательство. Пусть f удовлетворяет УС(H), a < b — произвольная
пара точек из J и A = (a, ϕ(a)), B = (b, ϕ(b)).

Случай 1. Пусть ϕ(a) = ϕ(b) = h и c = (a + b)/2. Не ограничивая
общности, можно считать, что ϕ(c) ≥ h. Положим q = |A − B| = |a − b|,
N1 = [2H+1] ≥ 1, δ = (ϕ(c)−h)/N1 и заметим, что прямые Lk = {Im z = h+kδ},
k = 0, . . . , N1, пересекают дуги f([a, c]) и f([c, b]) в некоторых точках Ak и Bk

соответственно, причем можно положить A0 = A,B0 = B и AN1 = BN1 = f(c).
Цепь A = A0, . . . , AN1 , BN1−1, . . . , B0 = B имеет 2N1 звеньев и соединяет в Γ
точки A,B. Из неравенства |ϕ(c)− h| ≤ |f(c)− f(a)| ≤ Hq следует, что

|Ak+1 −Ak|2 ≤ |a− c|2 + δ2 ≤ q2/4 + q2(H/N1)2 ≤ q2/2,

и поэтому |Ak+1 − Ak| ≤ (1/
√

2)|A−B| для всех k = 0, . . . , N1 − 1. Аналогично
|Bk+1 − Bk| ≤ (1/

√
2)|A − B| для всех k = 0, . . . , N1 − 1. Это означает, что

построенная цепь является (2N1, 1/
√

2)-цепью с N1, зависящим лишь от H.
Случай 2. Пусть ϕ(a) 6= ϕ(b) и дуга f((a, b)) не пересекает прямые {Im z =

ϕ(a)}, {Im z = ϕ(b)}. Не нарушая общности, можно считать, что ϕ(a) < ϕ(b).
Положим h = |ϕ(b) − ϕ(a)|. Если h ≥ |a − b|, то возьмем произвольно точку C
в пересечении дуги f((a, b)) с прямой {Im z = (ϕ(a) + ϕ(b))/2}. Так как

|A− C|2 ≤ (h2 + |a− b|2)/4 + 3(h2 + |a− b|2)/8 = (5/8)|A−B|2

и аналогично |B − C|2 ≤ (5/8)|A − B|2, то A,C,B является (2,
√

5/8)-цепью.
Если же h ≤ |a− b|, то положим c = (a+ b)/2 и C = f(c). Поскольку

|A− C|2 = |a− b|2/4 + |ϕ(c)− ϕ(a)|2

≤ (|a− b|2 + |ϕ(c)− ϕ(a)|2)/4 + 3(|a− b|2 + |ϕ(c)− ϕ(a)|2)/8 ≤ (5/8)|A−B|2
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и аналогично |B − C|2 ≤ (5/8)|A − B|2, то A,C,B и в этом случае является
(2,

√
5/8)-цепью.
Общий случай. Положим

d = min{x ∈ [a, b] : ϕ(x) = ϕ(b)}, c = max{x ∈ [a, d] : ϕ(x) = ϕ(a)}

и покажем, что точки A,B можно соединить (N2, r0)-цепью по f([a, b]) с N2 =
4N1+2, r0 =

√
5/8. Если c = d, то ϕ(a) = ϕ(b), и реализуется случай 1. Поэтому

можно считать, что c < d. Для пары точек C = f(c), D = f(d) реализуется
случай 2, дающий нам (2, r0)-цепь C,C ′, D, у которой

max{|C − C ′|, |C ′ −D|} ≤ r0|C −D| ≤ r0|A−B|. (2)

Если c = a, то полагаем A0 = A,A1 = C, k1 = 1. Если же a < c, то для
пары точек A,C реализуется случай 1, который дает нам (k1, r0)-цепь A0 =
A,A1, . . . , Ak1 = C, с k1 ≤ 2N1. При этом для всех j = 1, . . . , k1

|Aj −Aj−1| ≤ r0|C −A| ≤ r0|A−B|. (3)

Если d = b, то полагаем B0 = D,B1 = B, k2 = 1. Если же d < b, то для D,B
реализуется случай 1, который дает нам (k2, r0)-цепь B0 = D,B1, . . . , Bk2 = B с
k2 ≤ 2N1. Для всех j = 1, . . . , k2

|Bj −Bj−1| ≤ r0|B −D| ≤ r0|A−B|. (4)

В силу (2)–(4) цепь A0, . . . , Ak1 , C
′, B0, . . . , Bk2 является (2 + 4N1, r0)-цепью, со-

единяющей точки A,B. Таким образом, континуум Γ = f(J) удовлетворяет
условию (2 + 4N1, r0)-цепей и вследствие теоремы 1.2 принадлежит классу c-
BT, где c зависит лишь от N1, которое зависит лишь от H.

Обратная импликация (Γ ∈ c-BT) ⇒ УС(H) вытекает из оценки

|f((x+ y)/2)− f(x)| ≤ diam f([x, y]) ≤ c|f(x)− f(y)|,

справедливой при любых x, y ∈ J . Лемма доказана.
Отметим, что условия леммы 2.1 не гарантируют квазисимметричности f ;

в качестве контрпримера достаточно взять функцию ϕ(x) = tg(x) на интер-
вале J = (−π/2, π/2). Соответствующее отображение f(x) = (x, tg(x)) пе-
реводит ограниченное множество в неограниченное, что исключено при ква-
зисимметрических вложениях (см. [1, следствие 2.6, с. 100]), однако f удо-
влетворяет УС(1) вследствие монотонности функции ϕ. В общем случае для
квазисимметричности f необходимо выполнение условия Келингоса УК(H ′):
|f(x)− f(z)| ≤ H ′|f(y)− f(z)| для всех x, y, z ∈ J таких, что |x− z| = |y− z| (см.
[2, (1), с. 1225]).

Утверждение 2.2. Пусть непрерывная вещественная функция ϕ(x) за-
дана на интервале J ⊂ R1. Для η-квазисимметричности вложения f(x) =
(x, ϕ(x)) : J → R2 необходимо и достаточно, чтобы f удовлетворяло УС(H)
и УК(H ′). При этом функция искажения η и пара констант H,H ′ имеют вза-
имные оценки.

Доказательство. Непосредственно из определения квазисимметрично-
сти (см. [1, с. 97]) следует, что если f является η-квазисимметрическим, то
оно удовлетворяет УК(η(1)) и УС(η(1/2)). Обратно, из УС(H) получаем в силу
леммы 2.1 ограниченность искривления жордановой дуги f(J). Следовательно,
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существует ω-квазисимметрический гомеоморфизм ψ : f(J) → R1 (см. [1, след-
ствие 4.11, с. 113]) с функцией искажения ω, зависящей лишь от H. Из УК(H ′)
для f вытекает, что g = ψ ◦ f : J → R1 удовлетворяет УК(ω(H ′)) и является
ω1-квазисимметрическим отображением (см. [2, с. 1226]) с функцией искаже-
ния ω1, зависящей в итоге лишь от H,H ′. Требуемая квазисимметричность
вложения f следует из представления f = ψ−1 ◦ g и ω2-квазисимметричности
вложения ψ−1 с функцией искажения ω2(t) = 1/ω−1(1/t) (см. [1, теорема 2.2,
с. 99]). Утверждение доказано.

В [2, теорема 2.3, с. 1228] доказана квазисимметричность гомеоморфного
вложения f : J → Rn, удовлетворяющего условию середин с константой H < 1.
В частном случае, рассмотренном в утверждении 2.2, ограничения на константу
H не потребовалось. Вопрос о существенности ограничения H < 1 в общем слу-
чае (но при выполнении условия Келингоса) в [2, теорема 2.3, с. 1228] остается
открытым.

Теорема 2.3. Пусть непрерывная вещественная функция ϕ(x), заданная
на выпуклом множестве J ⊂ Rn, имеет график Γ ⊂ Rn+1. Если гомеоморфное
вложение f(x) = (x, ϕ(x)) : J → Γ удовлетворяет условию середин УС(H), то Γ
имеет ограниченное искривление, т. е. Γ ∈ c-BT, где константа c зависит лишь
от H.

Доказательство. Для произвольной пары точек A,B ∈ Γ построим пря-
мую L, проходящую через a = f−1(A) ∈ J и b = f−1(B) ∈ J . В силу выпуклости
J пересечение J ′ = J ∩ L является интервалом. Так как ограничение f |J ′ удо-
влетворяет УС(H), то по лемме 2.1 континуум f(J ′) принадлежит классу c-BT,
где c зависит лишь от H. Поэтому существует континуум γ ⊂ f(J ′) ⊂ Γ, соеди-
няющий точки A и B и имеющий диаметр ≤ c|A − B|. В силу произвольности
выбора A,B ∈ Γ это и означает, что Γ ∈ c-BT. Теорема доказана.

Заметим, что в отличие от одномерного случая, рассмотренного в лемме 2.1,
условие УС(H) для f не следует из ограниченности искривления графика функ-
ции ϕ. В качестве примера можно взять функцию ϕ(x1, x2) = 4

√
x2

1 + x2
2 на плос-

кости R2. В общем случае условие квазисимметричности вложения f сильнее,
чем одновременное выполнение УС и УК для f , что, в свою очередь, сильнее,
чем ограниченность искривления графика функции ϕ.

Утверждение 2.4. Пусть F = (F1, . . . , Fn) : D → D′ — η-квазисимметри-
ческий гомеоморфизм области D ⊂ Rn на выпуклую область D′ ⊂ Rn. Тогда
графики ΓFj ⊂ Rn+1 координатных функций Fj : D → R1, j = 1, . . . , n, имеют
ограниченное искривление, ΓFj ∈ c-BT, где c = 2/η−1(1).

Доказательство. Пусть A = (a, Fj(a)), B = (b, Fj(b)) — две точки на
графике ΓFj , a, b ∈ D, Fj(a) ≤ Fj(b). Так как обратное отображение F−1

является η′-квазисимметрическим с функцией искажения η′(t) = 1/η−1(1/t) (см.
[1, теорема 2.2, с. 99]), континуум γ0 = F−1(L) ⊂ D, где L — отрезок с концами
в точках F (a) и F (b), является дугой с ограниченным искривлением, γ0 ∈ c-BT,
где c = 2η′(1) (см. [1, теорема 2.10, с. 101]). Следовательно, diam γ0 ≤ c|a − b|
и при этом Fj(x) ∈ [Fj(a), Fj(b)] для всех x ∈ γ0. Поэтому для континуума
γ = {(x, Fj(x)) : x ∈ γ0} ⊂ ΓFj , соединяющего точки A и B, получаем оценку

(diam γ)2 ≤ (c2|a− b|2 + |Fj(a)− Fj(b)|2) ≤ c2|A−B|2.

Это и означает, что ΓFj принадлежит классу c-BT. Утверждение доказано.
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Таким образом, ограниченность искривления графика можно рассматри-
вать как некоторое геометрическое условие регулярности вещественной функ-
ции, необходимое (наряду с другими условиями) для «достройки» этой функции
до квазиконформного отображения (проблема, поставленная В. А. Зоричем в
[9, с. 47]). Однако более сильное требование квазисимметричности первой про-
екции графика в рамках этой проблемы излишне жестко.

Утверждение 2.5. Пусть непрерывная вещественная функция f задана
в области D ⊂ Rn (n > 1) и имеет график Γ ⊂ Rn+1. Отображение F : D → Γ,
F (x) = (x, f(x)), является локально η-квазисимметрическим тогда и только
тогда, когда функция f локально L-липшицева. При этом L ≤ 4η(1)η(1/2) и
отображение F локально (L2 + 1)1/2-билипшицево.

Доказательство. Необходимость. Пусть x0 ∈ D и вложение F явля-
ется η-квазисимметрическим в шаре B = B(x0, r0) ⊂ D. Для δ < r0 положим

M = max{|f(x)− f(x0)| : x ∈ S} = |f(x1)− f(x0)|,

где x1 ∈ S = {x : |x−x0| = δ}, и K = M/δ. Для точки x2 = 2x0−x1 рассмотрим
какую-нибудь окружность S′ ⊂ S, проходящую через точки x1, x2. В силу η-
квазисимметричности вложения F имеем оценку

Kδ ≤ |F (x1)− F (x0)| ≤ η(1/2)|F (x1)− F (x2)|.

Точки x1, x2 разбивают окружность S′ на две дуги γ1 и γ2. Найдутся точки
x3 ∈ γ1 и x4 ∈ γ2 такие, что f(x3) = f(x4) = (f(x1) + f(x2))/2. Так как
S′ ∈ 1-BT, то F (S′) имеет ограниченное искривление, F (S′) ∈ 2η(1)-BT (см. [1,
теорема 2.11, c. 101]). Следовательно,

Kδ/η(1/2) ≤ |F (x1)− F (x2)| ≤ 2η(1)|F (x3)− F (x4)| = 2η(1)|x3 − x4| ≤ 4η(1)δ.

Таким образом, K ≤ 4η(1)η(1/2) и, значит, для всех x ∈ B выполняется нера-
венство |f(x) − f(x0)| ≤ L|x − x0| с константой L = 4η(1)η(1/2), что и дает
локальную L-липшицевость функции f .

Достаточность. В любом шаре B ⊂ D, где f L-липшицева, выполняются
оценки

|F (x0)− F (x1)|2 = |f(x0)− f(x1)|2 + |x0 − x1|2 ≤ (L2 + 1)|x0 − x1|2

и |F (x0) − F (x2)| ≥ |x0 − x2|, из которых следует, что вложение F : B → Γ
является (L2 + 1)1/2-билипшицевым. Утверждение доказано.

§ 3. Ограниченность искривления
и инфинитезимальная связность

Пусть F — компактное множество в Rn. Микроскопом на F назовем лю-
бую последовательность растяжений {µk(x) = ak + rk(x − ak)} c центрами
ak ∈ F ⊂ Rn и коэффициентами rk →∞ при k →∞. Микроскоп {µk} называ-
ем сходящимся в точке a ∈ F , если ak → a при k → ∞ и последовательность
компактных множеств Fk = µk(F ) сходится в пространстве Comp Rn

. Предел
dF =Lim Fk называем инфинитезимальным элементом множества F в точке
a. (Отметим, что любой инфинитезимальный элемент невырожденного кон-
тинуума является невырожденным континуумом в Rn

, содержащим точку ∞.)
Тем самым каждой точке a множества F сопоставляется семейство DF (a) его
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инфинитезимальных элементов в этой точке, которое непусто, так как в силу
компактности пространства Comp Rn

в любом микроскопе µk на F с ak → a
можно выделить подпоследовательность µkj

, являющуюся сходящимся микро-
скопом.

В частности, невыпрямляемые (incorrigible) дуги, рассмотренные Терсто-
ном в [10, определение 4.2, с. 194], можно определить как дуги, у которых се-
мейство инфинитезимальных элементов не содержит окружностей в Rn

.

Утверждение 3.1. Пусть F ⊂ Rn
— компактное множество и p ∈ F ∩ Rn

не является его изолированной точкой. Тогда для любой замкнутой окрестности
U точки p выполняется равенство DF (p) = DF ′(p), где F ′ = F ∩ U .

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай, когда G = F\U 6= ∅.
Для любого микроскопа {µk(x) = pk + rk(x− pk)} на F с pk → p найдется ε > 0
такое, что для всех достаточно больших k выполняются оценки d(pk, G) ≥ ε и
|p− pk| < 1. Если x ∈ G, то

|µk(x)− p| = |rk(x− pk) + pk − p| ≥ rkε− 1 → +∞, k →∞.

Следовательно, Limµk(G) = {∞} при k →∞. В случае сходящегося микроско-
па ∞ ∈ Limµk(F ∩U), используя свойства топологического предела [6, т. 1, § 29,
(3), с. 347], получаем равенство

Limµk(F ) = Limµk(F ∩ U) ∪ Limµk(G) = Limµk(F ′).

Утверждение доказано.
Определение 3.2. Континуум F ⊂ Rn называется инфинитезимально

связным в точке a ∈ F , если для любого его инфинитезимального элемента
dF ∈ DF (a) множество dF \ {∞} связно.

Теорема 3.3. Континуум F ⊂ Rn имеет ограниченное искривление тогда
и только тогда, когда он инфинитезимально связен во всех своих точках.

Доказательство. Необходимость. Пусть F ∈ c-BT. Допустим, что
для точки a ∈ F имеется микроскоп {µk(x) = ak + rk(x − ak)} такой, что
dF = Limµk(F ) и dF \ {∞} имеет по меньшей мере две различные компоненты
связности. Возьмем точки p0 и p1, лежащие в разных компонентах связности
множества dF ∩ Rn. В силу сходимости Fk = µk(F ) → dF для каждого k най-
дутся точки p0k, p1k ∈ Fk такие, что p0k → p0 и p1k → p1 при k → ∞. Так как
F ∈ c-BT, для каждого k существует континуум γk ⊂ F , соединяющий точки
µ−1

k (p0k) и µ−1
k (p1k), для которого

diam γk ≤ c
∣∣µ−1

k (p0k)− µ−1
k (p1k)

∣∣ = cr−1
k |p0k − p1k|.

Переходя при необходимости к подпоследовательности в µk, можем считать,
что имеет место сходимость µk(γk) → γ при k → ∞. Предельный континуум
γ ⊂ dF соединяет точки p0 и p1, и при этом

diam γ ≤ lim sup
k→∞

{rk diam γk} ≤ c|p0 − p1|.

Следовательно, γ лежит в шаре {x : |x− a| ≤ |p0 − a|+ c|p0 − p1|}, что противо-
речит выбору точек p0, p1.

Достаточность. Если F не принадлежит классу BT, то по теореме 1.3
найдется последовательность пар точек pk, qk ∈ F , которые нельзя соединить
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(k, 1/2)-цепью в F . Перейдя при необходимости к подпоследовательности, мож-
но считать, что pk → p ∈ F и qk → q ∈ F . Допустив, что |p−q| = δ > 0, построим
покрытие B множества F открытыми шарами радиуса δ/8 с центрами на F .
В силу связности множества F найдется цепь {B1, . . . , BN} ⊂ B шаров с цен-
трами a1, . . . , aN ∈ F такая, что p ∈ B1, q ∈ BN и Bi ∩ Bj 6= ∅ в том и только
в том случае, когда |i − j| ≤ 1 (см. [11, гл. 6, задача 6.3.1, с. 546]). Тогда для
любого достаточно большого номера k цепь pk, p, a1, . . . , aN , q, qk соединяет точ-
ки pk и qk, и при этом |pk − qk| ≥ |p − q|/2. Следовательно, эта цепь является
(N +3, 1/2)-цепью. Так как N не зависит от k, это противоречит выбору после-
довательности pk, qk. Тем самым доказано, что q = p и |pk−qk| → 0 при k →∞.
Построим микроскоп {µk(x) = pk + |qk − pk|−1(x− pk)}. Перейдя при необходи-
мости к подпоследовательности, можно считать, что µk(F ) = Fk → F0 ⊂ Rn

и,
значит, F0 ∈ dF (p). Ввиду инфинитезимальной связности F множество F0\{∞}
связно. Перейдя при необходимости к подпоследовательности, можно считать,
что имеет место сходимость µk(qk) → Q ∈ F0. При этом

|Q− p| = lim
k→∞

|µk(qk)− pk| = lim
k→∞

|qk − pk|−1|qk − pk| = 1.

Воспользовавшись связностью множества F0\{∞}, построим на нем какую-ни-
будь (N ′, 1/4)-цепь Q = c0, c1, . . . , cN ′ = p (повторив те же рассуждения, что
и выше, для точек p,Q). В силу сходимости Fk → F0 для всех достаточно
больших k найдутся точки {µk(qk) = ck0, . . . , ckN ′ = pk} ∈ Fk такие, что |cj −
ckj | ≤ 1/8. Тогда цепь ck0, . . . , ckN ′ соединяет точки µk(qk), pk в Fk и является
(N ′, 1/2)-цепью. Следовательно, для любого достаточно большого k мы имеем
(N ′, 1/2)-цепь µ−1

k (ck0), . . . , µ−1
k (ckN ′) в F , соединяющую точки qk и pk. Так как

N ′ не зависит от k, это противоречит выбору последовательности точек pk, qk.
Полученное противоречие означает, что F имеет ограниченное искривление.
Теорема доказана.

§ 4. Случай жордановых кривых
с ограниченным искривлением

Теорема 4.1. Пусть F ⊂ Rn — жорданова дуга класса c-BT с концами в
точках a, b. Тогда для любого сходящегося микроскопа {µj(x) = xj +rj(x−xj)}
такого, что

rj min{|xj − a|, |xj − b|} → +∞, (5)

инфинитезимальный элемент dF = Limµj(F ) является жордановой кривой в
Rn

.
Доказательство. Пусть xj → p ∈ F . Условие теоремы позволяет для

каждого достаточно большого номера j построить точки aj , bj ∈ F , находящие-
ся в разных компонентах связности множества F\{xj}, такие, что |aj−xj | = |bj−
xj | = 1/rj . В силу [1, теорема 4.9, с. 113] для каждого номера j существует η-
квазисимметрический гомеоморфизм fj : Jj → F отрезка [Aj , Bj ] = Jj ⊂ R1 та-
кой, что −1, 0, 1 ∈ Jj и f(Aj) = a, f(Bj) = b, fj(−1) = aj , fj(0) = xj , fj(1) = bj .
Используя квазисимметричность, получаем оценку η(|Aj |) ≥ |a−xj |/|aj−xj | →
+∞, из которой следует, что Aj → −∞ при j →∞. Аналогично Bj → +∞ при
j → ∞. Следовательно, Jj → R1

. Так как любое квазисимметрическое вложе-
ние является квазимёбиусовым (см. [12, теорема 3.4, с. 222] или [13, теорема 2.6,
с. 33]), все fj представляют собой ω-квазимёбиусовы вложения с функцией иска-
жения ω, зависящей лишь от η. Абсолютное двойное отношение не меняется при
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переходе от евклидовой метрики к хордовой, поэтому ϕj = µj◦fj : Jj → µj(F ) —
последовательность ω-квазимёбиусовых вложений подмножеств Jj ⊂ R1

в Rn
.

При этом |ϕj(0) − ϕj(1)| = 1, ϕj(0) → p и ϕj(Bj) → ∞. Следовательно,
{ϕj} является нормируемым семейством ω-квазимёбиусовых вложений (см. [14,
с. 26] или [15, 2.1.3, с. 34]). В силу принципа компактности нормируемых се-
мейств квазимёбиусовых вложений [14, теорема 6.4, с. 26] в последовательно-
сти {ϕj} можно выделить подпоследовательность, графически сходящуюся к
ω-квазимёбиусову вложению ϕ : R1 → Limϕj(Jj) = Limµj(F ) = dF . Следова-
тельно, dF — квазимёбиусовый образ окружности R1

и, в частности, жорданова
кривая в Rn

. Теорема доказана.

Следствие 4.2. Пусть жорданова дуга F ⊂ Rn с концами a, b имеет огра-
ниченное искривление. Тогда любой инфинитезимальный элемент в точке p ∈
F , отличной от a, b, является жордановой кривой в Rn

.
Доказательство. Так как для любого сходящегося микроскопа {µj(x) =

xj +rj(x−xj)} c xj → p свойство (5) выполняется при всех достаточно больших
j, применима теорема 4.1, которая и дает требуемый результат.

Следствие 4.3. Если жорданова кривая F имеет ограниченное искривле-
ние, то любой ее инфинитезимальный элемент является жордановой кривой в
Rn

.
Доказательство. Для любой точки p ∈ F можно построить ее замкну-

тую окрестность U так, что γ = U ∩F — жорданова дуга с концами a, b. В силу
утверждения 3.1 множество инфинитезимальных элементов DF (p) совпадает с
Dγ(p) и согласно следствию 4.2 состоит лишь из жордановых кривых в Rn

.

Определение 4.4. Континуум F ⊂ Rn назовем инфинитезимально жор-
дановым, если любой его инфинитезимальный элемент — жорданова кривая в
Rn

.

Теорема 4.5. Континуум F ⊂ Rn инфинитезимально жорданов в том и
только в том случае, когда он является жордановой дугой (или жордановой
кривой) с ограниченным искривлением.

Доказательство. Достаточность установлена в следствии 4.3. Докажем
необходимость. Инфинитезимальная жордановость континуума F влечет его
инфинитезимальную связность и вследствие теоремы 3.3 F имеет ограниченное
искривление, F ∈ c0-BT. Дальнейшее доказательство разобьем на ряд этапов.

(a) Покажем, что если γ ⊂ F — жорданова дуга с ограниченным искривле-
нием, то для любой точки q ∈ γ, отличной от концов, существует окрестность
U такая, что U ∩ F = U ∩ γ. Допустим противное. Тогда найдется последо-
вательность qj ∈ F\γ, сходящаяся к точке q. Для каждого номера j построим
точку pj ∈ γ так, что rj = |qj − pj | = d(qj , γ). Так как pj → p и rj → 0
при j → ∞, последовательность {µj(x) = pj + r−1

j (x − pj)} является микро-
скопом на F и на γ. Перейдя при необходимости к подпоследовательности,
можно считать этот микроскоп сходящимся как на F , так и на γ. Тогда в силу
следствия 4.2 соответствующий инфинитезимальный элемент dγ есть жордано-
ва кривая в Rn

и ввиду условия теоремы dγ = dF . Последовательность µj(Bj),
где Bj = {x : |x − qj | ≤ rj}, является последовательностью замкнутых шаров
радиуса 1, внутренность которых не пересекается с µj(γ), но µj(qj) ∈ µj(F ).
Перейдя, если нужно, еще раз к подпоследовательности, можно считать, что
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µj(Bj) сходится при j → ∞ к замкнутому шару B, внутренность которого не
пересекается с dγ, но его центр q = lim

j→∞
µj(qj) лежит в dF . Это противоречит

равенству dF = dγ, что и доказывает утверждение (a).
(b) Если F содержит замкнутую жорданову кривую γ класса BT, то F = γ.

Действительно, в силу (a) множество F\γ замкнуто и ввиду связности F должно
быть пустым. Поэтому в дальнейшем рассуждении можно считать, что F не
содержит замкнутых жордановых кривых с ограниченным искривлением.

(c) Покажем, что для любых двух жордановых дуг γ1, γ2 ⊂ F класса c-BT
таких, что γ1 ∩ γ2 = {p}, множество γ = γ1 ∪ γ2 является жордановой дугой с
ограниченным искривлением. Допустим, что это не так. Тогда найдется после-
довательность xj , yj ∈ γ пар точек такая, что для поддуги τj ⊂ γ с концами в
точках xj , yj выполняется оценка diam τj > j|xj − yj |. Перейдя при необходи-
мости к подпоследовательности, можно считать, что xj → x0 и yj → y0. Так
как j|xj − yj | ограничено, то x0 = y0 = p. В силу ограниченности искривления
дуг γ1 и γ2 точки xj , yj разделяются точкой p для бесконечного числа индексов
j. Поэтому без нарушения общности можно считать, что xj ∈ γ1 и yj ∈ γ2 для
всех j. Поскольку j|xj − yj | < diam τj ≤ c(|xj − p|+ |yj − p|), одно из неравенств
|xj − p| ≥ (j/2c)|xj − yj | или |yj − p| ≥ (j/2c)|xj − yj | реализуется для бесконеч-
ного числа индексов j. Перейдя при необходимости к подпоследовательности,
можем считать, что

|xj − p| ≥ (j/2c)|xj − yj | (6)

при всех j. Найдутся точки zj ∈ γ2 такие, что |xj − zj | = d(xj , γ2) = δj . По-
строим микроскоп

{
µj(x) = zj + δ−1

j (x − zj)
}

на F , который можно считать
сходящимся, выделив при необходимости подпоследовательность. По условию
теоремы множество dF = Limµj(F ) есть жорданова кривая в Rn

. Перейдя при
необходимости к подпоследовательности, можно также считать, что имеет ме-
сто сходимость µj(γ2) → L ⊂ dF и µj(xj) → a ∈ dF . Так так γ2 лежит вне шара
Bj(xj , δj) при всех j, то L лежит вне шара B(a, 1) и, следовательно,

a ∈ dF\L. (7)

Однако в силу оценки (6) микроскоп {µj} на γ2 удовлетворяет условию (5)
теоремы 4.1, в силу которой континуум L является жордановой кривой в Rn

.
Следовательно, L = dF , что противоречит соотношению (7). Полученное про-
тиворечие и доказывает утверждение (c).

(d) Покажем, что для любых двух точек a, b ∈ F существует единственная
жорданова дуга γab ⊂ F с концами в этих точках, имеющая ограниченное ис-
кривление. При этом γab ∈ c′-BT, где c′ зависит лишь от c0. Допустим, что
γ1, γ2 ⊂ F — различные жордановы дуги класса BT с концами в a, b. Пусть
G = {x ∈ γ0 = γ1\{a, b} : x ∈ γ2}. В силу (a), множество G открыто в γ0.
Так как G = γ0 ∩ γ2, то G замкнуто в γ0. В силу связности γ0 это означает,
что либо G = ∅, либо G = γ0. В первом случае жордановы дуги γ1 и γ2 пе-
ресекаются лишь в точках a, b и, следовательно, ввиду (c) γ1 ∪ γ2 — замкнутая
жорданова кривая класса BT. Наличие таких кривых мы исключили из рас-
смотрения в п. (b). Поэтому G = ∅ и, значит, γ1 = γ2. Тем самым установлена
единственность жордановой дуги класса BT с концами в a, b. По теореме Ту-
киа [3, теорема 1А, с. 559] любую пару точек в F можно соединить жордановой
дугой класса c′-BT, где c′ зависит лишь от c. Это завершает доказательство
утверждения (d).



Континуумы с ограниченным искривлением 995

(e) Покажем, что объединение любых двух жордановых дуг γ = γ1∪γ2 ⊂ F
класса BT есть жорданова дуга класса c′-BT, где c′ определено в п. (d). Пусть
a1, b1 — концы γ1. Упорядочим множество точек на кривой γ1 в направлении
от a1 к b1 и положим G = γ1 ∩ γ2 6= ∅. Для любой пары точек в G поддуга
на γ1 с концами в этих точках содержится в G вследствие п. (d). Поэтому G
является поддугой в γ1 с некоторыми концами p, q, a1 ≤ p < q ≤ b1. Пусть
a2, b2 — концы дуги γ2, точки которой упорядочены так, что a2 ≤ p < q ≤ b2.
В силу утверждения (c) точка p не может быть внутренней одновременно для
обеих дуг γ1 и γ2. Поэтому либо p = a1, либо p = a2. Аналогично для точки q
справедливо либо q = b1, либо q = b2. Если p = a1 и q = b1, то γ1 = G ⊂ γ2,
γ = γ2 ∈ BT. Если p = a1 и q = b2, то γ = γa2p ∪ G ∪ γqb1 является в силу (c)
жордановой дугой класса BT. Если p = a2 и q = b1, то γ = γa1p ∪G ∪ γqb2 есть
жорданова дуга с ограниченным искривлением согласно (c). И, наконец, если
p = a2 и q = b2, то γ2 = G и γ = γ1 ∈ BT. Таким образом, во всех возможных
случаях γ является жордановой дугой класса BT. В силу (d) γ ∈ c′-BT, что и
утверждалось.

(f) Любое конечное подмножество P = {p1, . . . , pN} ⊂ F содержится в неко-
торой жордановой дуге γ ⊂ F класса c′-BT. Воспользовавшись утверждением
(d), построим дуги γj класса c′-BT с концами pj , pj+1, j = 1, . . . , N−1, и возьмем
их объединение, которое будет жордановой дугой класса c′-BT в силу п. (e).

(g) Возьмем какую-нибудь последовательность конечных множеств F1 ⊂
F2 ⊂ . . . такую, что

∞⋃
j=1

Fj плотно в F . Воспользовавшись (f) и (e), по-

строим последовательность γj жордановых дуг класса c′-BT такую, что Fj ⊂
γj и γj ⊂ γj+1 для всех j = 1, 2, . . . . Тогда F = Lim γj . В силу [1, след-
ствие 4.11, с. 113] каждая дуга γj является образом отрезка [0, 1] ⊂ R1 при
η-квазисимметрическом вложении ϕj , где функция искажения η зависит лишь
от c′. Так как diamF < +∞, семейство {ϕj} вложений равностепенно непре-
рывно (см. [1, теорема 3.5, с. 105]) и, перейдя при необходимости к подпосле-
довательности, мы можем считать, что имеет место равномерная сходимость
ϕj → ϕ : [0, 1] → F к отображению, являющемуся η-квазисимметрическим вло-
жением (см. [1, теорема 3.7, с. 106]). Следовательно [1, теорема 2.11, с. 101],
F есть жорданова дуга с ограниченным искривлением, что и завершает дока-
зательство теоремы.

Примечание. Теорема 4.5 дает полное решение задачи, поставленной пер-
вым автором в 1988 г. в более слабой форме: доказать, что если любой инфини-
тезимальный элемент жордановой кривой γ ⊂ Rn является окружностью в Rn

,
то γ имеет ограниченное искривление. Эта задача обсуждалась с О. Мартио в
1995 г. в Хельсинки, который сделал ряд весьма ценных замечаний относитель-
но возможных применений этой теоремы.
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