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ПРИМЕНЕНИЕ ЛОГАРИФМИЧЕСКОГО

ДИФФЕРЕНЦИАЛА К ЗАДАЧЕ ГОЛОМОРФНОГО

ПРОДОЛЖЕНИЯ CR–ГИПЕРФУНКЦИЙ

И. А. Антипова

Аннотация: Установлена когомологическая связь между формой Бохнера — Мар-
тинелли и логарифмическим дифференциалом, которая используется для дока-
зательства критерия голоморфного продолжения в фиксированную область CR-
гиперфункций, заданных на произвольной вещественно аналитической гиперпо-
верхности. Библиогр. 19.

1. Введение

Наряду с хорошо изученными вопросами голоморфного продолжения в об-
ласть функций, заданных на полной границе (см., например, обзор [1]), в по-
следние годы широко изучалась задача одностороннего голоморфного продол-
жения CR-функций с гиперповерхности. В работе Л. А. Айзенберга, А. М. Кы-
тманова [2] дан критерий одностороннего голоморфного продолжения в задан-
ную область CR-распределений, определенных на произвольной гладкой гипер-
поверхности Γ. А именно, показано, что необходимым и достаточным условием
голоморфного продолжения CR-распределений в одностороннюю окрестность
гиперповерхности является условие гармонического продолжения сквозь Γ со-
ответствующего преобразования Бохнера — Мартинелли. А. М. Кытманов и
С. Г. Мысливец доказали критерий голоморфного продолжения CR-функций
класса C k(Γ) в терминах преобразования, связанного с логарифмическим диф-
ференциалом (см. [3]). Прототипом этих результатов для функций одного пере-
менного явилось обобщение теоремы Фока — Куни, изложенное также в работе
[2].

В данной работе продолжено изучение условий голоморфного продолже-
ния CR-гиперфункций, заданных на произвольной вещественно аналитической
гиперповерхности, начатое в совместных работах автора с А. М. Кытмановым
(см., например, [4]).

Пусть Γ — гладкая вещественно аналитическая гиперповерхность в области
голоморфности Ω ⊂ Cn (n > 1) вида

Γ = {z ∈ Ω : %(z) = 0}, (1)

где % — вещественно аналитическая функция в Ω и d% 6= 0 на Γ. Предполагается,
что Γ связна и делит Ω на два открытых множества Ω± = {z ∈ Ω : %(z) ≷ 0},
ориентация Γ согласована с Ω+.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 99–01–00790).
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Обозначим через EΩ разность по Минковскому
Ω− Ω = {ζ − z : ζ, z ∈ Ω}.

Пусть U — область голоморфности, EΩ ⊂ U . Рассмотрим голоморфное отобра-
жение

f(w) = (f1(w), . . . , fn(w)) : U → Cn,

имеющее в U единственный нуль w = 0 кратности µ. ∂̄-Замкнутую дифферен-
циальную форму

ω(f(ζ − z)) =
(n− 1)!
(2πi)n

n∑
k=1

(−1)k−1 f̄k(ζ − z)
|f(ζ − z)|2n

df̄(ζ − z)[k] ∧ df(ζ − z) (2)

с вещественно аналитическими коэффициентами при ζ 6= z будем называть ло-
гарифмическим дифференциалом, соответствующим отображению f (z считаем
фиксированным).

Для гиперфункции Ψ с компактным носителем на Γ определим преобразо-
вание, связанное с логарифмическим дифференциалом:

F (Ψ)(z) =
〈

Ψζ ,
ω(f(ζ − z))|Γ

dσ(ζ)

〉
, (3)

dσ(ζ) — элемент поверхности Γ. Заметим, что F (Ψ)(z) — вещественно анали-
тическая функция вне носителя Ψ.

Построим исчерпание области Ω монотонным семейством ограниченных об-
ластей голоморфности Ωj : Ωj b Ωj+1 ⊂ Ω. Соответственно определяется исчер-
пание гиперповерхности Γ с помощью Sj = Γ∩Ωj , Sj ⊂ Sj+1. Для произвольной
гиперфункции Ψ на Γ проведем локализацию, т. е. сопоставим ей последова-
тельность гиперфункций {Ψj} со свойствами: suppΨj ⊂ Sj+1, Ψj+1−Ψj = 0 на
Sj ∪ (Γ \ Sj+1), в результате чего

Ψ =
∞∑

j=0

(Ψj+1 −Ψj), Ψ0 = 0.

Теорема 1. Если Ψ — CR-гиперфункция на Γ, то для голоморфного про-
должения Ψ в Ω+ необходимо и достаточно, чтобы F (Ψj)(z) продолжалась
вещественно аналитически из связной компоненты Ω− ∩ Ωj в Ωj для всех j.

Доказательство критерия существенно опирается на свойства формы Бох-
нера — Мартинелли и преобразования, связанного с этой формой. Теорема 2 из
п. 3 утверждает, что µ-кратная форма Коши — Фантаппье и логарифмический
дифференциал ∂̄-когомологичны в классе форм с вещественно аналитическими
коэффициентами. Из этой теоремы получаем следствие 2 о ∂̄-когомологичности
формы Бохнера — Мартинелли и логарифмического дифференциала, умножен-
ного на 1

µ .
Из теоремы 1 вытекает следствие, для формулировки которого введем неко-

торые дополнительные предположения. Пусть точка 0 принадлежит Ω−. Рас-
смотрим для F−(Ψj)(z) = F (Ψj)(z)|Ω− разложение в ряд Тейлора в окрестно-
сти точки 0. Выделим из него голоморфные слагаемые и обозначим их сумму че-
рез Fh(Ψj)(z) и аналогично сумму неголоморфных слагаемых через F g(Ψj)(z).
Тогда

F−(Ψj)(z) = Fh(Ψj)(z) + F g(Ψj)(z)
в окрестности точки 0.

Предположим, что область Ω такова, что ее сечения комплексными прямы-
ми, проходящими через 0, связны и односвязны. Области Ωj выбираются таким
образом, чтобы они обладали тем же свойством.
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Следствие 1. CR-гиперфункция Ψ голоморфно продолжается в Ω+ тогда
и только тогда, когда Fh(Ψj)(z) голоморфно продолжается из окрестности нуля
на множество Ωj для всех j.

В п. 5 данной работы теорема 1 применена к исследованию условий локаль-
ного голоморфного продолжения CR-гиперфункций. А именно, в теореме 4
доказан признак для гиперповерхности Γ, согласно которому для продолже-
ния любой CR-гиперфункции Ψ в одностороннюю окрестность V −

p ⊂ Ω− точки
p ∈ Γ достаточно, чтобы в этой точке существовал росток голоморфной кривой,
расположенный в Ω+. Прототипом этого результата служит известная теорема
Г. Леви (см. [5]). Различные ее аналоги и обобщения можно найти в работах
[1, 6, 7].

Утверждение теоремы 4 уместно сравнить с результатами теоремы Трепро
[7] , в которой доказано, что достаточным условием голоморфного продолжения
CR-функций в одностороннюю окрестность точки p ∈ Γ является несущество-
вание ростка комплексной гиперповерхности H такого, что p ∈ H ⊂ Γ. В C2

условие теоремы 4 более жесткое, нежели условие упомянутой выше теоремы
Трепро. А именно, Кон и Ниренберг построили пример гиперповерхности, про-
ходящей через точку z = 0, «протыкаемой» любым ростком комплексной кри-
вой в этой точке (см. [8]). Таким образом, для такой гиперповерхности нельзя
построить ни вложенную, ни касающуюся комплексные кривые.

2. Предварительные сведения о гиперфункциях

Определим CR-гиперфункции на гиперповерхности. Пусть A ′(K) — про-
странство аналитических функционалов, сосредоточенных на компакте K (с
опорой на K) [9]. Если K ⊂ Rn, то любой элемент Ψ ∈ A ′(K) имеет минималь-
ную опору, называемую носителем Ψ и обозначаемую через suppΨ. Согласно
Мартино гиперфункции в Rn определяются таким образом, чтобы локально они
были эквивалентны аналитическим функционалам в Cn c компактными носи-
телями в Rn. Отождествим Rn с подпространством из Cn вида

{z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn : Im zj = 0, j = 1, . . . , n}.

Если X ⊂ Rn открыто и ограничено, то пространство гиперфункций B(X)
в X определяется как

B(X) = A ′(X)/A ′(∂X).

Гиперфункции в B(X) с компактными носителями могут быть отождествлены
с функционалами из

A ′(Rn) =
⋃

KbRn

A ′(K),

имеющими носители в X.
Пучок гиперфункций B(Γ) на вещественно аналитической гиперповерхно-

сти Γ определяется следующим образом. Выберем атлас аналитических диф-
феоморфизмов κj : Sj → Xj координатных окрестностей Sj b Γ на открытые
ограниченные множества Xj ⊂ R2n−1. Гиперфункцию Ψ ∈ B(Γ) можно опре-
делить как набор гиперфункций Ψj ∈ B(Xj), причем

Ψk =
(
κj ◦ κ−1

k

)∗Ψj

в κk(Sj∩Sk) (см. [9, гл. 9]). Будем обозначать пространство B(Xj) через B(Sj).
По аналогии с пучком B гиперфункций в Rn набор {B(Sj)}Sj порождает пучок
гиперфункций B(Γ) на многообразии Γ. Этот пучок также является вялым.
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Определим условия Коши — Римана. Рассмотрим набор векторных полей
{Lαβ}, 1 ≤ α, β ≤ n, определенных вблизи Γ следующим образом:

Lαβ =
(2i)n

2|∂ρ|

(
∂ρ

∂z̄α

∂

∂z̄β
− ∂ρ

∂z̄β

∂

∂z̄α

)
, 1 ≤ α, β ≤ n. (4)

Под действием Lαβ на функционал Ψ ∈ A ′(K) будем понимать

〈LαβΨ, ϕ〉 = 〈Ψ, Lαβϕ̃〉 ,
где ϕ̃ — вещественное аналитическое продолжение функции ϕ ∈ A (Γ) (A (Γ) —
пространство вещественно аналитических функций на многообразии Γ) в неко-
торую окрестность Γ. Результат действия Lαβϕ̃ не зависит от продолжения ϕ
в окрестность Γ, так как Lαβ — касательный оператор.

Пусть S — открытое подмножество многообразия Γ. Выберем семейство
координатных окрестностей Sj ⊂ S (∪Sj = S).

Определение 1. Гиперфункция Ψ ∈ B(Γ), заданная набором гиперфунк-
ций Ψj ∈ B(Sj), удовлетворяет на S касательным уравнениям Коши — Рима-
на, если

supp Lαβfj ⊂ ∂Sj для всех j, 1 6 α, β 6 n,

где fj ∈ A ′(Sj) — представитель Ψj .

Пусть заданы функционал Ψ ∈ A ′(K) (K — компакт на гиперповерхности
Γ) и дифференциальная форма

ξ =
∑

16α<β6n

ξαβ(ζ)dζ̄[α, β] ∧ dζ

с вещественно аналитическими коэффициентами на Γ. Справедливо равенство,
являющееся содержанием леммы 1 из [10]:〈

Ψ,
(∂̄ξ)|Γ

dσ

〉
=
〈
Ψ,

∑
16α<β6n

(−1)α+βLαβξαβ

〉
. (5)

Из результатов Полкинга и Уэллса [6] известно, что CR-гиперфункции на
границе области можно интерпретировать как граничные значения голоморф-
ных функций в этой области. В совместных работах автора с А. М. Кытма-
новым (см., например, [4]) этот подход обобщен для CR-гиперфункций, задан-
ных на вещественно аналитической гиперповерхности. Описано гармоническое
представление гиперфункций, а именно введено понятие граничного значения
гармонической функции, применение которого к голоморфной функции опре-
деляет CR-гиперфункцию на гиперповерхности Γ. Изначально конструкция
граничного значения рассматривалась в Rn, именно в таком виде мы ее и при-
водим. В области Ω ⊂ Rn рассмотрим гладкую вещественно аналитическую
гиперповерхность

Γ = {x ∈ Ω : %(x) = 0}
и компактное множество K ⊂ Γ. Пусть f — гармоническая функция в Ω\K, f+

и f− — сужения f на Ω+ и Ω− соответственно. Определим граничные значения
(при подходе к Γ и, в частности, к K):

[f+]0(ϕ) =
∫

f∆(χV −
(χ̃ϕ)) dv(y),

[f−]0(ϕ) =
∫

f∆(χV +
(χ̃ϕ)) dv(y),

(6)
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где ϕ ∈ A (Γ), χ̃, χ — гладкие финитные функции в Ω, равные единице в окрест-
ностях компакта K, причем suppχ ⊂ {χ̃ = 1}, а V +

χ̃ϕ, V −
χ̃ϕ суть сужения потен-

циала простого слоя Vχ̃ϕ на Ω+ и Ω− соответственно. Интегралы (6) задают
непрерывные линейные функционалы, сосредоточенные на носителе функции
χ (см. [4]).

3. Форма Бохнера — Мартинелли и ее связь
с логарифмическим дифференциалом

Рассмотрим дифференциальную форму Бохнера — Мартинелли

ω(ζ − z) =
(n− 1)!
(2πi)n

n∑
k=1

(−1)k−1 ζ̄k − z̄k

|ζ − z|2n
dζ̄[k] ∧ dζ.

Докажем ряд утверждений, устанавливающих когомологическую связь ло-
гарифмического дифференциала (2) с формой Коши — Фантаппье специального
вида и формой Бохнера — Мартинелли. Рассмотрим разложение Хефера для
функций fi(w), i = 1, . . . , n:

fi(w)− fi(0) =
n∑

k=1

(wk − 0)Pik(w, 0)

или, поскольку fi(0) = 0,

fi(w) =
n∑

k=1

wkPik(w, 0).

Тогда

|f(w)|2 =
n∑

i=1

f̄i(w)

(
n∑

k=1

wkPik(w, 0)

)
=

n∑
k=1

wk

n∑
i=1

Pik(w, 0)f̄i(w),

а заменив w на ζ − z, получим

|f(ζ − z)|2 =
n∑

k=1

(ζk − zk)
n∑

i=1

Pik(ζ − z, 0)f̄i(ζ − z).

Для вектор-функции

λ(ζ, z) = (λ1(ζ, z), . . . , λn(ζ, z)),

где

λk(ζ, z) =
n∑

i=1

Pik(ζ − z, 0)f̄i(ζ − z),

рассмотрим дифференциальную форму Коши — Фантаппье

ω(ζ − z, λ) =
(n− 1)!
(2πi)n

n∑
k=1

(−1)k−1 λk(ζ, z)dλ[k]
〈ζ − z, λ(ζ, z)〉n

∧ dζ. (7)

Связь между формой Коши — Фантаппье и логарифмическим дифферен-
циалом (2) описывается следующим утверждением, в котором µ — кратность
отображения f в точке w = 0.
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Теорема 2. Форма Коши — Фантаппье, умноженная на кратность µ, и
логарифмический дифференциал (2) ∂̄-когомологичны в области ζ 6= z:

µω(ζ − z, λ(ζ, z))− ω(f(ζ − z)) = ∂̄χ(ζ, z) ∧ dζ,

где

χ(ζ, z) =
(n− 2)!
(2πi)n

n∑
j=1

qj(ζ − z)
∑
l 6=j

(−1)l f̄ldf̄ [j, l]
|f |2n−2

, (8)

qj(w) ∈ O(U).

Лемма 1. Справедлива формула

µω(ζ − z, λ)− ω(f(ζ − z))

= [µHf (ζ − z, 0)− Jf (ζ − z)]
(n− 1)!
(2πi)n

n∑
k=1

(−1)k−1 f̄kdf̄ [k]
|f |2n

∧ dζ,

здесь Hf (ζ − z, 0) — определитель матрицы ‖Pjk(ζ − z, 0)‖j,k=1,n из коэффици-
ентов Хефера, Jf (ζ − z) — якобиан отображения f .

Доказательство леммы. Вычислим

dλ[k] =
∧
j 6=k

d
n∑

l=1

Plj(ζ − z, 0)f̄l(ζ − z)

=
∧
j 6=k

n∑
l=1

Plj(ζ − z, 0)df̄l(ζ − z) =
n∑

j=1

(−1)j+kAjkdf̄ [j],

здесь Ajk — алгебраические дополнения к элементам матрицы из коэффициен-
тов Хефера ‖Pjk‖j,k=1,n. Подставим полученные выражения в (7):

ω(ζ − z, λ) =
(n− 1)!
(2πi)n

n∑
k=1

(−1)k−1

(
n∑

i=1

Pikf̄i

)(
n∑

j=1

(−1)j+kAjkdf̄ [j]
)

〈ζ − z, λ(ζ, z)〉n
∧ dζ

=
(n− 1)!
(2πi)n

n∑
k=1

(−1)k−1

(
f̄k

n∑
j=1

AkjPkj +
n∑

i=1(i 6=k)

f̄i

n∑
l=1

AklPil)df̄ [k]
)

〈ζ − z, λ(ζ, z)〉n
∧ dζ

=
(n− 1)!
(2πi)n

n∑
k=1

(−1)k−1 f̄kHf (ζ − z, 0)df̄ [k]
〈ζ − z, λ(ζ, z)〉n

∧ dζ.

С учетом формулы (2) получаем утверждение леммы.
Доказательство теоремы 2. Рассмотрим функцию

h(w) = µHf (w, 0)− Jf (w).

Покажем, что локальный вычет в нуле res
0

f (hg) относительно отображения f ра-
вен нулю для всех g ∈ O0 (O0 обозначает кольцо ростков голоморфных функций
в нуле).
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Локальный вычет в нуле функции µHf (w, 0)g(w) относительно отображе-
ния f определяется интегралом

res
0

fµHf (w, 0)g(w) =
1

(2πi)n

∫
Γ0

µHf (w, 0)g(w)dw

f1(w) · . . . · fn(w)
,

здесь Γ0 = {w ∈ U : |fj(w)| = εj , j = 1, n}, U — окрестность нуля. По формуле
Вейля (см. [11, гл. 4]) получаем

1
(2πi)n

∫
Γ0

µg(w)Hf (w, 0)dw

f1(w) · . . . · fn(w)
= µg(0).

Рассмотрим локальный вычет в нуле относительно отображения f функции
µJf (w)g(w). Он может быть представлен как (2n − 1)-мерный интеграл (см.
[11, гл. 2]):

res
0

fµJf (w)g(w) =
∫

∂U0

Jf (w)g(w)
ω(f(w))
Jf (w)

,

здесь ∂U0 — кусочно-гладкая граница окрестности нуля. По формуле логариф-
мического вычета (см. [12, гл. 1]) получим

res
0

fJf (w)g(w) =
∫

∂U0

Jf (w)g(w)
ω(f(w))
Jf (w)

= µg(0).

Таким образом,
res
0

f (µHf (w, 0)− Jf (w))g(w) = 0

для любой g ∈ O0. По локальной теореме двойственности (см. [11, гл. 2])
h(w) = µHf (w, 0)− Jf (w) ∈ I0(f)

(I0(f) — идеал, порожденный отображением f в кольце O0). Так как предпо-
лагается, что f имеет единственный нуль при w = 0, по следствию из теоремы
Картана (см. [13, гл. 7]) существуют такие функции q1(w), . . . , qn(w) ∈ O(U),
что

h(w) =
n∑

i=1

qi(w)fi(w).

Дифференциальная форма

ω̃(f(ζ − z)) =
(n− 1)!
(2πi)n

n∑
l=1

(−1)l−1 f̄ldf̄ [l]
|f |2n

∧ dζ

при n > 1 является ∂̄-точной в области {ζ : fi(ζ − z) 6= 0}. Более точно,

ω̃(f(ζ − z)) = ∂̄

(
(n− 2)!
(2πi)n

∑
l 6=i

(−1)l f̄ldf̄ [i, l]
fi|f |2n−2

∧ dζ

)
.

Следовательно,
µω(ζ − z, λ(ζ, z))− ω(f(ζ − z))

=
(n− 2)!
(2πi)n

n∑
j=1

qj(ζ − z)fj(ζ − z)∂̄
(∑

l 6=j

(−1)l f̄ldf̄ [j, l]
fj |f |2n−2

∧ dζ

)

= ∂̄

(
(n− 2)!
(2πi)n

n∑
j=1

qj(ζ − z)
∑
l 6=j

(−1)l f̄ldf̄ [j, l]
|f |2n−2

∧ dζ

)
. �
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Известно, что разность форм Бохнера — Мартинелли и Коши — Фантаппье есть
∂̄-точная форма с вещественно аналитическими коэффициентами при ζ 6= z:

ω(ζ − z)− ω(ζ − z, λ) = ∂̄ζη(ζ, z) ∧ dζ (9)

(см. лемму 1.3 из [14]). Тогда с учетом теоремы 2 получаем, что

ω(ζ − z)− 1
µ

ω(f(ζ − z)) = ∂̄ζ η̃ ∧ dζ,

где форма η̃(ζ, z) = η(ζ, z) + 1
µχ(ζ, z) имеет вещественно аналитические коэф-

фициенты при ζ 6= z. Таким образом, из приведенных рассуждений вытекает

Следствие 2. Форма Бохнера — Мартинелли и логарифмический диффе-
ренциал (2), умноженный на 1/µ, ∂̄- когомологичны в области ζ 6= z:

ω(ζ − z)− 1
µ

ω(f(ζ − z)) = ∂̄ζ(η(ζ, z) +
1
µ

χ(ζ, z)) ∧ dζ,

где χ(ζ, z) — дифференциальная форма (8), а η(ζ, z) — дифференциальная фор-
ма из равенства (9).

В заключение пункта сформулируем ряд нужных утверждений, касающих-
ся преобразования Бохнера — Мартинелли, которые ранее доказаны в работах
[15, 4].

Рассмотрим вновь гиперповерхность Γ вида (1). Определим преобразова-
ние Бохнера — Мартинелли для гиперфункций Ψ ∈ A ′(K) (K — компакт на
Γ). Сужение известной формы Бохнера — Мартинелли на гиперповерхность Γ
имеет вид

M(ζ, z) =
(n− 1)!
(2π)n

n∑
k=1

ζ̄k − z̄k

|ζ − z|2n

∂%

∂ζk

1
|grad%|

(см. [16, гл. 1]). Тогда преобразование Бохнера — Мартинелли для гиперфунк-
ции Ψ ∈ A ′(K) определяется следующим образом:

M(Ψ)(z) = 〈Ψζ ,M(ζ, z)〉.
Функция M(Ψ)(z) гармонична вне компакта K ⊂ Γ. Если z ∈ Ω+, то будем
писать M+(Ψ), если z ∈ Ω−, то M−(Ψ).

Из [15, лемма 5] следует, что

[M+(Ψ)]0 − [M−(Ψ)]0 = Ψ на Γ. (10)

Для функций f+ (f−), гармонических в Ω+ (Ω−), введем операторы ∂̄+ν

(∂̄−ν) следующим образом:

∂̄±νf±(ϕ) =
n∑

k=1

[
∂f±

∂z̄k

]
0

(
∂%

∂zk

ϕ

|∂%|

)
,

где ϕ — аналитическая функция на Γ.
В работе [4] показано, что для Ψ ∈ A ′(K) скачок нормальных производных

преобразования Бохнера — Мартинелли равен нулю:

∂̄+νM+(Ψ)− ∂̄−νM−(Ψ) = 0 на Γ. (11)

Кроме того, имеет место следующая

Теорема 3 [4]. Пусть f ∈ H (Ω\K) (K — компакт на Γ). Если [f+]0 = [f−]0
на Γ и ∂̄+νf+ = ∂̄−νf− на Γ, то существует функция F , гармоническая в Ω,
такая, что F |Ω+ = f+, F |Ω− = f−, т. е. f+ и f− являются гармоническими
продолжениями друг друга.
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4. Доказательство теоремы 1 и ее следствия

Подействовав гиперфункцией на разность ядер и воспользовавшись след-
ствием 2, получим〈

Ψj ,
(ω(ζ − z)− 1

µω(f(ζ − z))|Γ
dσ(ζ)

〉
=
〈

Ψj ,
(∂̄ζ η̃ ∧ dζ)|Γ

dσ(ζ)

〉
.

Если Ψ голоморфно продолжается в Ω+ до функции F , то преобразование
Бохнера — Мартинелли M−(Ψj) продолжается гармонически в Ωj . Действи-
тельно, в силу равенств (10), (11)

∂̄νM+(Ψj)− ∂̄−νM−(Ψj) = 0 на Sj ,

[M+(Ψj)]0 − [M−(Ψj)]0 = Ψ на Sj .

Тогда
[M−(Ψj)]0 = [M+(Ψj)− F ]0 на Sj

и
∂̄−νM−(Ψj) = ∂̄νM+(Ψj)− ∂̄νF на Sj .

По теореме 3 функция M−(Ψj) гармонически продолжается в Ωj .
Так как Ψ — CR-гиперфункция на Γ, то

suppLαβΨj ⊂ ∂Sj ∩ Γ ∀1 ≤ α, β ≤ n.

Применим равенство (5):〈
Ψj ,

(∂̄ζ η̃)|Γ
dσ

〉
=
〈
Ψj ,

∑
1≤α<β≤n

(−1)α+βLαβ η̃αβ

〉

=
〈 ∑

1≤α<β≤n

(−1)α+βLαβΨj , η̃αβ

〉
,

здесь η̃αβ — коэффициенты формы η̃. Следовательно,〈
Ψj ,

(∂̄ζ η̃)|Γ
dσ

〉
является вещественно аналитической функцией в Ωj . Значит, функция Fj(z)
вещественно аналитически продолжается из связной компоненты Ω− ∩ Ωj в Ωj

для всех j.
Обратно, если Fj(z) вещественно аналитически продолжается в Ωj для всех

j, то M−(Ψj) также вещественно аналитически продолжается в Ωj , а значит, и
гармонически, до функции hj , гармонической в Ωj для всех j. Тогда, учитывая
равенства (10), (11), имеем

∂̄νhj − ∂̄νM+(Ψj) = 0 на Sj

и
[hj −M+(Ψj)]0 = Ψ на Sj .

В силу следствия 3 из [4] функция (hj −M+(Ψj)) голоморфна в Ωj . По теореме
единственности [4, следствие 2] Ψ голоморфно продолжается в Ω+. Доказатель-
ство теоремы 1 завершено.
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Перейдем к доказательству следствия 1. Ввиду теоремы 1 достаточно пока-
зать, что неголоморфная часть F g(Ψj) вещественно аналитически продолжает-
ся в область Ωj . Далее в доказательстве нам понадобится равенство, доказанное
в лемме 3 из [17]:

∂

∂z̄k
ω(f(ζ − z)) = ∂̄ζωk(f(ζ − z)), k = 1, . . . , n, (12)

где ω(f(ζ− z)) — форма (2), ωk(f(ζ− z)) — форма типа (n, n− 2) с вещественно
аналитическими коэффициентами при ζ 6= z (явный вид ее приведен в [17]).

Используя формулы (12) и (5), получим

∂

∂z̄k
F g(Ψj) =

∂

∂z̄k

〈
Ψj ,

ω(f(ζ − z))|Γ
dσ

〉
=
〈

Ψj ,
∂

∂z̄k
ω(f(ζ − z))|Γ

dσ

〉

=
〈

Ψj ,
∂̄ζωk(f(ζ − z))|Γ

dσ

〉
=
〈
Ψj ,

∑
16α<β6n

(−1)α+βLαβaαβ

〉

=
∑

16α<β6n

〈LαβΨj , aαβ〉,

здесь aαβ — коэффициенты формы ωk(f(ζ − z)), z рассматривается из окрест-
ности нуля, k = 1, . . . , n.

Так как Ψ удовлетворяет условиям Коши — Римана (suppLαβΨj ⊂ ∂Sj),
производные по z̄k функции F g(Ψj) продолжаются вещественно аналитически
в Ωj для всех j.

Теперь доказательство заканчивается стандартным образом. Рассмотрим
дифференциальный оператор Эйлера

T =
n∑

k=1

z̄k
∂

∂z̄k
.

Функция Gj = TF g(Ψj) является вещественно аналитической в области Ωj .
Рассмотрим уравнение

THj = Gj . (13)

Будем искать его решение, пользуясь условием

THj =
∂

∂t̄
Hj(tz1, . . . , tzn)

∣∣∣∣
t=1

. (14)

Решением уравнения (13) является интеграл

Hj(z) =

1∫
0

Gj(tz)
dt̄

t̄
. (15)

Вначале покажем, что Hj(z) удовлетворяет уравнению (13) в достаточно
малой окрестности нуля. Заметим, что для однородного многочлена степени k

Gj
k =

∑
|γ|+|δ|=k

gγδz
γ z̄δ
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функция

Hj
k(z) =

1∫
0

∑
|γ|+|δ|=k

gγδ(tz)γ(tz)δ dt̄

t̄
=

∑
|γ|+|δ|=k

gγδ

|δ|
zγ z̄δ

удовлетворяет уравнению (13). Действительно,

THj
k =

∂

∂t̄

∑
|γ|+|δ|=k

tγ t̄δ
gγδ

|δ|
zγ z̄δ

∣∣∣∣
t=1

=
∑

|γ|+|δ|=k

gγδz
γ z̄δ = Gj

k.

Произвольная функция Gj в окрестности нуля может быть разложена в ряд по
однородным многочленам:

Gj =
∑

k

Gj
k.

Тогда решение уравнения (13) в рассматриваемой окрестности запишется в виде

Hj =
∑

k

Hj
k.

Для произвольной точки z ∈ Ωj значение Hj(z) может быть получено в резуль-
тате аналитического продолжения локального решения вдоль кривой, соединя-
ющей точки 0 и z.

5. Теорема о локальном голоморфном продолжении

В качестве применения теоремы 1 приведем один признак для гиперповерх-
ности Γ, обеспечивающий одностороннее локальное голоморфное продолжение
с Γ любой CR-гиперфункции. Напомним, что Γ — гладкая вещественно ана-
литическая гиперповерхность в Ω ⊂ Cn, разделяющая Ω на две части: Ω+ и
Ω−.

Теорема 4. Если в точке p гиперповерхности Γ существует росток голо-
морфной кривой

{f1 = · · · = fn−1 = 0},
расположенный в Ω+, то всякая CR-гиперфункция Ψ на Γ голоморфно продол-
жается в некоторую одностороннюю окрестность V −

p ⊂ Ω− этой точки.
Доказательство теоремы. Без ограничения общности считаем p = 0.

Для данной CR-гиперфункции Ψ на Γ проведем ее локализацию, т. е. сопоста-
вим ей функционал с носителем в любой наперед заданной окрестности Ω1 ⊂ Ω
точки p = 0.

Выберем Ω1 так, чтобы росток

γ = {ζ ∈ Ω1 : f1(ζ) = · · · = fn−1(ζ) = 0}

пересекал Γ лишь в точке p = 0. А локализацию проведем таким образом, что

suppLαβΨ ⊂ (Ω1 \B) ∩ Γ, α, β = 1, . . . , n, (16)

здесь B ⊂ Ω1 — какая-либо окрестность точки p = 0, в которой функционал
совпадает с исходной гиперфункцией.

Систему функций
f ′ = (f1, . . . , fn−1),
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участвующих в определении ростка γ, дополним до системы f = (f1, . . . , fn)
функцией fn, имеющей на γ изолированный нуль в точке p = 0. Рассмотрим
преобразование (3), связанное с логарифмическим дифференциалом для f :

F (Ψ)(z) =
〈

Ψζ ,
ω(f(ζ − z))|Γ

dσ(ζ)

〉
.

Воспользуемся тем фактом, что форма Бохнера — Мартинелли ω(t) точна вне
комплексной прямой

{t′ = 0} := {t1 = · · · = tn−1 = 0},

т. е.
ω(t) = ∂̄µ(t),

где

µ(t) =
(n− 2)!
(2πi)n

t̄n

(
n∑

j=1

1
|t|2j(|t1|2 + · · ·+ |tn−1|2)n−j+1

)

×

(
n−1∑
j=1

(−1)k−1t̄kdt̄[k, n] ∧ dt

)
. (17)

Выражение (17) для ∂̄-первообразной формы ω(t) может быть получено с по-
мощью леммы 1 из [18], хотя в равенстве ω(t) = ∂̄µ(t) можно убедиться непо-
средственно. Ввиду коммутирования операторов f∗ и ∂̄ имеем

ω(f(w)) =: f∗ω(t) = f∗∂̄µ(t) = ∂̄µ(f(w)),

поэтому в области f ′(ζ − z) 6= 0 приходим к равенству

∂̄ζµ(f(ζ − z)) = ω(f(ζ − z)). (18)

Используя (5) и (18), получим〈
Ψζ ,

(∂̄µ(f(ζ − z)))|Γ
dσ(ζ)

〉
=
〈
Ψζ ,

∑
16α<β6n

(−1)α+βLαβaαβ(ζ − z)
〉

=
∑

16α<β6n

(−1)α+β〈LαβΨζ , aαβ(ζ − z)〉,

где aαβ(ζ − z) — коэффициенты формы µ(f(ζ − z)).
Из (17) видно, что aαβ(ζ − z) — вещественно аналитические функции с

особенностями на множестве f ′(ζ − z) = 0. Для z из некоторой окрестности
точки p и ζ ∈ Ω1 это множество представляет собой сдвиг γ + z ростка γ на
вектор z. Поскольку расстояние от γ до (Ω1 \ B) ∩ Γ отлично от нуля, сдвиг
γ + z для z из достаточно малой окрестности Vp точки p = 0 по-прежнему не
пересекает (Ω1 \ B) ∩ Γ. Иными словами, при z ∈ Vp особенности функций
aαβ(ζ − z) не выходят на (Ω1 \B) ∩ Γ. Ввиду (16) заключаем, что функции

Fαβ(z) = 〈LαβΨζ , aαβ(ζ − z)〉, α, β = 1, . . . , n,

вещественно аналитичны в Vp. По теореме 1 гиперфункция Ψ голоморфно про-
должается в одностороннюю окрестность V −

p = Vp ∩ Ω− точки p = 0.
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Доказанный результат несет в себе новизну и для обычных CR-функций.
Он обобщает теорему Леви [5] и ее аналог для интегрируемых функций [1].
Теорема 16 из [1] утверждает, что интегрируемая CR-функция, заданная на
гладкой вещественной гиперповерхности

Γ = {z ∈ Cn : %(z) = 0} (% ∈ C2, %(0) = 0, d%(0) 6= 0),

голоморфно продолжается в окрестность U точки 0 ∈ Γ, если сужение формы
Леви в 0 на комплексную касательную плоскость T c

0 (Γ) не равно тождествен-
но нулю. Как видно из доказательства этой теоремы, невырожденность формы
Леви влечет за собой возможность коснуться гиперповерхности в нуле комплекс-
ной кривой, лежащей в области {z ∈ Cn : %(z) > 0}, т. е. условие теоремы 4
выполняется (см. [19]). Однако обратная импликация неверна. Это показывает
следующий пример.

Пример 1. Пусть Γ — гиперповерхность в C2 вида

Γ =
{
z ∈ C2 : ρ(z) = Re

(
z2 − z̄2

1 + |z1|4 + |z2|8
)

= 0
}
.

Форма Леви в точке 0 ∈ Γ тождественно равна нулю. Но кривая

γ = {z1 = t, z2 = t2},

расположенная в области
{z ∈ Cn : ρ(z) > 0},

касается Γ в точке нуль. Действительно,

ρ|γ = Re(t2 − t̄2 + |t|4 + |t|8) = |t|4 + |t|8 ≥ 0.

Кроме того, ρ|γ = 0 тогда и только тогда, когда t = 0.
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