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РАЗРЕШИМОСТЬ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

ДЛЯ ОПЕРАТОРНО–ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ СМЕШАННОГО ТИПА

С. Г. Пятков, Н. Л. Абашеева

Аннотация: Получены результаты о разрешимости краевых задач для уравнений
вида B(t)ut−L(t)u = f , t ∈ (0, T ), T ≤ ∞, в случае, когда оператор B(t) самосопря-
женный, а оператор L(t) диссипативный в данном гильбертовом пространстве E.
Оператор B(t) может иметь ненулевое ядро, а L(t) предполагается равномерно дис-
сипативным. В случае, когда операторы B и L не зависят от t, условие равномер-
ной диссипативности оператора L ослабляется, требуется лишь его равномерная
диссипативность на M (M — некоторое подпространство конечной коразмерности).
Библиогр. 37.

Введение

Работа посвящена исследованию краевых задач для операторно-дифферен-
циальных уравнений вида

Mu = B(t)ut − L(t)u = f, t ∈ (0, T ), T ≤ ∞, (1)

где B(t), L(t) (t ∈ (0, T )) — линейные операторы, определенные в данном гиль-
бертовом пространстве E. Мы не предполагаем, что оператор B обратим; в
частности, он может иметь ненулевое ядро. В случае если операторы L, B не
зависят от параметра t и спектр пучка L + λB содержится в одной из полу-
плоскостей вида Re λ < a, Re λ > a или при выполнении условия D(B) ⊂ D(L),
то такие уравнения обычно называют уравнениями типа Соболева. Среди ра-
бот, посвященных уравнениям типа Соболева, отметим [1–8]. Теория полугрупп
для уравнений вида (1) соболевского типа в случае необратимого оператора B
имеется, например, в работах [9–12]. Сошлемся также на недавно вышедшую
книгу Фавини и Яги [13], где можно найти подробную библиографию и ряд ре-
зультатов. Для уравнений типа Соболева корректна обычная задача Коши или
задача, близкая к ней. Иная ситуация, как мы увидим, в случае, если уравнение
не является уравнением типа Соболева (как правило, это означает, что спектр
оператора B содержит одновременно бесконечные подмножества положитель-
ной и отрицательной полуосей). Такие уравнения возникают в физике [14–21],
геометрии, популяционной генетике [22–24] и некоторых других областях.

Мы рассматриваем уравнения вида (1), вообще говоря, не являющиеся
уравнениями типа Соболева. Ранее вопросы разрешимости краевых задач для
таких уравнений исследовались в случае, когда операторы L(t), B(t) не зависят
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от t и самосопряжены в данном гильбертовом пространстве E [14, 16, 25–28].
В данной работе операторы L, B могут зависеть от t и условие самосопря-
женности оператора L заменяется условием его диссипативности. Под дис-
сипативным оператором мы понимаем оператор, удовлетворяющий условию:
Re(−L(t)u, u) ≥ 0 для всех u ∈ D(L(t)) и t ∈ (0, T ). Здесь D(L(t)) — область
определения оператора L(t). Такое определение диссипативности использует-
ся в [29, 30] (в отличие от [31], где вышеприведенное неравенство заменяется
неравенством Im(L(t)u, u) ≥ 0).

Опишем содержание работы. В § 1 рассматриваются краевые задачи для
уравнения (1) в случае, когда оператор L диссипативен и, более того, найдет-
ся постоянная δ > 0 такая, что Re(−L(t)u, u) > δ‖u‖2 для всех u ∈ D(L(t)) и
t ∈ (0, T ), т. е. L равномерно диссипативен. В § 2 предполагается, что операторы
L, B не зависят от t и условие равномерной диссипативности ослаблено, тре-
буется лишь, что Re(−Lu, u) > δ‖u‖2 для всех u ∈ D(L) ∩ M (M — некоторое
подпространство конечной коразмерности). Это условие существенно ослож-
няет исследование краевых задач в случае T = ∞. Задача в пространствах L2

становится некорректной, появляются решения однородного уравнения, степен-
ным образом ведущие себя на бесконечности. Однако именно такая ситуация
наиболее часто встречается в приложениях. Случай операторов, зависящих от t,
в этой ситуации требует сложных дополнительных рассмотрений и может быть
темой отдельной работы.

§ 1. Положительно определенный случай

1.1. Определения и вспомогательные утверждения. Как обычно,
под Ck([0, T ];B), Lp(0, T ;B) (B — банахово или гильбертово пространство) по-
нимаем пространство k раз непрерывно дифференцируемых функций со значе-
ниями в B с нормой

‖u‖Ck([0,T ];B) =
k∑

i=0

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥∥ di

dti
u(t)

∥∥∥∥
B

(предполагается, что функция u и все ее производные допускают непрерывное
продолжение на замыкание интервала (0, T )) и пространство сильно измеримых
функций, определенных на (0, T ), со значениями в B и конечной нормой

‖u‖Lp(0,T ;B) =

 T∫
0

‖u(τ)‖p
B dτ

1/p

(1 ≤ p < ∞),

‖u‖L∞(0,T ;B) = vraimax
t∈(0,T )

‖u(t)‖B .

Пространство W k
2 (0, T ;B) состоит из функций u ∈ L2(0, T ;B), имеющих обоб-

щенные производные (в смысле теории распределений) до порядка k, которые
принадлежат пространству L2(0, T ;B). Через L(A,B) обозначаем пространство
линейных непрерывных операторов, заданных на данном банаховом простран-
стве A, со значениями в B. Под σ(L), ρ(L) понимаем спектр и резольвентное
множество оператора L. Всегда, если не оговорено противное, вводим в D(L)
норму графика. Символом R(L) обозначаем область значений оператора L. Да-
ны комплексные гильбертовы пространства E и H1, H1 ⊂ E, причем последнее
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вложение плотно. Пусть (·, ·) — скалярное произведение в E. Тогда негативное
пространство H ′

1, построенное как пополнение E по норме

‖u‖H′
1

= sup
v∈H1,v 6=0

|(u, v)|/‖v‖H1 , (2)

совпадает с пространством непрерывных антилинейных функционалов над H1 и
скалярное произведение в E допускает продолжение до отношения двойственно-
сти между H1 и H ′

1 [30, 32]. Пусть A, B — комплексные банаховы пространства,
непрерывно вложенные в некоторое комплексное топологическое линейное про-
странство. Через (A,B)θ,p обозначаем пространство, построенное с помощью
метода вещественной интерполяции [33].

Даны операторы L(t), B(t) : E → E, E — комплексное гильбертово про-
странство со скалярным произведением (·, ·) и нормой ‖ · ‖. Мы предполагаем в
этом параграфе, что операторы L(t), B(t) удовлетворяют следующим условиям.

I. Найдется гильбертово пространство H1, плотно вложенное в E, такое, что
L(t) ∈ L∞(0, T ;L(H1;H ′

1)), B(t) ∈ W 1
∞(0, T ;L(H1,H

′
1)) (т. е. без ограничения

общности можем считать, что B(t) ∈ C([0, T ];L(H1,H
′
1))). Операторы B(0) и

B(T ) (если T < ∞) самосопряжены в E. Операторы B(t) симметричны во
внутренних точках интервала (0, T ) в том смысле, что (B(t)u, v) = (u, B(t)v)
при всех u, v ∈ H1; H1 плотно вложено в D(|B(0)|1/2) и в D(|B(T )|1/2).

Условия I гарантируют, что для любой u(t) ∈ W 1
2 (0, T ;H1) функция B(t)u(t)

имеет обобщенную производную d
dtB(t)u(t) и справедливо равенство

d

dt
B(t)u(t) = B(t)ut(t) + Bt(t)u(t),

где ut, Bt — обобщенные производные от функций u(t), B(t). Кроме того,
(Bt(t)u, v) = (u, Bt(t)v) при всех u, v ∈ H1 и почти всех t ∈ (0, T ).

Дополнительно предположим, что выполнено условие
II. Найдется постоянная δ > 0 такая, что

Re
((

−L(t)− 1
2
Bt(t)

)
u, u

)
≥ δ‖u‖2H1

для всех u ∈ H1 и почти всех t ∈ (0, T ).
Определим пространства

F0 = D(|B(0)|1/2)/ ker B(0), G0 = D(|B(T )|1/2)/ ker B(T ),

F±0 = {u ∈ F0 : E±(0)u = u}, G±0 = {u ∈ G0 : E±(T )u = u},
где E±(0), E±(T ) — спектральные проекторы операторов B(0) и B(T ), соот-
ветствующие положительной и отрицательной частям спектра. Например, ес-
ли Eλ(0) — спектральное семейство оператора B(0), то E−(0) = E−0, E+(0) =
I−E0 (I — тождественный оператор). Кроме того, положим F1 = H1/(ker B(0)∩
H1), G1 = H1/(ker B(T ) ∩H1). Из условия I вытекает, что F1, G1 плотно вло-
жены в F0, G0 соответственно. Определим скалярные произведения в F0, G0

с помощью равенств (u, v)F0 = (B(0)J(0)u, v), (u, v)G0 = (B(T )J(T )u, v), где
J(0) = E+(0) − E−(0) и J(T ) = E+(T ) − E−(T ). В подпространствах F±0 , G±0
вводим нормы и скалярные произведения, индуцированные из F0, G0 соответ-
ственно. Построим также пространства F−1, G−1 как пополнения F0, G0 по
нормам

‖u‖F−1 = ‖B(0)u‖H′
1
, ‖u‖G−1 = ‖B(T )u‖H′

1
.



1422 С. Г. Пятков, Н. Л. Абашеева

Имеем F1 ⊂ F0 ⊂ F−1, G1 ⊂ G0 ⊂ G−1.
Приведем некоторые вспомогательные результаты, считая, что условия I, II

выполнены. Ниже через c обозначаем, вообще говоря, различные постоянные,
не зависящие от функций, участвующих в неравенствах. Введем вспомогатель-
ное пространство

W =
{

u(t) ∈ L2(0, T ;H1) :
d

dt
B(t)u(t) ∈ L2(0, T ;H ′

1)
}

с естественной нормой

‖u‖2W = ‖u(t)‖2L2(0,T ;H1)
+

∥∥∥ d

dt
B(t)u(t)

∥∥∥2

L2(0,T ;H′
1)

.

Лемма 1. Если T < ∞, то C∞([0, T ];H1) плотно в W . Если T = ∞,
то множество функций из C∞([0,∞);H1), имеющих ограниченный носитель,
плотно в W .

Доказательство. Рассмотрим случай T < ∞. Пусть ϕ1(t), ϕ2(t) — ве-
щественные функции класса C∞([0, T ]), первая из которых равна единице в
некоторой окрестности точки 0, а вторая — в некоторой окрестности точки T ,
и такие, что ϕ1(t) + ϕ2(t) = 1 для всех t ∈ [0, T ]. Пусть u ∈ W . Положим
ui = uϕi(t) ∈ W (i = 1, 2). Первую из этих функций продолжим нулем на
весь интервал (0,∞), а вторую — нулем на весь интервал (−∞, T ). Построим
функции

u1
ρ(t) =

∞∫
0

ω(ξ)u1(t + ρξ) dξ, u2
ρ(t) =

∞∫
0

ω(ξ)u2(t− ρξ) dξ,

где ω(ξ) ∈ C∞(R), suppω ∈ (0, 1),
∞∫
0

ω(ξ) dξ = 1. Стандартным образом проверя-

ется, что
∥∥ui

ρ − ui

∥∥
L2(0,T ;H1)

→ 0 (i = 1, 2) при ρ → 0,
∥∥B(ui

ρ − ui)
∥∥

L2(0,T ;H′
1)
→ 0

(i = 1, 2) при ρ → 0. Имеем представление

d

dt

(
B(t)u1

ρ

)
=

∞∫
0

ω(ξ)Bt(t)u1(t + ρξ) dξ−
∞∫
0

ω′(ξ)
(B(t)−B(t + ρξ))

ρ
u1(t + ρξ) dξ

+

∞∫
0

ω(ξ)
d

dt
(B(t + ρξ)u1(t + ρξ)) dξ.

Из этого представления вытекает оценка∥∥∥∥ d

dt

(
B(t)u1

ρ

)∥∥∥∥
L2(0,T ;H′

1)

≤ c‖uϕ1‖W . (3)

Аналогично ∥∥∥∥ d

dt

(
B(t)u2

ρ

)∥∥∥∥
L2(0,T ;H′

1)

≤ c‖uϕ2‖W . (4)

Возьмем последовательность ρk → 0 при k → ∞. Из оценок (3), (4) вытекает,
что найдется подпоследовательность ρk(n) такая, что ui

ρk(n)
→ ui при n → ∞
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слабо в W . Тогда найдутся и выпуклые комбинации u1
n, u2

n элементов этих
подпоследовательностей такие, что∥∥u1

n − u1

∥∥
W

+
∥∥u2

n − u2

∥∥
W
→ 0

при n →∞. Последовательность un = u1
n + u2

n будет искомой. В случае T = ∞
искомую последовательность можно построить в виде

u1
ρ(n)(t) = ϕ(t/n)

∞∫
0

ω(ξ)u(t + ρ(n)ξ) dξ,

где ϕ(ξ) — бесконечно дифференцируемая функция, равная единице при ξ ∈
[0, 1] и нулю при ξ ≥ 2, а ρ(n) → 0 — некоторая последовательность веществен-
ных чисел.

Ниже, в леммах 2, 3, мы предполагаем, что T < ∞. Соответствующие
переформулировки для случая T = ∞ очевидны, а доказательства в этом случае
только упрощаются.

Лемма 2. Пусть u(t) ∈ W . Тогда после, возможно, изменения на множе-
стве меры 0 функция B(t)u(t) принадлежит классу C([0, T ];H ′

1). Единственным
образом определены функции u0 ∈ F−1, uT ∈ G−1 (которые можно назвать сле-
дами функции u(t) при t = 0 и t = T соответственно), обладающие свойством:
для любой последовательности un ∈ C∞([0, T ];H1), сходящейся к u(t) в норме
пространства W ,

‖I0un(0)− u0‖F−1 → 0, ‖IT un(T )− uT ‖G−1 → 0 при n →∞.

Здесь I0, IT — канонические гомоморфизмы, сопоставляющие элементам un(0)
∈ H1, un(T ) ∈ H1 фактор-классы

I0un(0) = un(0) + ker B(0) ∩H1, I0un(T ) = un(T ) + ker B(T ) ∩H1.

Доказательство. Первое утверждение леммы очевидно, поскольку

B(t)u(t) ∈ L2(0, T ;H ′
1),

d

dt
B(t)u(t) ∈ L2(0, T ;H ′

1)

[33, п. 1.8.3, гл. 1]. Второе утверждение вытекает из первого и определения
пространств F−1, G−1.

В дальнейшем мы обозначаем функции u0, uT , определенные в лемме 2, че-
рез u(0), u(T ) соответственно. При некоторых дополнительных условиях лем-
ма 2 может быть обобщена, а точнее справедливо следующее утверждение.

Лемма 3. Пусть u(t) ∈ W и выполнены условия

(F1, F−1)1/2,2 = F0, (G1, G−1)1/2,2 = G0. (5)

Тогда следы u(0), u(T ) принадлежат пространствам F0, G0 и справедлива оцен-
ка

‖u(0)‖F0 + ‖u(T )‖G0 ≤ c‖u‖W .

Более того, для любых элементов v0 ∈ F0, vT ∈ G0 существует функция v(t) ∈
W такая, что v(0) = v0, v(T ) = vT .

Доказательство. Пусть u(t) ∈ W . Рассмотрим функции ui(t), ω, постро-
енные в доказательстве леммы 1, и положим

v1(t) =

∞∫
0

ω(ξ)u1(t + tξ) dξ, v2(t) =

∞∫
0

ω(ξ)u2(t− tξ) dξ.
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Без ограничения общности считаем, что supp v1 ⊂ [0, T ) и supp v2 ⊂ (0, T ], иначе
уменьшим носитель функции ω. Очевидно, что v1(t) ∈ C∞((0,∞);H1). Кроме
того, v1(t) ∈ L2(0,∞;H1), и справедлива оценка

‖v1(t)‖L2(0,T ;H1) ≤ c‖u‖W . (6)

Покажем, что функция B(0)v1(t) ∈ L2(0, T ;H ′
1) имеет обобщенную производ-

ную, принадлежащую пространству L2(0, T ;H ′
1). Приблизим функцию u(t) в

норме пространства W функциями fn ∈ C∞([0, T ];H1). Тогда соответствую-
щие функции

v1n(t) =

∞∫
0

ω(ξ)fn(t+tξ)ϕ1(t+tξ) dξ, v2n(t) =

∞∫
0

ω(ξ)fn(t−(T−t)ξ)ϕ2(t−(T−t)ξ) dξ

принадлежат классу C∞([0, T ];H1). Имеем представление

B(0)v1nt =

∞∫
0

ω(ξ)B(0)
d

dt
(fn(t + tξ)ϕ1(t + tξ)) dξ

=

∞∫
0

ω(ξ)B(t + tξ)
d

dt
(fn(t + tξ)ϕ1(t + tξ)) dξ

−
∞∫
0

d

dξ

(
ω(ξ)

(1 + ξ)
t

)
(B(0)−B(t + tξ))(fn(t + tξ)ϕ1(t + tξ)) dξ

+

∞∫
0

ω(ξ)(1 + ξ)Bt(t + tξ)(fn(t + tξ)ϕ1(t + tξ)) dξ.

Пользуясь тем, что ‖B(0)−B(t + tξ)‖L(H1,H′
1)
≤ ct(1 + ξ), получим неравенство

‖B(0)v1nt‖L2(0,T ;H′
1)
≤ c‖fn‖W , (7)

где c — постоянная, не зависящая от n. Взяв в (7) вместо функции v1nt раз-
ность v1nt − v1mt, получим сходимость в себе последовательности v1nt в про-
странстве L2(0, T ;H ′

1) и, следовательно, сходимость к некоторой функции χ.
Из определения обобщенной производной вытекает, что обобщенная производ-
ная от функции B(0)v1 существует и совпадает c χ. Рассмотрим функцию
ṽ1(t) = I0v1(t) ∈ L2(0, T ;F1). Тогда обобщенная производная от этой функ-
ции существует и принадлежит пространству L2(0, T ;F−1). Из теоремы 1.8.3
в [33, гл. 1] и первого из равенств (5) заключаем, что ṽ1(t) ∈ C([0, T ];F0) (после,
возможно, изменения на множестве меры нуль) и справедлива оценка

‖ṽ1(t)‖C([0,T ];F0) ≤ c(‖v1‖L2(0,T ;H1) + ‖B(0)v1t‖L2(0,T ;H′
1)

). (8)

Из определения функции v1n(t) имеем v1n(0) = fn(0). Тогда из (8) вытекает,
что последовательность I0fn(0) сходится в себе в F0 и, следовательно, u(0) =
v1(0) = lim I0fn(0) ∈ F0. Пользуясь оценками (6)–(8), выводим оценку

‖u(0)‖F0 ≤ c‖u‖W . (9)

Проводя те же рассуждения для функции v2(t), получим, что след u(T ) при-
надлежит G0 и справедлива оценка

‖u(T )‖G0 ≤ c‖u‖W . (10)
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Из оценок (9), (10) следует первая часть утверждения леммы. Покажем вторую
часть утверждения. Пусть v0 ∈ F0, vT ∈ G0. Пользуясь теоремой 1.8.3 из [33,
гл. 1], найдем функцию ṽ1(t) такую, что ṽ1(t) ∈ L2(0, T ;F1), ṽ1t ∈ L2(0, T ;F−1),
ṽ1(0) = v0. Найдется функция v1(t) ∈ L2(0, T ;H1) такая, что I0v1 = ṽ1. Тогда
функция B(0)v1(t) имеет обобщенную производную, принадлежащую простран-
ству L2(0, T ;H ′

1). Далее, строим функцию

u1(t) =

∞∫
0

ω(ξ)v1(t + tξ)ϕ1(t + tξ) dξ.

Легко проверить, как и при доказательстве первой половины леммы, что эта
функция принадлежит W , supp u1 ⊂ [0, T ) и u1(0) = v1(0) = v0. Аналогично
строим функцию u2 со свойствами: u2 ∈ W , supp u2 ⊂ (0, T ] и u2(T ) = v2(T ) =
vT . Искомая функция совпадает с функцией u = u1 + u2.

Замечание 1. В конкретных ситуациях условие (5) выполнено довольно
часто. Если оператор B(t) не зависит от t (в этом случае Fi = Gi (i = −1, 0, 1)),
то условие (5) эквивалентно условию: из принадлежности функции u(t) про-
странству W вытекает, что I0u(t) ∈ C([0, T ];F0). В случае ker B = {0}, это
означает, что условие (5) эквивалентно классической теореме о следах. Ес-
ли оператор B(0) знакоопределен, т. е. B(0) ≥ 0 или B(0) ≤ 0, то первое из
равенств (5) выполнено. Аналогичное утверждение имеет место для операто-
ра B(T ). Равенства (5) также справедливы, если оператор L(t) ограничен. В
этом случае H1 = E.

1.2. Теоремы существования и единственности. Дополним уравне-
ние (1) краевыми условиями

E+(0)u(0) = u+
0 , lim

t→∞
u(t) = 0 (T = ∞), (11)

E+(0)u(0) = h11E
−(0)u(0) + h12E

+(T )u(T ) + u+
0 ,

E−(T )u(T ) = h21E
−(0)u(0) + h22E

+(T )u(T ) + u−T (T < ∞),
(12)

где операторы hij обладают свойствами: h11 ∈ L(F−0 , F+
0 ), h12 ∈ L(G+

0 , F+
0 ),

h21 ∈ L(F−0 , G−0 ), h22 ∈ L(G+
0 , G−0 ).

Схема доказательства разрешимости краевых задач (1), (11) и (1), (12)
близка к тем, что были использованы, например, в [25, 28].

Вначале рассмотрим случай T = ∞.

Теорема 1. Пусть f ∈ L2(0, T ;H ′
1), u+

0 ∈ F+
0 и выполнены условия I, II.

Тогда существует решение краевой задачи (1), (11), принадлежащее простран-
ству W , причем u(0) ∈ F0 и, следовательно, первое из равенств (11) имеет
смысл.

Доказательство. Обозначим через Φ множество векторов (u(t), I0u(0)),
где функция u(t) ∈ C∞([0,∞);H1) имеет ограниченный носитель. Пусть F —
замыкание множества векторов ~u ∈ Φ в норме пространства L2(0, T ;H1) × F0.
Очевидно, что F совпадает с пространством L2(0, T ;H1)×F0. Пусть также W̃ —
замыкание Φ по норме W × F0. Определим полуторалинейную форму

a(~u,~v) =

∞∫
0

[−(u, Bvt)(t)− (u, Btv)(t)− (Lu, v)(t)] dt− (BE−u0, v(0)),
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где ~u = (u(t), u0) ∈ F , ~v ∈ Φ. Форма a(~u,~v) допускает оценку
|a(~u,~v)| ≤ c‖~u‖F ‖~v‖W̃

. (13)
Тогда при фиксированном ~v ∈ Φ эта форма является линейным непрерывным
функционалом над F . В качестве скалярного произведения в F берем скалярное
произведение

(~u,~v)F = (u(t), v(t))L2(0,∞;H1) + (u0, v0)F0 , ~u = (u(t), u0), ~v = (v(t), v0).
Следовательно, существует вектор A(~v) ∈ F такой, что

a(~u,~v) = (~u, A(~v))F .

Оператор A : F → F с D(A) = Φ допускает замыкание. Действительно, до-
статочно проверить, что из сходимостей ~vn → 0, A(~vn) → ~f при n → ∞ в F

вытекает, что ~f = 0. Это утверждение очевидно в силу плотности класса Φ
в F . Замыкание мы обозначаем тем же символом A. Согласно условию II для
любого ~v ∈ Φ (следовательно, и для любого ~v ∈ D(A)) имеет место неравенство

Re(~v, A(~v))F ≥ δ

∞∫
0

‖v(t)‖2H1
dt +

1
2
(v(0), v(0))F0 ≥ δ1‖~v‖2F , δ1 = min(δ, 1/2).

(14)
Отсюда ker A = {0} и

‖A(~v)‖F ≥ δ1‖~v‖F ∀~v ∈ D(A). (15)
Вследствие замкнутости A оценка (15) гарантирует, что область значений R(A)
оператора A замкнута в F . В силу плотности D(A) в F определен сопряжен-
ный оператор A∗ : F → F , причем R(A∗) = kerA⊥ = F . Однако подпростран-
ства R(A∗) и R(A) замкнуты или нет одновременно (см. лемму 8.2 в [34]). Тогда

R(A∗) = F. (16)
Рассмотрим выражение

l(~v) =
(
B(0)u+

0 , v0
)

+

∞∫
0

(f(t), v(t)) dt, ~v = (v(t), v0),

являющееся антилинейным непрерывным функционалом над F . Найдется ~g ∈
F такой, что

l(~v) = (~g,~v)F .

В силу (16) существует вектор~u ∈ D(A∗) такой, что A∗~u =~g. Для этого вектора
~u = (u(t), u0) будем иметь

a(~u,~v) = l(~v), ∀~v ∈ Φ. (17)
Взяв v(t) ∈ C∞0 (0,∞;H1), из (17) заключаем, что соответствующая функция u(t)
принадлежит W и выполнено равенство (1). Взяв затем v(t) ∈ C∞([0,∞);H1)∩
W и интегрируя по частям в (17) (пользуясь леммой 1, можно интегрирование
провести на гладких функциях u(t) и затем совершить предельный переход),
получим равенство u(0) = u+

0 + E−(0)u0 ∈ F0. Отсюда заключаем, что выпол-
нены краевые условия (11). Второе условие в (11) здесь заменяется условием
принадлежности функции u(t) пространству L2(0,∞;H1). Теорема доказана.

Перейдем к случаю T < ∞. Определим оператор

H =
(

h11 h12

h21 h22

)
: F−0 ×G+

0 → F+
0 ×G−0 .

Ввиду условий на hij оператор H является линейным непрерывным отображе-
нием из F−0 ×G+

0 в F+
0 ×G−0 . Обозначим норму этого отображения через ρH .
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Теорема 2. Пусть f ∈ L2(0, T ;H ′
1), u+

0 ∈ F+
0 , u−T ∈ G−0 , выполнены усло-

вия I, II и, кроме того, ρH < 1. Тогда существует решение краевой задачи
(1), (12), принадлежащее пространству W , такое, что u(0) ∈ F0, u(T ) ∈ G0 и,
следовательно, равенства (12) имеют смысл.

Доказательство повторяет доказательство теоремы 1. Приведем необ-
ходимые изменения в соответствующих определениях. Класс Φ совпадает с
классом {(u(t), I0u(0), IT u(T )) : u(t) ∈ C∞([0, T ];H1)}. Через F обозначим за-
мыкание множества векторов~u ∈ Φ в норме пространства L2(0, T ;H1)×F0×G0.
Полуторалинейная форма a(~u,~v) в данном случае имеет вид

a(~u,~v) =

T∫
0

[−(u(t), B(t)vt(t))− (u(t), Bt(t)v(t))− (L(t)u(t), v(t))] dt

+ (E+(T )uT , v(T ))G0 + (E−(0)u0, v(0))F0 − (h21E
−(0)u0 + h12E

+(T )uT , v(T ))G0

− (h11E
−(0)u0 + h12E

+(T )uT , v(0))F0 ,

где ~u = (u(t), u0, uT ) ∈ F , ~v ∈ Φ. Неравенство (14) в данном случае запишется
в виде

Re(~v,A(~v))F ≥ δ

T∫
0

‖v(t)‖2H1
dt +

1
2
(
‖v(0)‖2F0

+ ‖v(T )‖2G0

)
− (h21E

−(0)v(0) + h12E
+(T )v(T ), v(T ))G0

− (h11E
−(0)v(0) + h12E

+(T )v(T ), v(0))F0 ≥ δ2‖~v‖2F ,

где δ2 — некоторая положительная постоянная, зависящая от величин δ, ρH .
Из этого неравенства вытекает, что справедлив соответствующий аналог нера-
венства (15) и, следовательно, доказательство может быть проведено по той же
схеме, что и в теореме 1.

Перейдем к условиям, гарантирующим корректность задач (1), (11) и
(1), (12).

Теорема 3. Пусть f ∈ L2(0, T ;H ′
1), u+

0 ∈ F+
0 , выполнены условия I, II и

справедливо первое из равенств (5). Тогда решение задачи (1), (11), принадле-
жащее пространству W , единственно и справедлива оценка

‖u(t)‖W + ‖u(0)‖F0 ≤ c(‖f‖L2(0,T ;H′
1)

+ ‖u+
0 ‖F0), (18)

где c — некоторая положительная постоянная, не зависящая от f(t), u+
0 , u(t).

Доказательство. Воспользовавшись леммой 1, приблизим решение u(t)
последовательностью функций un ∈ C∞([0,∞);H1), имеющих ограниченный
носитель. В силу леммы 3

‖un(0)− u(0)‖F0 → 0 при n →∞,

причем след u(0) определен и принадлежит пространству F0. В частности,

‖E+(0)un(0)− u+
0 ‖F0 → 0 при n →∞.

Интегрируя по частям в выражении
∞∫
0

Re(Mun, un)(t) dt и используя условие II,
получим оценку

‖un‖L2(0,T ;H1) ≤ c(‖Mun‖L2(0,T ;H′
1)

+ ‖E+(0)un‖F0).



1428 С. Г. Пятков, Н. Л. Абашеева

Из этой оценки и определения оператора M вытекает оценка

‖un‖W ≤ c1(‖Mun‖L2(0,T ;H′
1)

+ ‖E+(0)un‖F0).

Переходя в этом неравенстве к пределу по n и пользуясь оценкой из леммы 3,
приходим к неравенству (18), из которого и вытекает единственность решений
задачи (1), (11).

Аналогичное утверждение справедливо и в случае задачи (1), (12).

Теорема 4. Пусть f ∈ L2(0, T ;H ′
1), u+

0 ∈ F+
0 , u−T ∈ G−0 , выполнены усло-

вия I, II, ρH ≤ 1 и справедливы равенства (5). Тогда существует единственное
решение краевой задачи (1), (12), принадлежащее пространству W . Справед-
лива оценка

‖u(t)‖W + ‖u(0)‖F0 + ‖u(T )‖G0 ≤ c
(
‖f‖L2(0,T ;H′

1)
+

∥∥u+
0

∥∥
F0

+
∥∥u−T

∥∥
G0

)
, (19)

где c — положительная постоянная, не зависящая от f(t), u+
0 , u−T , u(t).

Доказательство. Пусть u(t) — решение задачи (1), (12). По лемме 3
определены следы u(0) ∈ F0, u(T ) ∈ G0. Приблизим функцию u(t) последова-
тельностью un ∈ C∞([0, T ];H1). Повторяя рассуждения теоремы 3 и пользуясь
условием ρH ≤ 1, получим оценку (19) с постоянной, не зависящей от функ-
ций f , u+

0 , u−T и от оператора H, которая гарантирует единственность решений
u ∈ W . Существование решений в случае ρH < 1 вытекает из теоремы 2. Пока-
жем существование решений в случае ρH = 1. Для этого рассмотрим задачу (1),
(12), где вместо оператора H используем оператор τH (τ ∈ (0, 1)). В соответ-
ствии с теоремой 2 существует решение uτ задачи (1), (12). Из оценки (19),
равномерной по параметру τ ∈ (0, 1), вытекает существование подпоследова-
тельности uτn (τn → 1 при n → ∞) и функции u ∈ W таких, что uτn → u ∈ W
слабо в W , uτn(0) → u(0), uτn(T ) → u(T ) слабо в F0, G0 соответственно. Пере-
ходя к пределу по n, получим утверждение теоремы.

Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 3 (или теоремы 4). Рас-
смотрим уравнение

Mu− λu = f(t). (20)

Тогда для любого λ такого, что Re λ ≤ 0, существует единственное решение
задачи (20), (11) (или (20),(12)), принадлежащее пространству W .

Приведем некоторые простейшие результаты о гладкости решений рассмот-
ренных выше краевых задач.

В дополнение к условиям I, II потребуем выполнения следующего условия.
III. Функция L(t) принадлежит W 1

∞(0, T ;L(H1;H ′
1)) и найдется положи-

тельная постоянная δ0 > 0 такая, что

Re
((

−L(t) +
1
2
Bt(t)

)
u, u

)
≥ δ0‖u‖2H1

∀u ∈ H1, ∀t ∈ (0, T ).

Положим ϕ = (T − t)2t2 в случае T < ∞ и ϕ = min(t2, 1) при T = ∞.

Теорема 5. Пусть f ∈ L2(0, T ;H ′
1),

√
ϕft ∈ L2(0, T ;H ′

1) u+
0 ∈ F+

0 , u−T ∈
G−, выполнены условия I–III, ρH ≤ 1 и справедливы равенства (5). Тогда
существует единственное решение u(t) краевой задачи (1), (12), принадлежащее
пространству W , такое, что

√
ϕut ∈ L2(0, T ;H1),

√
ϕ

d

dt
B(t)ut ∈ L2(0, T ;H ′

1).
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Если дополнительно √ϕf ∈ L2(0, T ;E), B(t) ∈ L∞(0, T ;L(H1, E)), то
√

ϕu(t) ∈ L2(0, T ;D(L)) = {v(t) ∈ L2(0, T ;H1) : Lv ∈ L2(0, T ;E)}.

Доказательство. Определим пространства

W̃ =
{

u ∈ W :
√

ϕut ∈ L2(0, T ;H1),
√

ϕ
d

dt
B(t)ut ∈ L2(0, T ;H ′

1)
}

.

F = {(f, u+
0 , u−T ) : f ∈ L2(0, T ;H ′

1)
√

ϕft ∈ L2(0, T ;H ′
1), u+

0 ∈ F+
0 , u−T ∈ G−0 }.

Отметим, что класс C∞([0, T ];H1) плотен в W̃ . Фактически пространство W̃
состоит из функций u ∈ W таких, что обобщенная производная ut принад-
лежит пространству, норма в котором совпадает с нормой пространства W с
дополнительным весом ϕ. Поскольку операция обобщенного дифференцирова-
ния коммутирует с операцией усреднения, для доказательства плотности можно
применить рассуждения из леммы 1, которые будут справедливы без каких-либо
изменений.

Для функций u ∈ W̃ определим оператор A : W̃ → F , сопоставляющий
каждой функции u ∈ W̃ вектор-функцию (Mu, h1(u), h2(u)), где

h1(u) = E+(0)u(0)− (h11E
−(0)u(0) + h12E

+u(T )),

h2(u) = E−(T )u(T )− (h21E
−(0)u(0) + h22E

+u(T )).

В силу теоремы 4 ker A = {0}. Ввиду оценки (19) имеем

‖Au‖F ≥ δ2‖u‖W (u ∈ C∞([0, T ];H1)), (21)

где δ2 — некоторая положительная постоянная. Интегрируя по частям и ис-
пользуя условие III, получим, что

T∫
0

Re
(

(Mu)t, ϕ(t)ut(t)−
1
2
ϕt(t)u(t)

)
dt

≥ δ3‖
√

ϕut‖2L2(0,T ;H1)
− c‖u‖2W (u ∈ C∞([0, T ];H1)), (22)

где δ3, c — положительные постоянные. Из (21), (22) и определений операто-
ров M , A получим оценку

‖Au‖F ≥ δ4‖u‖W̃
,

где δ4 — положительная постоянная, не зависящая от u. Из этой оценки и опре-
деления оператора A вытекает, что A допускает расширение до ограниченного
линейного отображения W̃ в F с замкнутой областью значений. Покажем, что
R(A) совпадает с F . Предположим, что это не так. Тогда найдется нетри-
виальный линейный непрерывный функционал l ∈ F ∗ такой, что l(Au) = 0
для всех u ∈ W̃ и, в частности, для всех u ∈ C∞([0, T ];H1). Однако из тео-
ремы 4, плотности класса C∞([0, T ];H1) в W и леммы 3 следует, что линеал
{Au, u ∈ C∞([0, T ];H1)} плотен в пространстве F̃ = L2(0, T ;H ′

1) × F+
0 × G−0 ,

причем вложение F ⊂ F̃ плотно. Тогда функционал l допускает продолже-
ние до линейного непрерывного функционала над F̃ и, следовательно, найдется
вектор (f(t), v+

0 , v−T ) (f(t) ∈ L2(0, T ;H1)) такой, что

l(u) = (Mu, f(t)) + (h1(u), v+
0 )F0 + (h2(u), v−T )G0 = 0 ∀u ∈ C∞([0, T ];H1).
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Из теоремы 4 выводим, что f(t) = 0, v+
0 = 0, v−T = 0; противоречие. Оставши-

еся утверждения теоремы вытекают из определений оператора M и простран-
ства W̃ .

Замечание 2. При выполнении дополнительных условий типа гладкости
на операторы B(t), L(t) и дополнительных неравенств того же типа, что и в
условии III, гладкость решений в весовых пространствах по переменной t по-
вышается и далее. Однако в общем случае избавиться от веса ϕ мы не можем
в том смысле, что имеются уравнения вида (1), для которых задача (1), (12)
(или (1), (11)) имеет решение, удовлетворяющие условию ut ∈ L2(0, T ;H1) лишь
при выполнении конечного или бесконечного количества дополнительных усло-
вий типа ортогональности для правой части и граничных данных, несмотря на
то, что априорные оценки имеют место. В качестве примера может служить
параболическое уравнение с меняющимся направлением времени, рассмотрен-
ное в [35]. Примеры операторов L, B, для которых условие (5) не выполнено,
приведены в работах [36, 37].

Теорема 6. Пусть f ∈ L2(0,∞;H ′
1),

√
ϕft ∈ L2(0,∞;H ′

1), u+
0 ∈ F+

0 , вы-
полнены условия I–III, ρH ≤ 1 и справедливо первое из равенств (5). Тогда
существует единственное решение u(t) краевой задачи (1), (11), принадлежа-
щее пространству W и такое, что

√
ϕut ∈ L2(0,∞;H1),

√
ϕ

d

dt
B(t)ut ∈ L2(0,∞;H ′

1).

Если дополнительно √ϕf ∈ L2(0,∞;E), B(t) ∈ L∞(0,∞;L(H1, E)), то
√

ϕu(t) ∈ L2(0,∞;D(L)) = {v ∈ L2(0,∞;H1) : Lv ∈ L2(0,∞;E)}.

Доказательство полностью аналогично доказательству теоремы 5.

§ 2. Вырожденный случай

В этом параграфе мы предполагаем, что операторы B(t), L(t) не зависят
от параметра t. Вместо I, II потребуем выполнения следующих условий.

IV. Найдется пространство H1, плотно вложенное в E, такое, что L ∈
L(H1;H ′

1) и B ∈ L(H1,H
′
1). Оператор B : E → E самосопряжен в E; H1 плотно

вложено в D(|B|1/2).
V. Для u ∈ H1 выполнено неравенство Re(−Lu, u) ≥ 0 и найдется постоян-

ная δ > 0 такая, что
Re(−Lu, u) ≥ δ‖u‖2H1

для всех u ∈ H1 ∩M⊥, где M ⊂ H1 — некоторое конечномерное подпростран-
ство, а ортогональное дополнение берется в E. Для всех u ∈ M справедливо
равенство Re(Lu, u) = 0.

Построим сопряженный к оператору L: L∗ : H1 → H ′
1. Сопряженный к

оператору B совпадает с B. Отметим, что множество {u ∈ H1 : Re(Lu, u) = 0}
всегда является подпространством и совпадает с ядром оператора L + L∗. Это
вытекает из неравенства Коши — Буняковского:

−((L + L∗)u, v) ≤ (−(L + L∗)u, u)(−(L + L∗)v, v) ∀u, v ∈ H1,

и равенства Re(Lu, u) = ((L+L∗)u, u)/2. Из неравенства Коши — Буняковского
вытекает также, что

Re(L(u + v), (u + v)) = Re(Lv, v) ∀u ∈ M, v ∈ H1. (23)
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Говорят, что λ ∈ C принадлежит резольвентному множеству ρ(L − λB)
пучка L−λB, если оператор L−λB : H1 → H ′

1 ограниченно обратим. Положим
σ(L− λB) = C \ ρ(L− λB). Далее считаем условия IV, V выполненными.

Лемма 4. Пусть P — произвольный проектор в H1 на подпространство M .
Тогда найдется постоянная δ1 > 0 такая, что

Re(−Lu, u) ≥ δ1‖u‖2H1

для всех u ∈ R(I − P ). Подпространства R(L− iyB) и R(L∗ − iyB) замкнуты в
H ′

1 для любого y ∈ R.
Доказательство. Покажем первое утверждение леммы. Предполагая

противное, найдем последовательность un ∈ R(I − P ) такую, что ‖un‖1 = 1,
Re(−Lun, un) ≤ 1/n. Пусть P0 — ортопроектор в E на M . Поскольку M конеч-
номерно и H1 ⊂ E, то P0|H1 ∈ L(H1). Положим u1n = P0un, u2n = (I − P0)un.
Тогда последовательности uin (i = 1, 2) ограничены в H1. В силу конечномер-
ности M считаем, что u1n → u1 по норме H1, иначе выберем подпоследователь-
ность. Условие V и равенство (23) гарантируют, что ‖u2n‖1 → 0 при n → ∞.
Тем самым un → u1 по норме H1 и ‖u1‖1 = 1. Кроме того, u1 ∈ R(I − P ).
Это противоречит предельному равенству Re(Lu1, u1) = 0, которое влечет, что
u1 ∈ M . Доказательство второй части утверждения леммы совершенно ана-
логично. Предполагая, что (L − iyB)un → f ∈ H ′

1 при n → ∞, и используя
проектор P0, равенство (23) и условие V, мы показываем сходимость по нор-
ме H1 некоторой подпоследовательности последовательности un. Кроме того,
используем равенство Re(Lu, u) = Re((L− iyB)u, u).

Нам понадобится дополнительное условие

ker B ∩M = {0}. (24)

Лемма 5. Мнимая ось Re λ = 0, за исключением конечного числа точек,
принадлежит резольвентному множеству пучка L− λB.

Доказательство. Из (24) вытекает, что число точек λ с Re λ = 0 таких,
что ker(L − λB) 6= {0}, конечно. Положим L1 = L − λB. Пусть ker L1 =
{0} и Re λ = 0. Покажем, что оператор L1 имеет ограниченный обратный.
В силу предыдущей леммы подпространства R(L1) и R(L∗1) замкнуты. Тогда
R(L − λB) = ker(L∗ − λB)⊥. Покажем, что ker L∗1 = {0}. Пусть u ∈ ker L∗1.
Имеем Re(L∗1u, u) = Re(Lu, u) = 0. Отсюда вытекает, что u ∈ M = ker(L1 + L∗1)
и, значит, L1u = −L∗1u. Cледовательно, u ∈ ker L1 и u = 0. Таким образом,
R(L1) = H ′

1. По теореме Банаха о замкнутом графике оператор L1 ограниченно
обратим.

Сформулируем аналоги теорем 4, 5 для нашего случая. Сохраняем обо-
значения и определения § 1, в частности, определения пространств W , F0, F1,
и F−1. Пространства Gi в данном случае совпадают с Fi (i = 1, 0,−1).

Теорема 7. Пусть f ∈ L2(0, T ;H ′
1), u+

0 ∈ F+
0 , u−T ∈ F−0 , выполнены усло-

вия IV, V, (24), ρH < 1 и справедливо равенство

(F1, F−1)1/2,2 = F0. (25)

Тогда существует единственное решение краевой задачи (1), (12) принадлежа-
щее пространству W . Справедлива оценка

‖u(t)‖W + ‖u(0)‖F0 + ‖u(T )‖F0 ≤ c(‖f‖L2(0,T ;H′
1)

+ ‖u+
0 ‖F0 + ‖u−T ‖F0),
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где c — положительная постоянная, не зависящая от f(t), u+
0 , u−T , u(t). Если

дополнительно √ϕft ∈ L2(0, T ;H ′
1), то решение обладает свойством

√
ϕut ∈ L2(0, T ;H1),

√
ϕ

d

dt
B(t)ut ∈ L2(0, T ;H ′

1).

Если, кроме того, √ϕf ∈ L2(0, T ;E) и B(t) ∈ L∞(0, T ;L(H1, E)), то √ϕu(t) ∈
L2(0, T ;D(L)), где под D(L) понимаем класс {u ∈ H1 : Lu ∈ E}.

Доказательство. Получим первую часть утверждения. Поскольку опе-
ратор L−ε (1 > ε > 0) удовлетворяет условиям теоpем 4 и 5, существует решение
uε задачи (1), (12), где в (1) вместо оператора L мы берем оператор L− ε. Да-
лее, приблизим решение uε последовательностью функций un ∈ C∞([0, T ];H1)
в норме пространства W . Тогда функции I0un принадлежат пространству
L2(0, T ;F1), причем I0u

′
n(t) ∈ L2(0, T ;F−1), и мы имеем сходимость

‖I0(un − uε)‖L2(0,T ;F1) + ‖I0(u′n − u′ε)‖L2(0,T ;F−1) → 0 при n →∞.

Отсюда вытекает (см. лемму 3), что

‖un(0)− uε(0)‖F0 → 0, ‖un(T )− uε(T )‖F0 → 0 при n →∞

и, таким образом, можем считать, что

‖E+un(0)‖F0 + ‖E−un(T )‖F0 ≤ 2(‖u+
0 ‖F0 + ‖u−T ‖F0) ∀n = 1, 2, . . . .

Функции un удовлетворяют уравнению

Bunt − (L− εI)un = fn → f в L2(0, T ;H ′
1). (26)

В силу условия (24) оператор I0 отображает M на подпространство I0M ⊂ F0

той же размерности. Пространство H ′
1, как и само пространство H1, гильбер-

тово. По построению F−1 — гильбертово пространство со скалярным произве-
дением (u, v)−1 = (Bu, Bv)H′

1
. Найдем в M ортонормированный относительно

скалярного произведения в F−1 базис {ωi}N
i=1. Оператор

Pu =
N∑

i=1

ci(u)ωi

с ci(u) = (u, ωi)−1 является проектором в H1 и обладает свойством I0PI0 ∈
L(F−1). Умножим (26) скалярно (в E) на un и проинтегрируем полученное
равенство по t от 0 до T . Интегрируя по частям и используя условие ρH < 1,
лемму 4 и числовое неравенство |ab| ≤ |a|2/(2δ) + δ|b|2/2, получим оценку

T∫
0

‖(I − P )un(t)‖21 dt + ‖un(0)‖2F0
+ ‖un(T )‖2F0

≤ c(δ)‖f‖2L2(0,T ;H′
1)

+ δ‖un‖2L2(0,T ;H1)
+ c1

(
‖u+

0 ‖2F0
+ ‖u−T ‖

2
F0

)
, (27)

где постоянная δ > 0 может быть выбрана произвольно, а оставшиеся постоян-
ные не зависят от n, ε. Из равенства (26) получим неравенство

‖e−γtBunt‖2L2(0,T ;H′
1)
≤ c2

(
‖e−γtun‖2L2(0,T ;H1)

+ ‖e−γtfn‖2L2(0,T ;H′
1)

)
,
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где γ — некоторая положительная постоянная, которую мы выберем позднее, а
постоянная c2 не зависит от γ, n, ε. Последнее неравенство можно переписать
в виде
‖e−γtBunt‖2L2(0,T ;H′

1)
+ ‖e−γtun‖2L2(0,T ;H1)

+ ‖un(0)‖2F0
+ ‖un(T )‖2F0

≤ (c2 + 1)
(
‖e−γtun‖2L2(0,T ;H1)

+ ‖un(0)‖2F0
+ ‖un(T )‖2F0

+ c2‖e−γtfn‖2L2(0,T ;H′
1)

)
.

(28)
Ортогональность оператора P в пространстве F−1 и ортогональность ωi влечет
оценку

‖e−γtBunt‖2L2(0,T ;H′
1)
≥ 1

2
‖e−γtBunt‖2L2(0,T ;H′

1)
+

1
2
‖e−γtBPunt‖2L2(0,T ;H′

1)

≥ 1
2
‖e−γtBunt‖2L2(0,T ;H′

1)
+

1
2

N∑
i=1

T∫
0

e−2γt|c′i(un)|2(t) dt.

Воспользовавшись этим неравенством, перепишем (28) в виде

‖e−γtBunt‖2L2(0,T ;H′
1)

+
N∑

i=1

T∫
0

e−2γt|c′i(un)|2(t) dt

+ ‖e−γtun‖2L2(0,T ;H1)
+ ‖un(0)‖2F0

+ ‖un(T )‖2F0

≤ c3

(
‖(I − P )un‖2L2(0,T ;H1)

+ ‖un(0)‖2F0
+ ‖un(T )‖2F0

)
+ c4‖e−γtfn‖2L2(0,T ;H′

1)
+ c5

N∑
i=1

T∫
0

e−2γt|ci(un)|2(t) dt, (29)

где все постоянные не зависят от γ, n, ε. Из формулы Ньютона — Лейбница
легко можно получить оценку

T∫
0

e−2γt|c(t)|2 dt ≤ 2T

γ

T∫
0

e−2γt|c′(t)|2 dt +
2
γ
|c(0)|2, c(t) ∈ W 1

2 (0, T ).

Подставляя это неравенство, записанное для функций ci, в правую часть нера-
венства (29) и выбирая параметр γ достаточно большим (2Tc5/γ < 1), пере-
носим последнее слагаемое в (29) в левую часть неравенства. Усиливая его,
придем к неравенству
‖e−γtBunt‖2L2(0,T ;H′

1)
+ ‖e−γtun‖2L2(0,T ;H1)

+ ‖un(0)‖2F0
+ ‖un(T )‖2F0

≤ c3

(
‖(I − P )un‖2L2(0,T ;H1)

+ c6‖un(0)‖2F0
+ ‖un(T )‖2F0

)
+ c4‖e−γtfn‖2L2(0,T ;H′

1)
.

Воспользовавшись (27) в правой части этого неравенства и выбирая параметр δ
достаточно малым, придем к оценке
‖un‖2W + ‖un(0)‖2F0

+ ‖un(T )‖2F0
≤ c

(
‖fn‖2L2(0,T ;H′

1)
+ ‖u+

0 ‖2F0
+ ‖u−T ‖

2
F0

)
, (30)

где постоянная c не зависит от ε, n. Оценка (30) позволяет осуществить предель-
ный переход в (26) и показать существование решения. Вторая часть утвержде-
ния доказывается аналогично. Мы используем теорему 5, приближаем решение
uε функциями un ∈ C∞([0, T ];H1) в норме пространства W̃ и получаем апри-
орные оценки с постоянными, не зависящими от ε. Весовую оценку находим с
помощью дифференцирования уравнения по t, оценки (30) и использования тех
же рассуждений, что были использованы при получении (30) для un, примени-
тельно к unt.
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