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ОБОСНОВАНИЕ МЕТОДА НАИСКОРЕЙШЕГО

СПУСКА В ИНТЕГРАЛЬНОЙ

ПОСТАНОВКЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ

ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

С. И. Кабанихин, К. Т. Искаков

Аннотация: Исследован метод наискорейшего спуска решения задачи определе-
ния коэффициента в гиперболическом уравнении в интегральной постановке. Изу-
чены свойства решений прямой и обратной задач. Получены оценки целевого функ-
ционала и его градиента. Доказана сходимость в среднем метода наискорейшего
спуска, минимизирующего функционал невязки. Библиогр. 15.

1. Введение

Идея использования методов теории оптимального управления для реше-
ния обратных задач принадлежит А. Н. Тихонову [1] и А. С. Алексееву [2]. Для
решения одномерной обратной задачи сейсмики метод сопряженных градиентов
использовали и исследовали А. Бамберже, Ж. Шавен и П. Лэли [3], а также
Ф. Сантоза и В. Саймс [4]. Оптимизационный подход к обратным задачам
частотного зондирования в слоистых средах развивался в работе В. И. Дмит-
риева и Е. А. Федоровой [5]. Этот метод использован в работе Ш. Нямбаа и
В. А. Чеверды [6] для решения обратной задачи геоэлектрики на фиксирован-
ной частоте. Для численного решения обратных задач геоэлектрики в слоистых
и вертикально-неоднородных средах метод сопряженных градиентов применен
в работе К. Т. Искакова и С. И. Кабанихина [7].

С обзором и библиографией работ, посвященных оптимизационному мето-
ду решения обратных задач, можно ознакомиться в работах В. Г. Романова,
С. И. Кабанихина [8] и С. И. Кабанихина [9].

Во всех упомянутых работах обратные задачи об определении коэффици-
ентов соответствующих уравнений сводились к задаче минимизации целевого
функционала. Поясним сказанное на примере работы А. Л. Карчевского [10], в
которой рассматривалась обратная задача

vtt(x, t) = vxx(x, t)− q(x)v(x, t) + r(x, t), x ∈ R, t > 0, (1.1)

v(x, 0) = ϕ0(x), vt(x, 0) = ϕ1(x), x ∈ R, (1.2)

v(x0, t) = ν0(t), vx(x0, t) = ν1(t), t ≥ 0, (1.3)

где R — множество вещественных чисел.
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Существование и единственность решения обратной задачи (1.1)–(1.3) в об-
ласти ∆(x0, t0) = {(x, t); 0 < t < t0, x0− t0 + t < x < x0 + t0− t} доказаны в [11]
для достаточно малого t0 > 0, единственность и условная устойчивость — для
любого t0 > 0.

В [10] решение обратной задачи (1.1)–(1.3) сведено к минимизации целевого
функционала

J(1)[q] =

T∫
0

[
vtt(x0, t)− ν′′0 (t)

]2
dt +

T∫
0

[
vxt(x0, t)− ν′1(t)

]2
dt.

В работе [10] получена оценка скорости сходимости итерационного метода
спуска с использованием предположения, что

q(n+1)(x) ∈ M = {q(x); q(x) ∈ C[−T, T ], ‖q‖L2(−T,T ) ≤ M}, (1.4)

где M — некоторое множество корректности.
В работе [12] рассматривается обратная задача

utt(x, t) = uxx(x, t)− q(x)u(x, t), x ∈ R, t > 0, (1.5)

u(x, 0) = q(x), ut(x, 0) = 0, x ∈ R, (1.6)

u(0, t) = f(t), ux(0, t) = 0, t ≥ 0. (1.7)

Постановка задачи (1.5)–(1.7) непосредственно вытекает из (1.1)–(1.3), если по-
ложить u(x, t) = vtt(x, t), f(t) = ν′′0 (t), ν1 = 0, ϕ1 = 0, ϕ0 = −1, r = 0 и считать
все рассматриваемые функции четными по x. Обратная задача (1.5)–(1.7) ис-
следована в [9] на основе минимизации функционала

J(2)[q] =

T∫
0

[u(0, t; q)− f(t)]2 dt. (1.8)

Здесь обозначение u(0, t; q) указывает на то, что u(x, t) является следом ре-
шения прямой задачи (1.5)–(1.7) при некотором фиксированном q. Отметим,
что в силу теоремы единственности решения обратной задачи (1.5)–(1.7) в об-
ласти ∆(0, T ) имеем J(2)(q) = 0 при точном решении обратной задачи.

В работе [9] показано, что функционал (1.8) имеет единственную стаци-
онарную точку. Для исследования функционала использовано представление
u(x, t) через резольвенту, которое позволило получить выражение для градиен-
та функционала:

∇J(2)[q] = η(t)−
T∫

t

η(ξ)B(ξ, t; q)dξ, t ∈ [0, T ], (1.9)

где

B(t, ξ; τ) =

t−ξ∫
0

u(ξ, τ)

1 +

t∫
τ

γ0
2∫

γ0
1

b(ξ, τ, ξ′, τ ′)dξ′ dτ ′

 dτ,

η(t) = u(0, t; q)− f(t), b(x, t, ξ, τ) =
∞∑

n=0

bn(x, t, ξ, τ),
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b1(x, t, ξ, τ) = q(ξ), bn+1(x, t, ξ, τ) =
1
4

t∫
τ

γ2∫
γ1

q(ξ′)bn(ξ, τ, ξ′, τ ′)dξ′ dτ ′,

γ1 = max{x− t + τ ′, ξ + τ − τ ′}, γ2 = min{x + t− τ ′, ξ − τ + τ ′},
γ0
1 = max {−t + τ ′, ξ + τ − τ ′}, γ0

2 = min {t− τ ′, ξ − τ + τ ′}.
Пытаясь решить обратную задачу (1.1)–(1.3) (или в постановке (1.5)–(1.7))

на основе минимизации функционалов J(1), (J(2)) мы наталкиваемся на следу-
ющие трудности.

Во первых, существование классического решения прямой задачи (1.1),
(1.2) предполагает принадлежность искомой функции классу C1, C2, а градиент
функционала J(1) (а также J(2)) определен при условии, что q(x) ∈ L2(0, T ).

Во вторых, если предположить, что q(x) ∈ L2(0, T ), то не удается доказать
существование следа u(0, t) решения прямой задачи (1.1), (1.2) в пространстве
L2(0, T ).

В данной работе сформулируем интегральную (обобщенную) постановку
обратной задачи (1.5)–(1.7). Рассмотрим оптимизационную задачу с функци-
оналом J(3) (определенным ниже в (3.2)). Докажем существование градиента
для функционала J(3) в L2 и получим оценку скорости сходимости в среднем
метода наискорейшего спуска, свободную от ограничения вида (1.4).

Используя четное продолжение по t и формулу Даламбера, запишем инте-
гральное представление решения задачи Коши (1.5), (1.7) в области ∆∗(T, 0):

u(x, t) = F (x, t) +
1
2

x∫
0

t+x−ξ∫
t−x+ξ

q(ξ)u(ξ, τ) dτdξ, (1.10)

где
∆∗(x0, t0) = {(x, t); 0 ≤ x ≤ x0, t0 − x0 + x ≤ t ≤ t0 + x0 − x},

F (x, t) =
1
2
[f(t + x) + f(t− x)].

Положим в (1.10) t = 0 и воспользуемся (1.6)

q(x) = f(x) +

x∫
0

x−ξ∫
0

q(ξ)u(ξ, τ) dτdξ, x ∈ (0, T ). (1.11)

Прямая задача. Зная f(t) ∈ L2(−T, T ) и q(x) ∈ L2(0, T ), найти u(x, t) ∈
L2(∆∗(T, 0)), удовлетворяющее (1.10).

Обратная задача. По известной f(t) ∈ L2(−T, T ) найти q(x) ∈ L2(0, T ),
удовлетворяющую (1.11) (в (1.11) u = u(x, t; q) определяется через q(x) из урав-
нения (1.10)).

2. Свойства решения прямой задачи в L2(´∗(T, 0))

Определим множество Ω(K) =
{
g(x) : g(x) ∈ L2(0, T ), ‖g‖2L2(0,T ) ≤ K2

}
и

обозначим

‖u‖2L2(∆∗(x,0)) =

x∫
0

x−ξ∫
−x+ξ

u2(ξ, τ) dτdξ, ‖f‖2L2(0,x) =

x∫
0

f2(ξ) dξ ≤ M2, x ∈ (0, T ),

(2.1)
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At,x[u] =
1
2

x∫
0

t+x−ξ∫
t−x+ξ

u(ξ, τ) dτdξ, (x, t) ∈ ∆∗(T, 0), (2.2)

Bµ,ξx[u] =
1
2

x∫
ξ

µ2∫
µ1

u(ξ′, τ ′) dτ ′dξ′, µ = (t, τ), (2.3)

где µ1 = µ1(t, x, τ, ξ, ξ′) = max{t − x + ξ′, τ − ξ + ξ′}, µ2 = µ2(t, x, τ, ξ, ξ′) =
min{t + x− ξ′, τ + ξ − ξ′}.

Лемма 2.1. Пусть v(x, t), u(x, t) ∈ L2(∆∗(T, 0)), q, ρ ∈ L2(0, T ). Тогда спра-
ведливы следующие соотношения ((x, t) ∈ ∆∗(T, 0)):

(a) At,x[v(ξ, τ)Aτ,ξ{u(ξ′, τ ′)}] = At,x[u(ξ, τ)Bµ,ξx{v(ξ′, τ ′)}],

(b)
T∫
0

q(x)A0,x[ρ(ξ)u] dx =
T∫
0

ρ(x)
T∫
x

q(ξ)
ξ−x∫
0

u(x, τ) dτdξdx,

(c)
x+ξ∫
−x+ξ

Aτ,ξ[u2] dτ ≤ T‖u‖2L2(∆∗(ξ,0)), ξ ∈ (0, x),

(d)
x−ξ∫
−x+ξ

[q2(τ + ξ) + q2(τ − ξ)] dτ ≤ 8‖q‖2L2(0,x),

(g) Aτ,ξ[q2] ≤ T‖q‖2L2(0,ξ).

Доказательство. (a) Согласно обозначению оператора At,x имеем

I0 = At,x[vAτ,ξu] =
1
4

x∫
0

t+x−ξ∫
t−x+ξ

v(ξ, τ)

ξ∫
0

τ+ξ−ξ′∫
τ−ξ+ξ′

u(ξ′, τ ′) dτ ′dξ′dτdξ.

Так как пределы интегрирования во втором и третьем интегралах не зависят
от ξ′, τ , то, меняя их местами, получим

I0 =
1
4

x∫
0

ξ∫
0

v(ξ, τ)

t+x−ξ∫
t−x+ξ

τ+ξ−ξ′∫
τ−ξ+ξ′

u(ξ′, τ ′) dτ ′dτdξ′dξ.

Заменим пределы интегрирования по переменным τ ′, τ :

I0 =
1
4

x∫
0

ξ∫
0

v(ξ, τ)

t+x−ξ′∫
t−x+ξ′

µ′
2∫

µ′
1

u(ξ′, τ ′) dτdτ ′dξ′dξ,

где µ′1 = µ1(t, x, τ ′, ξ′, ξ), µ′2 = µ2(t, x, τ ′, ξ′, ξ).
Меняя местами пределы интегрирования по переменным ξ′, ξ, получим

I0 =
1
4

x∫
0

x∫
ξ′

v(ξ, τ)

t+x−ξ′∫
t−x+ξ′

µ′
2∫

µ′
1

u(ξ′, τ ′) dτdτ ′dξdξ′.

Заметим, что во втором и третьем интегралах пределы интегрирования не за-
висят от τ ′, ξ, поэтому

I0 =
1
4

x∫
0

t+x−ξ′∫
t−x+ξ′

u(ξ′, τ ′)

x∫
ξ′

µ′
2∫

µ′
1

v(ξ, τ) dτdξdτ ′dξ′.
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Теперь, меняя ролями ξ′ и ξ, а также τ ′ и τ , получим (a).
(b) Заменим пределы интегрирования по переменным ξ, x:

I1 =

T∫
0

q(x)

T∫
ξ

x−ξ∫
0

ρ(ξ)u(ξ, τ) dτdxdξ =

T∫
0

ρ(ξ)

T∫
ξ

q(x)

x−ξ∫
0

u(ξ, τ) dτdxdξ.

Меняя ролями переменные ξ, x, видим, что из последнего вытекает формула
(b).

(c) Имеем

I3 =

x−ξ∫
−x+ξ

Aτ,ξ[u2] dτ =
1
2

x−ξ∫
−x+ξ

ξ∫
0

τ+ξ−ξ′∫
τ−ξ+ξ′

u2(ξ′, τ ′) dτ ′dξ′ dτ.

Заменим пределы интегрирования. Так как пределы интегрирования во внеш-
нем и среднем интегралах не зависят от ξ′, τ , их можно поменять местами.
Область изменения по переменным τ ′, τ имеет вид −x + ξ′ < τ ′ < x − ξ′, а
µ′1,0 < τ < µ′2,0 µ′1,0 = µ1(0, x, τ ′, ξ′, ξ), µ′2,0 = µ2(0, x, τ ′, ξ′, ξ). Таким образом,
принимая во внимание обозначение (2.1), окончательно запишем

I3 =
1
2

ξ∫
0

x−ξ′∫
−x+ξ′

u2(ξ′, τ ′)

µ′
2,0∫

µ′
1,0

dτ dτ ′dξ′ ≤ T‖u‖2L2(∆∗(ξ,0)).

(d) Имеем
x−ξ∫

−x+ξ

[ρ2(τ + ξ) + ρ2(τ − ξ)] dτ =

0∫
−x+ξ

ρ2(τ + ξ) dτ +

x−ξ∫
0

ρ2(τ + ξ) dτ

+

0∫
−x+ξ

ρ2(τ − ξ) dτ +

x−ξ∫
0

ρ2(τ − ξ) dτ =

ξ∫
−x+2ξ

ρ2(λ) dλ +

x∫
ξ

ρ2(λ) dλ

+

−ξ∫
−x

ρ2(β)dβ +

x−2ξ∫
−ξ

ρ2(β)dβ ≤ 4

x∫
−x

ρ2(λ) dλ = 8‖q‖2L2(0,x).

Для доказательства оценки (g) заметим, что

Aτ,ξ[q2(ξ′)] =
1
2

ξ∫
0

q2(ξ′)

τ+ξ−ξ′∫
τ−ξ+ξ′

dτ ′dξ′ ≤ T

ξ∫
0

q2(ξ′)dξ′ = T‖q‖2L2(0,ξ).

Лемма доказана.

Лемма 2.2. Если f(x) ∈ L2(−T, T ), то решение уравнения (1.10) суще-
ствует, единственно в L2(∆∗(T, 0)) и верна оценка

‖u‖2L2(∆∗(x,0)) ≤ c0‖f‖2L2(0,x) ∀x ∈ (0, T ), c0 = 8T exp(2T 3K2). (2.4)

Доказательство. Существование решения в L2(∆∗(T, 0)) следует из ра-
боты [13]. Запишем представление (1.10) в точке (ξ, τ) ∈ ∆∗(x, t) и возведем обе
части в квадрат. Используя неравенство Гёльдера, получим

u2(ξ, τ) ≤ f2(τ + ξ) + f2(τ − ξ) + 2Aτ,ξ[q2(ξ′)]Aτ,ξ[u2(ξ′, τ ′)].
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Учитывая оценку (a) из леммы 2.1, имеем u2(ξ, τ) ≤ f2(τ + ξ) + f2(τ − ξ) +
2TK2Aτ,ξ[u2]. Интегрируя обе части по переменной τ от −x + ξ до x − ξ и
используя свойства (c), (d) из леммы 2.1, получим

x−ξ∫
−x+ξ

u2(ξ, τ) dτ ≤ 8‖f‖2L2(0,x) + 2K2T 2‖u‖L2(∆∗(ξ,0).

Интегрируем обе части по ξ от 0 до λ, где λ ∈ [0, x]:

‖u‖2L2(∆∗(λ,0)) ≤ 8λ‖f‖2L2(0,x) + 2T 2K2

λ∫
0

‖u‖2L2(∆∗(ξ,0))dξ.

Применяя лемму Гронуолла, находим ‖u‖2L2(∆∗(λ,0)) ≤ 8λ‖f‖2L2(0,x) exp(2T 2K2λ)
для любого λ ∈ [0, x], в частности, ‖u‖2L2(∆∗(x,0)) ≤ c0‖f‖2L2(0,x), x ∈ (0, T ).
Лемма доказана.

Следствие 2.1. В условиях леммы 2.2 справедлива оценка

‖u(x, 0)‖2L2(0,T ) ≤ c1‖f‖2L2(0,T ), c1 = 2 + c0TK2.

Теорема 2.1. Решение уравнения (1.10) представимо в виде

u(x, t) = F (x, t) + At,x[H(q) · F ], (x, t) ∈ ∆∗(T, 0), (2.5)

H(q)(t, x, τ, ξ) ∈ L2(∆∗(T, 0)×∆∗(T, 0)).

Здесь

H(q)(t, x, τ, ξ) =
∞∑

n=1

H(q)n(t, x, τ, ξ), (2.6)

H(q)1(t, x, τ, ξ) = q(ξ), (2.7)

H(q)n+1(t, x, τ, ξ) = Bµ,ξx[q(ξ′)H(q)n(τ ′, ξ′, τ, ξ)], n ≥ 1. (2.8)

Доказательство. Будем искать решение интегрального уравнения (1.10)
в виде

u(x, t) =
∞∑

n=0

un(x, t).

Положим u0(x, t) = F (x, t), un+1(x, t) = At,x[qun], n = 1, 2, . . . . Докажем мето-
дом математической индукции, что

un(x, t) = At,x[H(q)nF ]. (2.9)

Для n = 1 имеем u1(x, t) = At,x[qF ] = At,x[H(q)1F ]. Предположим, что
(2.9) выполнено для некоторого k > 1 и докажем, что тогда оно выполнено для
k + 1. В самом деле, uk+1 = At,x[quk] = At,x[qAτ,ξ(H(q)kF )]. Меняя порядок
интегрирования в последнем выражении, получаем uk+1 = At,x[H(q)k+1F ].

Суммируя (2.9) по n от 1 до ∞ и учитывая, что u0(x, t) = F (x, t), приходим
к равенству (2.5).

Докажем вторую часть теоремы. Просуммировав (2.8) по n от 1 до ∞, с
учетом (2.7), (2.6) имеем

H(q)(t, x, τ, ξ) = q(x) + Bµ,ξx[q(ξ′)H(q)(τ ′, ξ′, τ, ξ)]. (2.10)
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Докажем сходимость ряда (2.6) в L2(∆∗(T, 0)×∆∗(T, 0)). Рассмотрим (2.8):

H(q)n+1(t, x, τ, ξ) = Bµ,ξx[H(q)n(τ ′, ξ′, τ, ξ)].

Возведем обе части в квадрат и, используя неравенство Коши — Буняковского,
находим

H2
(q)n+1(t, x, τ, ξ) ≤ Bµ,ξx[q2(ξ′)]Bµ,ξx

[
H2

(q)n(τ, ξ, τ ′, ξ′)
]
.

Интегрируя обе части по τ и ξ в области ∆∗(x, t) и меняя порядок интегри-
рования, получим At,x

[
H2

(q)n+1(t, x, τ, ξ)
]
≤ TK2At,x

[
Aτ,ξ(H2

(q)n)
]
. Обозначим

P(n)(t, x) = At,x[H(q)n(t, x, τ, ξ)] и запишем последнее неравенство иначе:

P(n+1)(t, x) ≤ TK2At,x

[
P 2

(n)(τ, ξ)
]
.

Интегрируя обе части по t от −T до T , имеем
T∫

−T

P 2
(n+1)(t, x)dx ≤ T 2K2

x∫
0

T∫
−T

P 2
(n)(ξ, τ) dτdξ.

Обозначим W 2
(n)(x) =

T∫
−T

P 2
(n)(t, x) dt. Тогда

W 2
(n+1)(x) ≤ T 2K2

x∫
0

W 2
(n)(ξ) dξ. (2.11)

Методом математической индукции нетрудно доказать, что

W 2
(n)(x) ≤ 2T 2K2 (T 2K2x)n

n!
, n = 1, 2, . . . . (2.12)

Интегрируя (2.7) по ξ и τ в области ∆∗(x, t), затем по t от −T до T , получаем
W 2

(1)(x) ≤ 2T 2K2. Предположим, что (2.12) выполнено для n = k и докажем,
что тогда

W 2
(k+1)(x) ≤ 2T 2K2 (T 2K2x)k+1

(k + 1)!
.

В самом деле, согласно (2.11)

W 2
(k+1)(x) ≤ T 2K2

x∫
0

W 2
(k)(ξ)dξ ≤ T 2K2

x∫
0

2T 2K2 (T 2K2ξ)k

k!
dξ

= 2T 2K2 (T 2K2x)k+1

(k + 1)!
.

Следовательно, (2.12) справедливо для всех n.
Рассмотрим частичные суммы ряда (2.6):

Sn(t, x, τ, ξ) = H(q)1(t, x, τ, ξ) + H(q)2(t, x, τ, ξ) + · · ·+ H(q)n(t, x, τ, ξ).

Поскольку

‖Sn‖L2(∆∗(T,0)×∆∗(T,0)) =

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

H(q)j

∥∥∥∥∥
L2(∆∗(T,0)×∆∗(T,0))

≤
n∑

j=1

‖H(q)j‖L2(∆∗(T,0)×∆∗(T,0)),
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в силу (2.12) ряд (2.6) сходится в L2(∆∗(T, 0)×∆∗(T, 0)).
Очевидно, что

Sn+1(t, x, τ, ξ) = q(x) + Bµ,ξx[q(ξ′)Sn(τ ′, ξ′, τ, ξ)]. (2.13)

Переходя в (2.13) к пределу при n → ∞, получим, что сумма ряда (2.6)
является решением уравнения (2.10). Теорема доказана.

3. Целевой функционал. Свойства
решения обратной задачи

Пусть p(x) — приближенное решение обратной задачи (1.11). Определим
невязку

η(x) = p(x)−
x∫

0

x−ξ∫
0

p(ξ)u(ξ, τ ; p) dτdξ − f(x), x ∈ (0, T ). (3.1)

Здесь u(x, t; p) — решение уравнения

u(x, t; p) = F (x, t) + At,x[pu(ξ, τ ; p)].

Для решения обратной задачи (1.11) будем минимизировать следующий
функционал:

J(3)[p] =

T∫
0

p(x)−
x∫

0

x−ξ∫
0

p(ξ)u(ξ, τ ; p) dτdξ − f(x)

2

dx. (3.2)

В дальнейшем для удобства нижний индекс в обозначении функционала опу-
стим. Зададим приращение δp и запишем

∆J [p] = J [p+δp]−J [p] =

T∫
0

{η(x)+δp(x)−A0,x[uδp+(p+δp)δu]}2 dx−
T∫

0

η2(x) dx.

(3.3)
После несложных преобразований получим

∆J [p] = 2

T∫
0

{δp(x)−A0,x[uδp + pδu]}η(x) dx + J0, (3.4)

где

J0 =

T∫
0

{δp(x)−A0,x[uδp + (p + δp)δu]}2dx− 2

T∫
0

A0,x[δpδu]η(x) dx. (3.5)

Нетрудно заметить из (1.10), что

δu(x, t; p) = At,x[uδp + (p + δp)δu], (x, t) ∈ ∆∗(T, 0). (3.6)

Обозначим

Φ(x, t) = At,x[uδp], (x, t) ∈ ∆∗(T, 0), Φ∗(x, y) = Φ(x, t) + At,x[δpδu]
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и перепишем (3.6) в виде

δu(x, t; p) = Φ∗(x, t) + At,x[pδu], (x, t) ∈ ∆∗(T, 0). (3.7)

Используя представление (2.5) (см. теорему 2.1), имеем

δu(x, t; p) = Φ∗(x, t) + At,x[H(p)Φ∗], (x, t) ∈ ∆∗(T, 0), (3.8)

где

H(p)(t, x, τ, ξ) =
∞∑

n=1

H(p)n(t, x, τ, ξ), H(p)1(t, x, τ, ξ) = p(x),

H(p)n+1(t, x, τ, ξ) = Bµ,ξx[p(ξ′)H(p)n(τ ′, ξ′, τ, ξ)], n = 1, 2, . . . .

Запишем представление (3.8) иначе:

δu(x, t; p) = Φ(x, t) + At,x[H(p)Φ] + At,x[δpδu] + At,x[H(p)Aτ,ξ(δpδu)]. (3.9)

Подставляя (3.9) в (3.4), получим

∆J [p] = 2

T∫
0

{δp(x)−A0,x[uδp]−A0,x[p(Φ(ξ, τ) + Aτ,ξ[H(p)Φ])]}η(x) dx

+ J0 + J5 =
5∑

j=0

Jj , (3.10)

где

J1 = 2

T∫
0

δp(x)η(x) dx, J2 = −2

T∫
0

A0,x[uδp]η(x) dx,

J3 = −2

T∫
0

A0,x[pΦ]η(x) dx, J4 = −2

T∫
0

A0,x[pAτ,ξ(H(p)Φ)]η(x) dx,

J5 = −2

T∫
0

A0,x[pAτ,ξ(δpδu)]η(x) dx− 2

T∫
0

A0,x[pAτ,ξ{H(p)Aτ ′,ξ′(δpδu)}]η(x) dx.

Поменяем порядок интегрирования в интегралах J2, J3, J4. Используя формулу
(b) из леммы 2.1, для J2 имеем

J2 = −2

T∫
0

δp(x)


T∫

x

η(ξ)

ξ−x∫
0

u(x, τ) dτdξ

 dx.

Преобразуем J3. Последовательно применяя формулы (a) и (b), получим

J3 = −2

T∫
0

η(x)A0,x[δp(ξ)u(ξ, τ)Bµ0,ξx{p(ξ′)}] dx

= −2

T∫
0

δp(x)


T∫

x

η(ξ)

ξ−x∫
0

u(x, τ)Bµ∗,xξ{p(ξ′)} dτdξ

 dx,
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где µ0 = (0, τ), µ∗ = (0, τ),

µ1,0 = µ1(0, x, τ, ξ, ξ′) = max{−x + ξ′, τ − ξ + ξ′},

µ2,0 = µ2(0, x, τ, ξ, ξ′) = min{x− ξ′, τ + ξ − ξ′},

µ∗1,0 = µ1(0, ξ, τ, x, ξ′) = max{−ξ + ξ′, τ − x + ξ′},

µ∗2,0 = µ2(0, ξ, τ, x, ξ′) = min{ξ − ξ′, τ + x− ξ′}.

Выражение для J4 имеет следующий вид:

J4 = −2

T∫
0

A0,x[pAτ,ξ{H(p)Aτ ′,ξ′ [uδp]}]η(x) dx

= −2

T∫
0

η(x)A0,x[pAτ,ξ{δp(ξ′)u(ξ′, τ ′)Bµ′,ξ′ξ[H(p)]}] dx

= −2

T∫
0

η(x)A0,x[δp(ξ)u(ξ, τ)Bµ0,ξx{p(ξ′)Bµ′,ξ′ξ[H(p)]}] dx

= −2

T∫
0

δp(x)


T∫

x

η(ξ)

ξ−x∫
0

u(x, τ)Bµ∗,xξ[p(ξ′)Bµ′,ξ′x{H(p)}] dτdξ

 dx,

где µ′ = (τ, τ ′), µ′1 = µ1(τ, ξ, τ ′, ξ′, ξ′′), µ′2 = µ2(τ, ξ, τ ′, ξ′, ξ′′). Подставляя полу-
ченные выражения для J2, J3, J4 в (3.10) и вводя обозначение

G(ξ, x; p) =

ξ−x∫
0

u(x, τ){1 + Bµ∗,xξ[p(ξ′)] + Bµ∗,xξ[p(ξ′)Bµ′,ξ′x{H(p)}]} dτ, (3.11)

запишем приращение функционала в следующем виде:

∆J [p] = 2

T∫
0

δp(x)

η(x)−
T∫

x

η(ξ)G(ξ, x; p)dξ

 dx + J0 + J5. (3.12)

Следовательно,
∆J [p] = (δp,∇J [p]) + o(‖δp‖L2(0,T )).

Тем самым доказана

Лемма 3.1. Пусть p(x) ∈ Ω(K). Тогда функционал (3.2) дифференциру-
ем, его градиент ∇J [p] принадлежит L2(∆∗(T, 0)) и представим в виде

∇J [p] = 2

η(x)−
T∫

x

η(ξ)G(ξ, x; p)dξ

 . (3.13)
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Лемма 3.2. Пусть p(x), δp(x) ∈ Ω(K). Тогда для решения уравнения (3.6)
верна оценка

‖δu‖2L2(∆∗(x,0)) ≤ c2
2‖δp‖2L2(0,x), (3.14)

где c2
2 = 2T 2c0M

2 exp(2T 3K2), x ∈ (0, T ).
Доказательство. Пренебрегая членами второго порядка малости, запи-

шем (3.6) в точке (ξ, τ), т. е. δu(ξ, τ ; p) = Aτ,ξ[uδp+pδu]. Проводя рассуждения,
как при доказательстве леммы 2.2, перейдем к неравенству

δ2u(ξ, τ ; p) ≤ 2Aτ,ξ[u2]Aτ,ξ[δ2p] + 2Aτ,ξ[p2]Aτ,ξ[δ2u]

и получим следующую оценку:

‖δu‖2L2(∆∗(λ,0)) ≤ 2T 2c0M
2‖δp‖2L2(0,λ) exp(2T 2K2λ),

которая справедлива для любого λ ∈ [0, x]. В частности, при λ = x вытекает
требуемая оценка (3.14). Лемма доказана.

Теорема 3.1. Пусть p(x), δp(x) ∈ Ω(K). Тогда

|∆J [p]− (δp,∇J [p])| ≤ C1‖δp‖2L2(0,T ), (3.15)

где

C1 = 2 + 2Tc0M
2 + 8Tc2

2K
2

+
√

2T 2c2K(4K2 + 4M2 + TK2c0M
2)[1 + KT 2

√
exp(T 3K2)].

Доказательство. Из (3.12) вытекает, что

|∆J [p]− (δp,∇J [p])| < |J0|+ |J5|.

Оценим вначале J0. Из (3.5) следует, что

|J0| ≤

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

{δp(x)−A0,x[uδp + (p + δp)δu]}2 dx

∣∣∣∣∣∣
+ 2

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

A0,x[δpδu]η(x) dx

∣∣∣∣∣∣ = J0,1 + J0,2.

Очевидно, что

J0,1 ≤ 2

T∫
0

δ2p(x) dx + 4

T∫
0

(A0,x[uδp])2 dx + 4

T∫
0

(A0,x[(p + δp)δu])2 dx

≤ 2‖δp‖2L2(0,T ) + 2T

T∫
0

‖u‖2L2(∆∗(x,0))‖δp‖
2
L2(0,x) dx

+ 4T

T∫
0

‖δu‖2L2(∆∗(x,0))(‖p‖
2
L2(0,x) + ‖δp‖2L2(0,x)) dx.

Используя оценки (2.4) и (3.14), из лемм 2.2, 3.2 получим

J0,1 ≤ ‖δp‖2L2(0,T )(2 + 2Tc0M
2 + 8Tc2

2K
2).
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Очевидно, что

J0,2 ≤ 2

 T∫
0

A0,x[δ2p]A0,x[δ2u] dx

T∫
0

η2(x) dx

1/2

.

Рассмотрим каждый интеграл в отдельности:

2

T∫
0

A0,x[δ2p]A0,x[δ2u] dx ≤
T∫

0

T‖δp‖2L2(0,x)‖δu‖
2
L2(0,x) dx ≤ T 2c2

2‖δp‖4L2(0,T ),

T∫
0

η2(x) dx ≤ 4

T∫
0

p2(x) dx + 4

T∫
0

f2(x) dx + 2

T∫
0

(A0,x[pu])2 dx

≤ 4(K2 + M2) + TK2c0M
2 = c2

3.

Следовательно,

J0,2 ≤ Tc2c3‖δp‖2L2(0,T ), J0 ≤ c4‖δp‖2L2(0,T ),

где c4 = 2 + 2Tc0M
2 + 8Tc2

2K
2 + Tc2c3.

Для завершения доказательства теоремы остается оценить

|J5| ≤ 2

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

A0,x[pAτ,ξ(δpδu)]η(x) dx

∣∣∣∣∣∣
+ 2

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

A0,x[pAτ,ξ{H(p)Aτ ′,ξ′ [δpδu]}]η(x) dx

∣∣∣∣∣∣ = J5,1 + J5,2.

Применяя неравенство Гёльдера, получим

J5,1 ≤ 2

 T∫
0

(A0,x[pAτ,ξ(δpδu)])2 dx

T∫
0

η2(x) dx

1/2

≤ 2c3

 T∫
0

A0,x[p2]A0,x[Aτ,ξ(δ2p)Aτ,ξ(δ2u)] dx

1/2

≤ 2c3

 T∫
0

x‖p‖2L2(0,x)A0,x

[
ξ‖δp‖2L2(0,ξ)Aτ,ξ(δ2u)

]
dx

1/2

≤ 2c3TK‖δp‖L2(0,T )

 T∫
0

A0,x[Aτ,ξ(δ2u)] dx

1/2

≤
√

2c3c2KT 2‖δp‖2L2(0,T ),
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J5,2 = 2

 T∫
0

{A0,x[pAτ,ξ(H(p)Aτ ′,ξ′(δpδu))]}2 dxC2
2,0

1/2

≤ 2c3

 T∫
0

A0,x[p2]A0,x[{Aτ,ξ(H(p)Aτ ′,ξ′ [δpδu])}2] dx

1/2

≤ 2c3

 T∫
0

T‖p‖2L2(0,T )A0,x

[
Aτ,ξ{Aτ ′,ξ′(δpδu)}2Aτ,ξ

{
H2

(p)

}]
dx

1/2

≤ 2c3K

 T∫
0

TA0,x

[
Aτ,ξ{Aτ ′,ξ′(δ2p)Aτ ′,ξ′(δ2u)}Aτ,ξ

{
H2

(p)

}]
dx

1/2

≤ 2c3TK‖δp‖L2(0,T )

 T∫
0

A0,x

[
Aτ,ξ{Aτ ′,ξ′(δ2u)}Aτ,ξ

{
H2

(p)

}]
dx

1/2

≤
√

2c3c2KT 2‖δp‖2L2(0,T )

 T∫
0

A0,x

[
Aτ,ξ

{
H2

(p)

}]
dx

1/2

.

Используя (2.12), получим

J5,2 ≤
√

2T 4c3c2K
2[exp(T 3K2)]1/2‖δp‖2L2(0,T ).

Окончательно имеем

|J0|+ |J5| ≤ ‖δp‖2L2(0,T ){c4 +
√

2c3c2KT 2 +
√

2T 4c3c2K
2
√

exp(T 3K2)}

= C1‖δp‖2L2(0,T ).

Теорема доказана.

Теорема 3.2. Пусть p(x) ∈ Ω(K). Тогда верна оценка

J [p] ≤ C2‖∇J [p]‖2L2(0,T ), (3.16)

где

C2 =
1
2

exp{4T 3(2 + c0TK2)M2[1 + 2T 3K2 + T 6K4]}.

Доказательство. Запишем формулу (3.13) вычисления градиента функ-
ционала (3.2):

1
2
∇J [p(x)] = η(x)−

T∫
x

η(ξ)G(ξ, x; p) dξ, 0 < x < T,

Очевидно, что

|η(x)| < 1
2
|∇J [p(x)]|+

T∫
x

|η(ξ)G(ξ, x; p)| dξ, x ∈ (0, T ). (3.17)
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Для применения леммы Гронуолла проведем ряд преобразований. С этой целью
положим x = T − t, x ∈ (0, T ). Тогда (3.17) примет вид

|η(T − t)| ≤ 1
2
|∇J [p(T − t)]|+

T∫
T−t

|η(ξ)G(ξ, T − t; p)|dξ.

Вводя переменную ξ = T − λ, получим

|η(T − t)| ≤ 1
2
|∇J [p(T − t)]|+

t∫
0

|η(T − λ)G(T − λ, T − t; p)| dλ.

Введем обозначения η̄(t) = η(T − t), ∇J̄ [p(t)] = J [p(T − t)]. Тогда

|η̄(t)| ≤ 1
2
|∇J̄ [p(t)]|+

t∫
0

|η̄(λ)G(T − λ, T − t; p)| dλ.

Используем неравенство (a + b)2 ≤ 2a2 + 2b2:

η̄2(t) ≤ 1
2
(∇J̄ [p(t)])2 + 2

t∫
0

η̄2(λ) dλ

t∫
0

G2(T − λ, T − t; p) dλ.

Обозначим

G2
0(t) =

t∫
0

G2(T − λ, T − t; p) dλ, (3.18)

где t ∈ (0, T ). Интегрируя обе части (3.18) по переменной t от 0 до y, получим

‖η̄‖2L2(0,y) ≤
1
2
‖∇J [p(t)]‖2L2(0,y) + 2G2

0(T )

y∫
0

‖η̄‖L2(0,t)(t) dt, y ∈ (0, T ).

Применяя лемму Гронуолла, приходим к оценке

‖η̄‖2L2(0,y) ≤
1
2
‖∇J̄ [p(t)]‖2L2(0,y) exp(2G2

0(T )y),

справедливой для любого y ∈ (0, T ), в частности,

‖η‖2L2(0,T ) ≤
1
2

exp(2G2
0(T )T )‖∇J [p(t)]‖2L2(0,T ). (3.19)

Теперь остается оценить G2
0(T ). Для этого рассмотрим выражение (3.11):

G(ξ, x; p) =

ξ−x∫
0

u(x, τ){1 + Bµ∗,xξ[p(ξ′)] + Bµ∗,xξ[p(ξ′)Bµ′,ξ′x{H(p)}]} dτ.

В частном случае при t = T (x = 0) имеем

G(T − λ, 0; p) =

T−λ∫
0

u(0, τ){1 + Bµ∗∗,(T−λ)ξ[p(ξ′)(1 + Bµ′,ξ′(T−λ){H(p)})]} dτ,

(3.20)
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где

µ∗∗ = (0, τ), µ∗∗1,0 = µ1(0, T − λ, τ, 0, ξ′) = max{−T + λ + ξ′, τ + ξ′},

µ∗∗2,0 = µ2(0, T − λ, τ, 0, ξ′) = min{T − λ− ξ′, τ − ξ′}.

Возводя обе части (3.20) в квадрат и используя неравенство Гёльдера, получим

G2(T−λ, 0; p)=

T−λ∫
0

u2(0, τ) dτ

T−λ∫
0

{1+Bµ∗∗,(T−λ)ξ[p(ξ′)(1+Bµ′,ξ′(T−λ){H(p)})]}2 dτ

≤ ‖u(0, τ)‖2L2(0,T−λ)

T−λ∫
0

{2 + 4T 2Bµ∗∗,(T−λ)ξ[p2]

+ 4T 2Bµ∗∗,(T−λ)ξ[p2]Bµ∗∗,(T−λ)ξ[(Bµ′,ξ′(T−λ){H(p)})]} dτ.

Принимая во внимание оценку из следствия 2.1, интегрируя обе части по
переменной λ от 0 до T и меняя порядок интегрирования по переменным λ и τ
по формуле (a), имеем

T∫
0

G2(T − λ, 0; p) dλ

≤ c1M
2A0,T

[
2 + 4T 3K2 + 4T 3K2Bµ∗∗,(T−λ)ξ

(
Bµ′,ξ′(T−λ)

{
H2

(p)

})]
≤ c1M

2
{
2T 2 + 4T 5K2 + 4T 3K2A0,T

[
A0,t

(
Aτ,ξ

[
H2

(p)

])]}
.

Используя оценку (2.12) (см. доказательство теоремы 2.1), находим

G2
0(T ) ≤ c1M

2{2T 2 + 4T 5K2 + 2T 8K4}.

Очевидно, что из (3.17) следует требуемая оценка. Теорема доказана.

Теорема 3.3. Если решение q(x) обратной задачи (1.11) существует в
Ω(K), то для любой p(x) ∈ Ω(K) верна оценка

‖p− q‖2L2(0,T ) ≤ C3J [p], (3.21)

где C3 = 2T exp[2T 2c0M
2(1 + 2T 2K2 exp(2T 2K2))].

Доказательство. Рассмотрим разность

p(x)− q(x) = p(x)− f(x)−A0,x[qu(ξ, τ ; q)].

Прибавим и вычтем выражение A0,x[pu(ξ, τ ; p)]. С учетом (3.1)

p(x)− q(x) = η(x) + A0,x[pu(ξ, τ ; p)− qu(ξ, τ ; q)].

Обозначая q̃(x) = p(x) − q(x), ũ(x, t) = u(x, t; p) − u(x, t; q), запишем последнее
равенство в следующем виде:

q̃(x) = η(x) + A0,x[pũ(ξ, τ) + q̃u(ξ, τ ; q)], x ∈ [0, T ].

Возводя обе части в квадрат и используя неравенство Гёльдера, получим

q̃2(x) ≤ 2η2(x) + 4A0,x[q̃2]A0,x[u2] + 4A0,x[p2]A0,x[ũ2].
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Учитывая свойство (g), имеем

q̃2(x) ≤ 2η2(x) + 2T‖q̃‖2L2(0,x)‖u‖
2
L2(∆∗(x,0)) + 2K2T‖ũ‖2L2(∆∗(x,0)).

Используем оценку (2.4) из леммы 2.2:

q̃2(x) ≤ 2η2(x) + 2Tc0M
2‖q̃‖2L2(0,x) + 2K2T‖ũ‖2L2(D(x,0)). (3.22)

Из (1.12) следует, что ũ(x, t) = At,x[q̃u + pũ]. Запишем ũ(x, t) в точке (ξ, τ) ∈
∆∗(x, t), возведем полученное равенство почленно в квадрат и используем нера-
венство Гёльдера:

ũ2(ξ, τ) ≤ 2Aτ,ξ[q̃2]Aτ,ξ[u2] + 2Aτ,ξ[p2]Aτ,ξ[ũ2].

Проинтегрируем обе части по переменной τ от −x + ξ до x− ξ и по ξ от 0 до λ,
λ ∈ [0, x]:

‖ũ‖2L2(∆∗(λ,0)) ≤ 2T 2‖q̃‖2L2(0,ξ)‖u‖
2
L2(∆∗(ξ,0)) + 2T 2K2

λ∫
0

‖ũ‖2L2(∆∗(ξ,0))dξ.

В силу леммы Гронуолла

‖ũ‖2L2(∆∗(x,0)) ≤ ‖q̃‖2L2(0,x)2T 2c0M
2 exp(2T 2K2).

Используя эту оценку, из (3.19) получим

q̃2(x) ≤ 2η2(x) + 2Tc0M
2[1 + 2K2T 2 exp(2T 2K2)]‖q̃‖2L2(0,x).

Интегрируя обе части по x от 0 до λ, λ ∈ [0, T ] и применяя лемму Гронуолла,
выводим требуемую оценку. Теорема доказана.

4. Сходимость итерационного метода

Оптимизационную задачу будем решать методом наискорейшего спус-
ка [14].

Зададим начальное приближение p(0)(x) ∈ Ω(K). Определим последова-
тельность

p(n+1)(x) = p(n)(x)− αn∇J [p(n)], n = 0, 1, 2, . . . . (4.1)

Коэффициент спуска αn определим из условий

J(p(n) − αn∇J [p(n)]) = inf
α≥0

J(p(n) − α∇J [p(n)]), (4.2)

где αn > 0, ∇J [p](x) — градиент функционала (3.2), определяемый форму-
лой (3.13).

При использовании алгоритма (4.1), (4.2) необходимо учесть свойства реше-
ния обратной задачи. Корректность задачи (1.10), (1.11) в окрестности точного
решения доказана в работе [13].

Теорема 4.1. Пусть q(x) ∈ Ω(K) — решение обратной задачи (1.11). Тогда
найдется постоянная ε∗ ∈ R+ такая, что ‖f∗ − f‖2L2(0,T ) ≤ ε∗ для любого f∗(x), и
существует p∗(x) ∈ Ω(K) такое, что p∗(x) = f∗(x)+A0,x[p∗u∗(ξ, τ ; p∗)], x ∈ (0, T ).
Здесь u∗ — решение уравнения

u∗(x, t) =
1
2
[f∗(t + x) + f∗(t− x)] + At,x[p∗u∗].
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Теорема 4.2. Предположим, что точное решение q(x) обратной задачи
(1.11) существует и принадлежит Ω(K). Пусть p(0) ∈ Ω(K) таково, что

f (0)(x) = p(0)(x)−A0,x[p(0)u(0)(ξ, τ ; p(0))]

удовлетворяет оценке ‖f (0) − f‖2L2(0,T ) ≤ ε∗. Тогда при любом целом n ≥ 1
приближение p(n+1), построенное методом наискорейшего спуска, принадлежит
Ω(K) и удовлетворяет оценке

‖p(n+1) − q‖2L2(0,T ) ≤ C3J [p(0)] exp
{
− n

4C1C2

}
.

Доказательство. Пусть p(0)(x) таково, что

f (0)(x) = p(0)(x)−A0,x[p(0)u(0)(ξ, τ ; p(0))]

удовлетворяет условию ‖f (0)(x)− f(x)‖2L2(0,T ) ≤ ε∗. По определению метода
наискорейшего спуска (4.1), (4.2) имеем

J [p(n+1)] ≤ J [p(n)] ≤ · · · ≤ J [p(0)] ≤ ε∗.

Тогда в силу теоремы 4.1 p(n+1) ∈ Ω(K).
Докажем вторую часть теоремы. Положим в теореме 3.1

∆J [p] = J [p(n) − α∇J [p(n)]]− J [p(n)].

Тогда из оценки (3.15) следует неравенство

J [p(n)]− J [p(n) − α∇J [p(n)]] ≥ α(1− C1α)‖∇J‖2L2(0,T ).

Из (4.2), очевидно, вытекает, что

J [p(n)]− J [p(n) − αn∇J [p(n)]] ≥ J [p(n)]− J [p(n) − α∇J [p(n)]]

≥ α(1− C1α)‖∇J‖2L2(0,T ).

Левая часть последнего неравенства не зависит от α, следовательно, в пра-
вой части можно перейти к максимуму:

J [p(n)]− J [p(n) − αn∇J [p(n)]] ≥ 1
4C1

‖∇J‖2L2(0,T ).

По теореме 3.2 имеем

J [p(n)]− J [p(n+1)] ≥ 1
4C1C2

J [p(n)]. (4.3)

Воспользуемся известным фактом [15]: если числовая последовательность та-
кова, что νn − νn+1 ≥ µnνn, νn > 0, µn ≥ 0, n = 0, 1, 2, . . . , то

νn ≤ ν0 exp

{
−

n−1∑
m=0

µm

}
, n ≥ 1. (4.4)

Тогда с учетом (4.4) оценка (4.3) примет вид

J [p(n)] ≤ J [p(0)] exp
{
− n− 1

4C1C2

}
(4.5)

для любого n ≥ 1.
Наконец, принимая во внимание (3.18) и (4.5), для любого n ≥ 1 получим

‖p(n+1) − q‖2L2(0,T ) ≤ C3J [p(n+1)] ≤ C3J [p(0)] exp
{
− n

4C1C2

}
.

Теорема доказана.
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