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НЕЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРОПАРАБОЛИЧЕСКИЕ

УРАВНЕНИЯ В НЕОГРАНИЧЕННЫХ ОБЛАСТЯХ.

СУЩЕСТВОВАНИЕ КЛАССИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ

СО СПЕЦИАЛЬНЫМИ СВОЙСТВАМИ
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Р. Спиглер, Д. Р. Ахметов

Аннотация: Развиваются необходимые математические средства для исследова-
ния одной задачи, возникающей в приложениях. Рассматривается начально-краевая
задача для нелинейного интегропараболического уравнения типа Фоккера — План-
ка, которая является регуляризацией исходной физической постановки. Доказыва-
ется существование классических решений этой задачи, обладающих рядом специ-
альных свойств, необходимых для исследования исходной задачи. Библиогр. 15.

1. Введение

В работе развиваются необходимые математические средства для иссле-
дования одной задачи, возникающей в физике, математическая формулировка
которой была предложена в [1]. Точная постановка и обсуждение соответству-
ющих физических результатов выходят за рамки настоящей работы.

Рассматривается задача классической разрешимости одного нелинейного
интегропараболического уравнения типа Фоккера — Планка. Эта задача яв-
ляется регуляризацией исходной постановки задачи, возникающей в приложе-
ниях и сформулированной в [1]. Необходимо получить решение, обладающее
рядом специальных свойств, а именно: решение должно быть положительным
и нормированным, а также периодическим по одной из пространственных пе-
ременных и экспоненциально убывающим на бесконечности — по другой. Эти
свойства будут использованы в дальнейшем при исследовании исходной «физи-
ческой» задачи.

Регуляризованная краевая задача формулируется так. В области QT =
[0, 2π]×R×[0, T ]×[−G, G] изменения переменных (θ, ω, t, Ω) найти непрерывную
функцию ρ(θ, ω, t, Ω), достаточно гладкую в области QT ∩{t > 0}, удовлетворя-
ющую при t > 0 уравнению

∂ρ
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∂2ρ

∂ω2
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∂2ρ

∂θ2
− F

∂ρ
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∂

∂ω
(Fρ)− Ω

∂ρ

∂ω
−Ks

∂ρ

∂ω
(1.1)

и граничным условиям
(ρ, ρθ)|θ=0 = (ρ, ρθ)|θ=2π, (1.2)
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а при t = 0 — начальным данным
ρ|t=0 = ρ0(θ, ω,Ω), (1.3)

где для сокращения записи мы положили

Ks(θ, t) :=

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

2π∫
0

g(Ω) sin(ϕ− θ)ρ(ϕ, ω, t, Ω) dϕdωdΩ. (1.4)

Здесь ε > 0 — произвольный параметр, не обязательно малый, а g(Ω) и F (ω) —
функции, свойства которых будут определены ниже.

Пусть l0 ≥ 0 — целое число, а α0 ∈ (0, 1) — вещественное. Всюду в даль-
нейшем данные, входящие в задачу (1.1)–(1.3), предполагаются следующими.

(A) Задающая начальные данные функция ρ0(θ, ω,Ω) является: (a1) непре-
рывной по совокупности аргументов (θ, ω,Ω) ∈ Q = R × R × [−G, G], принад-
лежащей пространству Гёльдера Cl0+α0(Q); (a2) 2π-периодической по перемен-
ной θ; (a3) положительной во всей области Q; (a4) нормированной при всех
Ω ∈ [−G, G], т. е.

2π∫
0

+∞∫
−∞

ρ0(θ, ω,Ω) dωdθ = 1; (1.5)

и (a5) экспоненциально убывающей на бесконечности по переменной ω вместе
со своими частными производными в соответствии со следующей оценкой: для
данного целого l0 ≥ 0 выполнены неравенства

sup
θ∈R,Ω∈[−G,G]

∣∣Dl1,l2,l3
θ,ω,Ω ρ0(θ, ω,Ω)

∣∣ ≤ C0e
−M0ω2

при ω ∈ R и l1 + l2 + l3 ≤ l0, где C0,M0 > 0 — некоторые постоянные, а li ≥ 0
(i = 1, 2, 3) — целые числа.

Здесь и далее символ Dl
ξ, где l и ξ — мультииндексы, означает оператор

дифференцирования, имеющий порядки li по переменным ξi соответственно.
(B) «Срезающая функция» g(Ω) предполагается: (b1) принадлежащей про-

странству L1(R) и (b2) имеющей компактный носитель, сосредоточенный на
отрезке [−G, G].

(C) Коэффициент F (ω) предполагается принадлежащим пространству Гё-
льдера C1+l0+α0(R) с теми же параметрами l0 и α0, что и в (a1).

Подчеркнем, что «свободный параметр» Ω в уравнении (1.1) выбирается из
носителя функции g(Ω) (см. (1.4) и (b2)).

Такую задачу можно считать нестандартной по нескольким причинам:
(1) уравнение (1.1) рассматривается в слое (θ, ω, t) ∈ [0, 2π]×R× [0, T ], т. е.

в области, неограниченной по переменной ω;
(2) уравнение (1.1) содержит интеграл, берущийся по неограниченной об-

ласти;
(3) имеется дополнительный параметр Ω, по которому не производится

дифференцирования, но который одновременно является и коэффициентом
уравнения (1.1), и переменной интегрирования в (1.4);

(4) согласно вышеупомянутым соображениям прикладного характера ре-
шение задачи (1.1)–(1.3) должно быть 2π-периодическим по переменной θ, по-
ложительным, нормированным, т. е.

2π∫
0

+∞∫
−∞

ρ(θ, ω, t, Ω) dωdθ = 1
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при t ∈ [0, T ] и Ω ∈ [−G, G] (отрезок [−G, G] совпадает с носителем функции
g(Ω)), и обладать заданным экспоненциальным убыванием при ω → ±∞.

Поэтому известные в литературе результаты по линейным и нелинейным
параболическим [2–8], а также интегропараболическим уравнениям [9] не при-
менимы в рассматриваемом случае.

Работа построена следующим образом. В разд. 2 устанавливаются точ-
ные оценки убывания сверток непрерывных функций с фундаментальными ре-
шениями линейных параболических уравнений в неограниченных областях в
пространствах Rn. Эти результаты являются новыми и представляют само-
стоятельный интерес. Далее в этом же разделе приводятся используемые в
дальнейшем точные коэрцитивные оценки классических решений параболиче-
ских уравнений. Наконец, в разд. 3 методом последовательных приближений
доказывается теорема о классической разрешимости рассматриваемой задачи.
Устанавливаются также и вышеупомянутые специальные свойства этих реше-
ний.

2. Некоторые качественные свойства решений
линейных параболических уравнений

Для того чтобы доказать классическую разрешимость регуляризованной
задачи (1.1)–(1.3), нам необходимо установить некоторые свойства решений ли-
нейных параболических уравнений. Эти свойства будут сформулированы в об-
щем виде для многомерного случая. Результаты этого раздела имеют самосто-
ятельный интерес для качественной теории параболических уравнений.

2.1. Об убывании сверток с фундаментальным решением. Пусть
ξ = (ξ1, . . . , ξn) — произвольный элемент пространства Rn, |ξ| =

(
ξ2
1 + · · · +

ξ2
n

)1/2 — его евклидова норма, l = (l1, . . . , ln) — мультииндекс, |l| = l1 + · · ·+ ln
и H(T ) = {(ξ, t) : ξ ∈ Rn, t ∈ (0, T )} — полоса в пространстве Rn+1. Мы
будем также представлять точки пространства Rn в виде ξ = (x, y), где x ∈ Rm,
y ∈ Rn−m и m ≥ 0, m < n — целые числа.

Обозначим через Cα,0
ξ,t множество непрерывных в полосе H(T ) функций

u(ξ, t), имеющих конечную норму

‖u‖Cα,0
ξ,t

:= sup
(ξ,t)∈H(T )

|u(ξ, t)|+ sup
ξ,η∈Rn,ξ 6=η,t∈[0,T ]

|u(ξ, t)− u(η, t)|
|ξ − η|α

,

где α ∈ (0, 1) — произвольная фиксированная постоянная. Символом L обозна-
чим линейный равномерно параболический дифференциальный оператор 2-го
порядка общего вида, т. е.

Lu :=
∂u

∂t
−

n∑
i,j=1

aij(ξ, t)
∂2u

∂ξi∂ξj
−

n∑
i=1

bi(ξ, t)
∂u

∂ξi
− c(ξ, t)u (2.1)

и существует такая постоянная a0 > 0, что

n∑
i,j=1

aij(ξ, t)vivj ≥ a0

n∑
i=1

v2
i

для всех (ξ, t) ∈ H(T ) и v ∈ Rn; эта положительная постоянная a0 называется
константой параболичности оператора L.
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Определение 2.1. Функция w(δ), определенная и непрерывная при δ ≥
0, называется модулем непрерывности, если выполнены следующие условия:
w(0) = 0, w(δ1) ≤ w(δ2) при 0 ≤ δ1 ≤ δ2, w(δ1 +δ2) ≤ w(δ1)+w(δ2) при δ1, δ2 ≥ 0.

Замечание 2.1. Если функция ϕ(ξ) ∈ C(Rn) равномерно непрерывна, то
функция

wϕ(δ) := sup
|ξ−η|≤δ

|ϕ(ξ)− ϕ(η)|

удовлетворяет приведенным выше условиям и называется модулем непрерыв-
ности функции ϕ.

Справедливо следующее утверждение (см. [10]).

Лемма 2.1. Любой модуль непрерывности w обладает следующими свой-
ствами:

w(βδ) ≤ (β + 1)w(δ) для всех β, δ ≥ 0,
w(t)

t
≤ 2

w(δ)
δ

для 0 < δ ≤ t.

Сейчас мы установим основные свойства сверток непрерывных функций с
фундаментальным решением данного линейного равномерно параболического
оператора L с коэффициентами из Cα,0

ξ,t .

Теорема 2.1. Пусть коэффициенты равномерно параболического опера-
тора L принадлежат пространству Cα,0

ξ,t , а функция f(ξ, t) непрерывна в H(T )
и удовлетворяет условию

sup
x∈Rm,t∈(0,T )

|f(x, y, t)| ≤ ϕ(|y|), (2.2)

где ϕ(δ) — невозрастающая функция при δ ≥ 0. Тогда для свертки

u(ξ, t) =

t∫
0

∫
Rn

Z(ξ, t, η, τ)f(η, τ) dηdτ, (2.3)

где Z(ξ, t, η, τ) — фундаментальное решение уравнения Lu = 0 в полосе H(T ),
справедливы следующие оценки:∣∣Dl

ξu(ξ, t)
∣∣ ≤ Ct1−|l|/2(ϕ(q|y|) + ϕ(0)e−M(1−q)2|y|2/t)

в H(T ) для всех q ∈ (0, 1) и |l| ≤ 1. Здесь постоянные C и M > 0 не зависят
от ϕ, ξ, t, q, а зависят только от T , α, n, максимума Cα,0

ξ,t -норм коэффициентов
оператора L и константы параболичности a0.

Доказательство. Хорошо известно [4], что если коэффициенты равно-
мерно параболического оператора L из (2.1) принадлежат пространству Cα,0

ξ,t ,
то фундаментальное решение Z(ξ, t, η, τ) уравнения Lu = 0 удовлетворяет нера-
венствам ∣∣Dk,l

t,ξZ(ξ, t, η, τ)
∣∣ ≤ C

(t− τ)n/2+k+|l|/2
e−M |ξ−η|2/(t−τ) (2.4)

для ξ, η ∈ Rn, 0 ≤ τ < t ≤ T и 2k + |l| ≤ 2. Известно также, что при |l| ≤ 1
производные Dl

ξu(ξ, t) функции (2.3) вычисляются в H(T ) по формулам

Dl
ξu(ξ, t) =

t∫
0

∫
Rn

Dl
ξZ(ξ, t, η, τ)f(η, τ) dηdτ.
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Поэтому в силу (2.2) и (2.4) имеем оценку∣∣Dl
ξu(x0, y0, t)

∣∣
≤

t∫
0

∫
Rn−m

∫
Rm

C

(t− τ)n/2+|l|/2
e−M |x0−x|2/(t−τ)e−M |y0−y|2/(t−τ)ϕ(|y|) dxdydτ

≤
t∫

0

∫
Rn−m

C

(t− τ)(n−m)/2+|l|/2
e−M |y0−y|2/(t−τ)ϕ(|y|) dydτ

в H(T ) для |l| ≤ 1. После замены переменных y = y0 + z
√

t− τ данное неравен-
ство принимает вид

∣∣Dl
ξu(x0, y0, t)

∣∣ ≤ t∫
0

∫
Rn−m

C

(t− τ)|l|/2
e−M |z|2ϕ(|y0 + z

√
t− τ |) dzdτ

=

t∫
0

∫
|y0+z

√
t−τ |≥q|y0|

C

(t− τ)|l|/2
e−M |z|2ϕ(|y0 + z

√
t− τ |) dzdτ

+

t∫
0

∫
|y0+z

√
t−τ |≤q|y0|

C

(t− τ)|l|/2
e−M |z|2ϕ(|y0 + z

√
t− τ |) dzdτ.

Из этого представления, пользуясь монотонностью функции ϕ, извлекаем ис-
комый результат:

∣∣Dl
ξu(x0, y0, t)

∣∣ ≤ t∫
0

∫
Rn−m

C

(t− τ)|l|/2
e−M |z|2ϕ(q|y0|) dzdτ

+

t∫
0

∫
|z|≥(1−q)

|y0|√
t−τ

C

(t− τ)|l|/2
e−M |z|2ϕ(0) dzdτ

≤ Ct1−|l|/2(ϕ(q|y0|) + ϕ(0)e−M(1−q)2|y0|2/t),

где постоянные C и M > 0 не зависят от ϕ, x0, y0, t и q ∈ (0, 1). Теорема
доказана.

Теорема 2.2. Пусть коэффициенты равномерно параболического операто-
ра L принадлежат пространству Cα,0

ξ,t , а функция f(ξ) непрерывна в Rn и удо-
влетворяет условию sup

x∈Rm

|f(x, y)| ≤ ϕ(|y|), где ϕ(δ) — невозрастающая функция

при δ ≥ 0. Тогда для свертки

u(ξ, t) =
∫

Rn

Z(ξ, t, η, 0)f(η) dη,

где Z(ξ, t, η, τ) — фундаментальное решение уравнения Lu = 0 в полосе H(T ),
справедливы следующие оценки:∣∣Dk,l

t,ξu(ξ, t)
∣∣ ≤ C

tk+|l|/2
(ϕ(q|y|) + ϕ(0)e−M(1−q)2|y|2/t)
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в H(T ) для всех q ∈ (0, 1) и 2k+ |l| ≤ 2. Здесь постоянные C и M > 0 не зависят
от ϕ, ξ, t, q, а зависят только от T , α, n, максимума Cα,0

ξ,t -норм коэффициентов
оператора L и константы параболичности a0.

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 2.1 и по-
этому опускается.

Теорема 2.3. Пусть выполнены все предположения теоремы 2.2 и, кроме
того, функция f(ξ) удовлетворяет дополнительному соотношению

|f(ξ)− f(ξ0)| ≤ w(|ξ − ξ0|)ϕ(min{|y|, |y0|}), (2.5)

где w(δ) — модуль непрерывности. Тогда для свертки

u(ξ, t) =
∫

Rn

Z(ξ, t, η, 0)f(η)dη, (2.6)

где Z(ξ, t, η, τ) — фундаментальное решение уравнения Lu = 0 в полосе H(T ),
следующие оценки справедливы для всех (ξ, t), (ξ0, t), (ξ, t + δ) ∈ H(T ) (δ > 0):

|u(ξ, t)| ≤ C(ϕ(|y|/2) + ϕ(0)e−M |y|2/t), (2.7)∣∣Dk,l
t,ξu(ξ, t)

∣∣ ≤ C
w(
√

t)
tk+|l|/2

(ϕ(|y|/2) + ϕ(0)e−M |y|2/t) для 2k + |l| = 1, 2, (2.8)

|u(ξ, t)− u(ξ, t + δ)| ≤ Cw(
√

δ)(ϕ(|y|/2) + ϕ(0)e−M |y|2/(t+δ)), (2.9)

∣∣Dl
ξu(ξ, t)−Dl

ξu(ξ0, t)
∣∣ ≤ C

w(|ξ − ξ0|)
t|l|/2

(ϕ(min{|y|/2, |y0|/2})

+ ϕ(0)e−M min{|y|2,|y0|2}/t) для |l| ≤ 1. (2.10)

Здесь постоянные C и M > 0 не зависят от ϕ, ξ, ξ0, t, δ, а зависят только
от T , α, w, n, максимума Cα,0

ξ,t -норм коэффициентов оператора L и константы
параболичности a0.

Доказательство. Заметим, что неравенство (2.7) является следствием
теоремы 2.2, так как

|u(ξ, t)| ≤ C(ϕ(q|y|) + ϕ(0)e−M(1−q)2|y|2/t) (2.11)

для всех q ∈ (0, 1). Для того чтобы рассмотреть случаи 2k + |l| = 1, 2, введем
обозначение

L1u :=
∂u

∂t
−

n∑
i,j=1

aij(ξ, t)
∂2u

∂ξi∂ξj
−

n∑
i=1

bi(ξ, t)
∂u

∂ξi
.

Тогда Lu = L1u − c(ξ, t)u. В условиях теоремы функция u(ξ, t) из (2.6) —
ограниченное классическое решение однородной задачи Коши (см. [4])

Lu = 0 в H(T ), u(ξ, 0) = f(ξ) при ξ ∈ Rn. (2.12)

С другой стороны, u(ξ, t) является решением задачи Коши для уравнения

L1u = c(ξ, t)u(ξ, t) в H(T ) (2.13)

с начальными данными u(ξ, 0) = f(ξ) при ξ ∈ Rn. Кроме того, правая часть
уравнения (2.13) — ограниченная функция (см. определение пространства Cα,0

ξ,t
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и уже доказанную оценку (2.7)), которая как функция переменной ξ обладает
локальным модулем непрерывности w(δ) ≤ Cδα. Значит [4, 11],

Dl
ξu(ξ, t) =

∫
Rn

Dl
ξZ1(ξ, t, η, 0)f(η) dη

+

t∫
0

∫
Rn

Dl
ξZ1(ξ, t, η, τ)c(η, τ)u(η, τ) dηdτ := I l

1 + I l
2 (2.14)

в H(T ) для |l| ≤ 2, где Z1(ξ, t, η, τ) — фундаментальное решение уравнения
L1u = 0 в полосе H(T ). Производные этого фундаментального решения Z1

обладают следующими свойствами [4]:∫
Rn

Dl
ξZ1(ξ, t, η, τ) dη =

{
1 при |l| = 0,

0 при |l| = 1, 2.
(2.15)

Поэтому для |l| = 1, 2 имеем равенство

I l
1(ξ, t) =

∫
Rn

Dl
ξZ1(ξ, t, η, 0)(f(η)− f(ξ)) dη,

а значит, для ξ0 = (x0, y0) справедливо неравенство∣∣I l
1(ξ0, t)

∣∣ ≤ ∫
Rn

C

tn/2+|l|/2
e−M |ξ0−η|2/t|f(η)− f(ξ0)| dη

(ср. с (2.4)). Отсюда после замены переменных η = ξ0 + ξ
√

t, где ξ = (x, y), в
силу (2.5) и леммы 2.1 вытекает оценка∣∣I l

1(ξ0, t)
∣∣ ≤ ∫

Rn−m

∫
Rm

C

t|l|/2
e−M(|x|2+|y|2)(|x|+ 1)(|y|+ 1)w(

√
t)

× ϕ(min{|y0 + y
√

t|, |y0|}) dxdy

≤ C
w(
√

t)
t(n−m)/2+|l|/2

( ∫
|y0+y

√
t|≥q|y0|

(|y|+ 1)e−M |y|2ϕ(q|y0|) dy

+
∫

|y0+y
√

t|≤q|y0|

(|y|+ 1)e−M |y|2ϕ(0) dy

)
,

из которой так же, как при доказательстве теоремы 2.1, выводим окончатель-
ный результат:∣∣I l

1(ξ0, t)
∣∣ ≤ C

w(
√

t)
t|l|/2

(ϕ(q|y0|) + ϕ(0)e−M(1−q)2|y0|2/t) (2.16)

для |l| = 1, 2, где константы C,M > 0 не зависят ни от ϕ, ξ0, t, ни от q ∈ (0, 1).
Далее, используя оценку (2.11) и теорему 2.1, приходим к соотношению∣∣I l

2(ξ, t)
∣∣ ≤ Ct1−|l|/2(ϕ(qp|y|) + ϕ(0)e−M(1−q)2p2|y|2/t + ϕ(0)e−M(1−p)2|y|2/t) (2.17)

для |l| ≤ 1, где постоянные C и M > 0 опять не зависят ни от ϕ, ξ, t, ни от
q, p ∈ (0, 1).
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Таким образом, для того чтобы установить неравенство (2.8), осталось рас-
смотреть только слагаемые I l

2(ξ, t) с |l| = 2 в (2.14), так как оценка для ut(ξ, t)
будет вытекать из уравнения (2.12).

Как известно [12], для |l| ≤ 2 и 0 ≤ τ < t ≤ T имеет место неравенство∣∣Dl
ξZ(ξ, t, η, τ)−Dl

ξZ(ξ0, t, η, τ)
∣∣

≤ C|ξ − ξ0|α

(t− τ)n/2+|l|/2+α/2
(e−M |ξ−η|2/(t−τ) + e−M |ξ0−η|2/(t−τ)).

Это означает, что для любых точек ξ0 = (x0, y0) и ξ′0 = (x′0, y
′
0) справедлива

оценка

|u(ξ0, t)− u(ξ′0, t)| ≤
∫

Rn−m

∫
Rm

C|ξ0 − ξ′0|α

tn/2+α/2
e−M |x0−x|2/te−M |y0−y|2/tϕ(|y|) dxdy

+
∫

Rn−m

∫
Rm

C|ξ0 − ξ′0|α

tn/2+α/2
e−M |x′0−x|2/te−M |y′0−y|2/tϕ(|y|) dxdy,

из которой так же, как и при доказательстве теоремы 2.1, вытекает неравенство

|u(ξ0, t)− u(ξ′0, t)| ≤ C
|ξ0 − ξ′0|α

tα/2
(ϕ(qδ(ξ0, ξ

′
0)) + ϕ(0)e−M(1−q)2δ2(ξ0,ξ′0)/t),

где δ(ξ0, ξ
′
0) = min{|y0|, |y′0|}. Следовательно,

|c(ξ0, t)u(ξ0, t)− c(ξ′0, t)u(ξ′0, t)|
≤ |c(ξ0, t)− c(ξ′0, t)||u(ξ0, t)|+ |c(ξ′0, t)||u(ξ0, t)− u(ξ′0, t)|

≤ C
|ξ0 − ξ′0|α

tα/2
(ϕ(qδ(ξ0, ξ

′
0)) + ϕ(0)e−M(1−q)2δ2(ξ0,ξ′0)/t).

Поэтому (см. (2.4) и (2.15)) для |l| = 1, 2 имеем

∣∣I l
2(ξ0, t)

∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

t∫
0

∫
Rn

Dl
ξZ1(ξ0, t, η, τ)(c(η, τ)u(η, τ)− c(ξ0, τ)u(ξ0, τ)) dηdτ

∣∣∣∣∣∣
≤

t∫
0

∫
Rn

C|ξ0 − η|α

(t− τ)n/2+|l|/2τα/2
e−M |ξ0−η|2/(t−τ)

× (ϕ(qδ(ξ0, η)) + ϕ(0)e−M(1−q)2δ2(ξ0,η)/τ ) dηdτ.

После замены переменных η = ξ0 + ξ
√

t− τ , где ξ = (x, y), из последнего нера-
венства следует, что

∣∣I l
2(ξ0, t)

∣∣ ≤ t∫
0

∫
Rn−m

∫
Rm

C

(t− τ)|l|/2−α/2τα/2
(|x|+ 1)(|y|+ 1)e−M |x|2e−M |y|2

× (ϕ(qδ(y0, y0 + y
√

t− τ)) + ϕ(0)e−M(1−q)2δ2(y0,y0+y
√

t−τ)/τ ) dxdydτ

≤
t∫

0

∫
|y0+y

√
t−τ |≥p|y0|

C(|y|+ 1)
(t− τ)|l|/2−α/2τα/2

e−M |y|2
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× (ϕ(qp|y0|) + ϕ(0)e−M(1−q)2p2|y0|2/τ ) dydτ

+

t∫
0

∫
|y0+y

√
t−τ |≤p|y0|

C

(t− τ)|l|/2−α/2τα/2
(|y|+ 1)e−M |y|2ϕ(0) dydτ

≤ C(ϕ(qp|y0|) + ϕ(0)e−M(1−q)2p2|y0|2/t)

t∫
0

dτ

(t− τ)|l|/2−α/2τα/2

+ Cϕ(0)

t∫
0

dτ

(t− τ)|l|/2−α/2τα/2

∫
|y|≥(1−p)

|y0|√
t

(|y|+ 1)e−M |y|2 dy

≤ C(ϕ(qp|y0|) + ϕ(0)e−M(1−q)2p2|y0|2/t + ϕ(0)e−M(1−p)2|y0|2/t)

для |l| = 2, где постоянные C и M > 0 не зависят ни от ϕ, ξ0, t, ни от q, p ∈ (0, 1).
Это неравенство вместе с (2.16) и (2.17) дает (2.8).

Перейдем к доказательству оценки (2.9). Если δ < t, то, используя тео-
рему Лагранжа, оценку (2.8) для |ut| (только что доказанную) и лемму 2.1,
заключаем, что

|u(ξ, t)− u(ξ, t + δ)| ≤ C
w(
√

t)
t

δ(ϕ(|y|/2) + ϕ(0)e−M |y|2/(t+δ))

≤ Cw(
√

δ)(ϕ(|y|/2) + ϕ(0)e−M |y|2/(t+δ)).

Если δ ≥ t, то рассмотрим разложение (см. (2.14) и (2.15))

u(ξ, t)− u(ξ, t + δ) = u(ξ, t)− u(ξ, 0) + u(ξ, 0)− u(ξ, t + δ)

=
∫

Rn

Z1(ξ, t, η, 0)(f(η)− f(ξ)) dη + I0
2 (ξ, t)

−
∫

Rn

Z1(ξ, t + δ, η, 0)(f(η)− f(ξ)) dη − I0
2 (ξ, t + δ).

Из этого представления вытекает следующее неравенство (см. (2.17) и доказа-
тельство оценки (2.16)):

|u(ξ, t)− u(ξ, t + δ)| ≤ C(w(
√

δ) + δ)(ϕ(|y|/2) + ϕ(0)e−M |y|2/(t+δ))

для δ ≥ t, которое совпадает с (2.9), так как по лемме 2.1 δ ≤ 2T
w(
√

T )
w(
√

δ) при
0 < δ ≤ T .

Неравенство (2.10) устанавливается аналогичным образом. Для того чтобы
оценить разность Dl

ξu(ξ, t) −Dl
ξu(ξ0, t) для |l| ≤ 1 и |ξ − ξ0| <

√
t, нужно снова

использовать теорему Лагранжа, оценку (2.8) и лемму 2.1. Наконец, в случае
|ξ − ξ0| ≥

√
t достаточно рассмотреть разложение

|u(ξ, t)− u(ξ0, t)| ≤ |u(ξ, t)− u(ξ, 0)|+ |u(ξ, 0)− u(ξ0, 0)|+ |u(ξ0, 0)− u(ξ0, t)|

и использовать тривиальное неравенство∣∣Dl
ξu(ξ, t)−Dl

ξu(ξ0, t)
∣∣ ≤ ∣∣Dl

ξu(ξ, t)
∣∣+ ∣∣Dl

ξu(ξ0, t)
∣∣

для |l| = 1. Теорема доказана.
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2.2. Точные коэрцитивные оценки для классических решений ли-
нейных параболических уравнений. Рассмотрим задачу Коши

Lu = f(x, t) в H(T ), u(x, 0) = ϕ(x) при x ∈ Rn (2.18)

с равномерно параболическим оператором L, определенным в (2.1), и H(T ) =
{(x, t) : x ∈ Rn, t ∈ (0, T )}. Напомним, что классическим решением задачи
(2.18) называется функция u(x, t) ∈ C(H(T )) ∩ C2,1

x,t (H(T )), удовлетворяющая
(2.18).

Для того чтобы дать точную формулировку теоремы о коэрцитивных оцен-
ках, введем следующие функциональные пространства.

Определение 2.2. Пусть w — произвольный модуль непрерывности. Бу-
дем говорить, что функция u(x, t) принадлежит множеству Cw,T , если эта
функция непрерывна в H(T ) и имеет конечную норму

‖u‖Cw,T
= sup

(x,t)∈H(T )

|u(x, t)|+ sup
|u(x, t)− u(y, t)|

w(|x− y|)
+ sup

|u(x, t)− u(x, t + δ)|
w(
√

δ)
,

где второй супремум берется по всем точкам (x, t) 6= (y, t) из H(T ), а третий —
по всем точкам (x, t), (x, t + δ) (δ > 0) из H(T ).

Определение 2.3. Пусть w — модуль непрерывности. Будем говорить,
что функция u(x, t) принадлежит множеству Dw,T , если эта функция

1) непрерывна в H(T ) и имеет в H(T ) непрерывные производные Dk,l
t,xu(x, t)

при 2k + |l| ≤ 2;
2) обладает конечной нормой

‖u‖Dw,T
= ‖u‖Cw,T

+
∑

0<2k+|l|≤2

〈
Dk,l

t,xu
〉
2k+|l|,

где

〈u〉i = sup
(

ti/2

w(
√

t)
|u(x, t)|+ ti/2 |u(x, t)− u(y, t)|

w(|x− y|)
+ ti/2 |u(x, t)− u(x, t + δ)|

w(
√

δ)

)
и супремум берется по всем точкам (x, t), (y, t), (x, t+δ) (δ > 0) из полосы H(T )
таким, что x 6= y.

Определение 2.4. Пусть w — модуль непрерывности. Будем говорить,
что пара функций (f, ϕ) принадлежит множеству Rw,T , если эта пара

1) имеет непрерывные компоненты f(x, t) для (x, t) ∈ H(T ) и ϕ(x) для
x ∈ Rn;

2) обладает конечной нормой ‖(f, ϕ)‖Rw,T
= ‖f‖w,T + ‖ϕ‖w, где

‖f‖w,T = 〈f〉2, ‖ϕ‖w = sup
x∈Rn

|ϕ(x)|+ sup
x,y∈Rn,x 6=y

|ϕ(x)− ϕ(y)|
w(|x− y|)

.

Легко показать, что Cw,T , Dw,T и Rw,T — банаховы пространства.
Определение 2.5. Говорят, что модуль непрерывности w удовлетворяет

условиям Зигмунда, если существует такая постоянная C, что при всех δ ∈ (0, 1)
справедливы неравенства

δ∫
0

w(τ)
τ

dτ ≤ Cw(δ),

1∫
δ

w(τ)
τ2

dτ ≤ C
w(δ)

δ
.

Следующая теорема доказана в [13].
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Теорема 2.4. Пусть
1) модуль непрерывности w удовлетворяет условиям Зигмунда;
2) пара функций (f, ϕ) принадлежит множеству Rw,T ;
3) коэффициенты равномерно параболического оператора L из (2.1) при-

надлежат множеству Cw,T .
Тогда в пространстве Dw,T существует единственное классическое решение

u(x, t) задачи (2.18), причем

‖u‖Dw,T
≤ C(‖f‖w,T + ‖ϕ‖w),

где постоянная C не зависит ни от f , ни от ϕ. Эта постоянная зависит только
от T , w, n, максимума Cw,T -норм коэффициентов оператора L и константы
параболичности a0.

3. Разрешимость задачи

В этом разделе мы докажем теорему существования классического решения
задачи (1.1)–(1.3) (регуляризованной по сравнению с «физической» постанов-
кой из [1]), используя свойство равномерной сходимости последовательности,
построенной по методу последовательных приближений.

3.1. Последовательные приближения и некоторые их свойства.
Для n = 1, 2, . . . рассмотрим последовательность уравнений

∂ρn+1

∂t
=

∂2ρn+1

∂ω2
+ε

∂2ρn+1

∂θ2
−F

∂ρn+1

∂θ
+

∂

∂ω
(Fρn+1)−Ω

∂ρn+1

∂ω
−K n

s

∂ρn+1

∂ω
(3.1)

на множестве Q∗
T = R× R× (0, T ]× [−G, G] точек (θ, ω, t, Ω), где (см. (1.4))

K n
s (θ, t) :=

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

2π∫
0

g(Ω) sin(ϕ− θ)ρn(ϕ, ω, t, Ω) dϕdωdΩ. (3.2)

Для каждого из уравнений (3.1) рассмотрим одни и те же данные Коши (ср. с
(1.3))

ρn+1|t=0 = ρ0(θ, ω,Ω), n = 1, 2, . . . , (3.3)

для (θ, ω,Ω) ∈ Q = R × R × [−G, G] и выберем эти начальные данные ρ0 в
качестве первого приближения ρ1(θ, ω, t, Ω).

Докажем существование последовательности классических (гладких) ре-
шений ρn+1(θ, ω, t, Ω) линейной параболической задачи (3.1), (3.3) и установим
некоторые свойства этих решений.

Теорема 3.1. Пусть данные задачи (1.1)–(1.3) удовлетворяют всем пред-
положениям (A) (при l0 = 0), (B) и (C). Тогда для каждого ε > 0 существует
последовательность функций ρn(θ, ω, t, Ω), n = 2, 3, . . . , со следующими свой-
ствами: все функции ρn

1) непрерывны по совокупности аргументов в Q∗
T и обладают непрерывны-

ми частными производными Dk,l1,l2
t,ω,θ ρn в Q∗

T для 2k + l1 + l2 ≤ 2;
2) в классическом смысле удовлетворяют уравнению (3.1) в Q∗

T и началь-
ным данным (3.3) в Q;

3) положительны в Q∗
T ;

4) 2π-периодичны по переменной θ в Q∗
T ;
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5) нормированы равенствами
2π∫
0

+∞∫
−∞

ρn(θ, ω, t,Ω) dωdθ = 1

для всех t ∈ [0, T ] и Ω ∈ [−G, G];
6) обладают как функции переменной ω свойством экспоненциального убы-

вания на бесконечности, т. е.

sup
θ∈R,Ω∈[−G,G]

∣∣Dk,l1,l2
t,ω,θ ρn(θ, ω, t,Ω)

∣∣ ≤ Cρ

tk+(l1+l2)/2
e−Mρω2

для 2k + l1 + l2 ≤ 2, ω ∈ R, t ∈ (0, T ], где константы Cρ и Mρ > 0 не зависят ни
от ω, t, ни от n (они зависят лишь от ε, ‖g‖L1 , ‖F‖C1+α0 , G, T , C0 и M0);

7) интегралы K n
s (θ, t) являются непрерывными функциями по совокупно-

сти аргументов (θ, t) ∈ R × [0, T ] вместе со своими частными производными
любого порядка по θ и, кроме того,

sup
θ∈R,t∈[0,T ]

∣∣K n
s (θ, t)

∣∣+ sup
θ∈R,t∈[0,T ]

∣∣∣∣ ∂

∂θ
K n

s (θ, t)
∣∣∣∣ ≤ 2‖g‖L1 . (3.4)

Доказательство. Теорема будет доказана по индукции. Мы приведем
подробное доказательство шага индукции, не рассматривая базу индукции (слу-
чай n = 2), поскольку она доказывается аналогично.

Предположим, что утверждения теоремы справедливы для всех функций
ρj , j = 2, . . . , n. Покажем, что ρn+1 обладает свойствами 1–7. Зафиксируем
произвольное значение Ω ∈ [−G, G] и рассмотрим равномерно параболическое
уравнение (3.1) для (θ, ω, t) ∈ R2 × (0, T ]. Хорошо известно [2], что если для
функции ρn выполнено свойство 7, то существует единственное ограниченное
классическое решение ρn+1(θ, ω, t, Ω) задачи Коши (3.1), (3.3) на множестве R2×
[0, T ] переменных (θ, ω, t) (напомним, что сейчас Ω считается фиксированным
параметром из интервала [−G, G]). Решение ρn+1(θ, ω, t, Ω) указанной задачи
Коши может быть записано при t > 0 в виде

ρn+1(θ, ω, t, Ω) =
∫
R2

Zn,Ω(θ, ω, t; η, ξ, 0)ρ0(η, ξ, Ω) dηdξ,

где через Zn,Ω(θ, ω, t; η, ξ, τ) обозначено фундаментальное решение уравнения
ut = uωω + εuθθ−Fuθ +(Fu)ω −Ωuω −K n

s uω (см. (3.1)), коэффициент K n
s (θ, t)

которого задается в области R× [0, T ] формулой (3.2).
Как известно [2], для всякого непрерывного вместе со своей производной

по θ коэффициента K n
s (θ, t), удовлетворяющего условию (3.4), это фундамен-

тальное решение Zn,Ω(θ, ω, t; η, ξ, τ) уравнения (3.1) обладает следующими свой-
ствами:

Zn,Ω(θ, ω, t; η, ξ, τ) > 0, (3.5)∣∣Dk,l1,l2
t,ω,θ Zn,Ω(θ, ω, t; η, ξ, τ)

∣∣ ≤ CZ

(t− τ)1+k+(l1+l2)/2
e−MZ(|θ−η|2+|ω−ξ|2)/(t−τ) (3.6)

для θ, ω, η, ξ ∈ R, 0 ≤ τ < t ≤ T и 2k + l1 + l2 ≤ 2, где постоянные CZ и MZ > 0
не зависят от n, а зависят лишь от ε, ‖g‖L1 , ‖F‖C1+α0 , G и T . Следователь-
но, согласно теореме 2.2 для ρn+1 справедливо свойство 6. Свойство 3 также
выполнено, поскольку ρ0(θ, ω,Ω) > 0 и Zn,Ω(θ, ω, t; η, ξ, τ) > 0 (см. (a3) и (3.5)).
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Для завершения доказательства свойств 1 и 2 функции ρn+1 нам осталось
установить непрерывность ρn+1 по всем переменным (θ, ω, t, Ω) ∈ Q∗

T , а так-
же непрерывность частных производных Dk,l1,l2

t,ω,θ ρn+1 в Q∗
T для 2k + l1 + l2 ≤

2. Для этого достаточно показать непрерывность функции ρn+1(θ, ω, t, Ω) по
Ω ∈ [−G, G], равномерную относительно переменных (θ, ω, t) ∈ R2 × [0, T ], и
непрерывность частных производных Dk,l1,l2

t,ω,θ ρn+1 по Ω ∈ [−G, G], равномерную
относительно переменных (θ, ω, t) на множестве R2× [δ, T ] при любом фиксиро-
ванном δ ∈ (0, T ). В частности, достаточно доказать оценку∣∣Dk,l1,l2

t,ω,θ ρn+1(θ, ω, t, Ω1)−Dk,l1,l2
t,ω,θ ρn+1(θ, ω, t, Ω2)

∣∣ ≤ C
wρ0(|Ω1 − Ω2|) + |Ω1 − Ω2|

tk+(l1+l2)/2

(3.7)
для всех (θ, ω, t) ∈ R2 × (0, T ], Ω1,Ω2 ∈ [−G, G] и 2k + l1 + l2 ≤ 2, где wρ0 —
модуль непрерывности начальных данных ρ0. Константа C здесь не зависит от
n, а зависит лишь от ε, ‖g‖L1 , ‖F‖C1+α0 , G, T , C0 и M0.

Рассмотрим вспомогательную функцию

f(θ, ω, t, Ω1,Ω2) := ρn+1(θ, ω, t,Ω1)− ρn+1(θ, ω, t, Ω2).

Для всех фиксированных значений Ω1,Ω2 ∈ [−G, G] функция f является реше-
нием задачи Коши

ft(θ, ω, t, Ω1,Ω2) = fωω + εfθθ − Ffθ + (Ff)ω − Ω1fω −K n
s fω

+ (Ω2 − Ω1)
∂ρn+1

∂ω
(θ, ω, t, Ω2) при (θ, ω, t) ∈ R2 × (0, T ], (3.8)

f |t=0 = ρ0(θ, ω,Ω1)− ρ0(θ, ω,Ω2) при (θ, ω) ∈ R2.

Следовательно, производные функции f могут быть представлены в виде [2, 11]

Dl1,l2
ω,θ f(θ, ω, t, Ω1,Ω2)

=
∫
R2

Dl1,l2
ω,θ Zn,Ω1(θ, ω, t; η, ξ, 0)(ρ0(η, ξ, Ω1)− ρ0(η, ξ, Ω2)) dηdξ

+

t∫
0

∫
R2

Dl1,l2
ω,θ Zn,Ω1(θ, ω, t; η, ξ, τ)(Ω2 − Ω1)

∂ρn+1

∂ω
(η, ξ, τ,Ω2) dηdξdτ (3.9)

при l1 + l2 ≤ 2 и t ∈ (0, T ]. В силу свойства 6 (уже доказанного) и свойства (3.6)
фундаментального решения Zn,Ω имеем

|f(θ, ω, t, Ω1,Ω2)| ≤
∫
R2

C

t
e−M [(θ−η)2+(ω−ξ)2]/twρ0(|Ω1 − Ω2|) dηdξ

+ |Ω1 − Ω2|
t∫

0

∫
R2

C

t− τ
e−M [(θ−η)2+(ω−ξ)2]/(t−τ) C√

τ
dηdξdτ

≤ Cwρ0(|Ω1 − Ω2|) + C|Ω1 − Ω2|
t∫

0

dτ√
τ
≤ C(wρ0(|Ω1 − Ω2|) +

√
t|Ω1 − Ω2|),

что означает справедливость оценки (3.7) при 2k + l1 + l2 = 0. Аналогично
получаем (3.7) при 2k + l1 + l2 = 1.
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Для доказательства оценки (3.7) при 2k+ l1 + l2 = 2 рассмотрим следующее
разложение представления (3.9) для значений l1 + l2 = 2:

Dl1,l2
ω,θ f(θ, ω, t, Ω1,Ω2)

=
∫
R2

Dl1,l2
ω,θ Zn,Ω1(θ, ω, t; η, ξ, 0)(ρ0(η, ξ, Ω1)− ρ0(η, ξ, Ω2)) dηdξ

+

t/2∫
0

∫
R2

Dl1,l2
ω,θ Zn,Ω1(θ, ω, t; η, ξ, τ)(Ω2 − Ω1)

∂ρn+1

∂ω
(η, ξ, τ,Ω2) dηdξdτ

+

t∫
t/2

∫
R2

Dl1,l2
ω,θ Zn,Ω1(θ, ω, t; η, ξ, τ)(Ω2 − Ω1)

∂ρn+1

∂ω
(η, ξ, τ,Ω2) dηdξdτ

:= I1 + I2 + I3.

При помощи стандартных рассуждений (см. доказательство (3.7) для 2k + l1 +
l2 = 0) приходим к неравенствам

|I1| ≤ C
wρ0(|Ω1 − Ω2|)

t
, |I2| ≤ C

|Ω1 − Ω2|√
t

(3.10)

для l1 + l2 = 2 и t ∈ (0, T ] (отметим, что подынтегральная функция в I2 не
является сингулярной, поскольку τ ∈ (0, t/2]).

Для оценки интеграла I3 воспользуемся специальным представлением фун-
даментального решения Zn,Ω1 в виде

Zn,Ω1(θ, ω, t; η, ξ, τ) = Zε(θ, ω, t; η, ξ, τ) + Vn,Ω1(θ, ω, t; η, ξ, τ), (3.11)

где Zε(θ, ω, t; η, ξ, τ) — фундаментальное решение уравнения ut = uωω + εuθθ.
Известно, что функции Zε и Vn,Ω1 обладают следующими свойствами [2]:∣∣Dk,l1,l2

t,ω,θ Zε(θ, ω, t; η, ξ, τ)
∣∣ ≤ C

(t− τ)1+k+(l1+l2)/2
e−M(|θ−η|2+|ω−ξ|2)/(t−τ), (3.12)

∣∣Dk,l1,l2
t,ω,θ Vn,Ω1(θ, ω, t; η, ξ, τ)

∣∣ ≤ C

(t− τ)1+k+(l1+l2)/2−λ
e−M(|θ−η|2+|ω−ξ|2)/(t−τ)

(3.13)
при θ, ω, η, ξ ∈ R, 0 ≤ τ < t ≤ T и 2k + l1 + l2 ≤ 2, где C,M, λ > 0 — некоторые
постоянные; ∫

R2

Dk,l1,l2
t,ω,θ Zε(θ, ω, t; η, ξ, τ) dηdξ = 0 (3.14)

при θ, ω ∈ R, 0 ≤ τ < t ≤ T и 2k + l1 + l2 > 0.
Здесь важно то, что соотношение (3.14) дает нам нулевое среднее для про-

изводных главного члена Zε в (3.11), в то время как слагаемое Vn,Ω1 в (3.11)
имеет меньшую особенность. Следовательно, в силу (3.11) и (3.14) имеем

I3 =

t∫
t/2

∫
R2

Dl1,l2
ω,θ Zε(θ, ω, t; η, ξ, τ)(Ω2 − Ω1)

×
[
∂ρn+1

∂ω
(η, ξ, τ, Ω2)−

∂ρn+1

∂ω
(θ, ω, τ, Ω2)

]
dηdξdτ
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+

t∫
t/2

∫
R2

Dl1,l2
ω,θ Vn,Ω1(θ, ω, t; η, ξ, τ)(Ω2 − Ω1)

∂ρn+1

∂ω
(η, ξ, τ,Ω2) dηdξdτ

при l1 + l2 = 2. Используя доказанное выше свойство 6, теорему Лагранжа и
оценки (3.12), (3.13), приходим к неравенству

|I3| ≤ |Ω1 − Ω2|
t∫

t/2

∫
R2

C

(t− τ)2

√
(θ − η)2 + (ω − ξ)2

τ

× e−M(|θ−η|2+|ω−ξ|2)/(t−τ) dηdξdτ

+ |Ω1 − Ω2|
t∫

t/2

∫
R2

C

(t− τ)2−λ

1√
τ

e−M(|θ−η|2+|ω−ξ|2)/(t−τ) dηdξdτ.

Отсюда после замены переменных η = θ + y1

√
t− τ , ξ = ω + y2

√
t− τ получаем

|I3| ≤ C
|Ω1 − Ω2|√

t
+ C

|Ω1 − Ω2|√
t

tλ (3.15)

для l1 + l2 = 2 и t ∈ (0, T ]. В силу неравенств (3.10) и (3.15) утверждение (3.7)
справедливо для всех 2k + l1 + l2 = 2, поскольку соответствующая оценка для
ft следует из уравнения (3.8). Итак, свойства 1–3 и 6 для ρn+1 доказаны.

Заметим, что функции ρn+1(θ, ω, t,Ω) и v(θ, ω, t,Ω) := ρn+1(θ + 2π, ω, t, Ω)
являются решениями одной и той же задачи Коши, так как коэффициенты
уравнения (3.1) и начальные данные (3.3) 2π-периодичны по переменной θ. По-
этому в силу теоремы единственности классического решения задачи Коши для
линейных параболических уравнений [2] справедливо равенство v(θ, ω, t, Ω) =
ρn+1(θ, ω, t, Ω) в Q∗

T , что и составляет свойство 4.
Используя уже доказанные для ρn+1 свойства 1, 2, 4 и 6, проинтегрируем

уравнение (3.1) по переменным ω и θ при любых фиксированных значениях
t ∈ (0, T ] и Ω ∈ [−G, G]:

2π∫
0

+∞∫
−∞

∂ρn+1

∂t
dωdθ =

2π∫
0

+∞∫
−∞

ε
∂2ρn+1

∂θ2
dωdθ −

2π∫
0

+∞∫
−∞

F
∂ρn+1

∂θ
dωdθ

+

2π∫
0

+∞∫
−∞

[
∂2ρn+1

∂ω2
+

∂

∂ω
(Fρn+1)− Ω

∂ρn+1

∂ω
−K n

s

∂ρn+1

∂ω

]
dωdθ

=

+∞∫
−∞

 2π∫
0

ε
∂2ρn+1

∂θ2
dθ

 dω −
+∞∫
−∞

 2π∫
0

F
∂ρn+1

∂θ
dθ

 dω = 0.

Здесь мы воспользовались экспоненциальным убыванием при ω → ±∞функции
ρn+1 и ее частной производной ∂ρn+1

∂ω при t ∈ (0, T ], затем в силу свойства 6
поменяли порядок интегрирования и, наконец, использовали свойства 1 и 4.

С другой стороны, если произвольная постоянная δ ∈ (0, T ) фиксирована,
то для значений t ∈ [δ, T ] функция ∂ρn+1

∂t имеет суммируемую мажоранту (см.
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уже доказанное свойство 6 для функции ρn+1). Поэтому для всех t ∈ (0, T ] и
Ω ∈ [−G, G] справедливо равенство

∂

∂t

2π∫
0

+∞∫
−∞

ρn+1(θ, ω, t,Ω) dωdθ =

2π∫
0

+∞∫
−∞

∂ρn+1

∂t
(θ, ω, t, Ω) dωdθ = 0.

Этот факт и соотношение (1.5) означают, что свойство 5 для функции ρn+1 тоже
выполнено, так как в силу непрерывности ρn+1 в Q∗

T и свойства 6 функция

I(t,Ω) =

2π∫
0

+∞∫
−∞

ρn+1(θ, ω, t,Ω) dωdθ

непрерывна на множестве [0, T ]× [−G, G].
Наконец, в случае положительной и нормированной функции ρn+1 инте-

грал K n+1
s (θ, t), очевидно, удовлетворяет свойству 7. Теорема доказана.

3.2. Сходимость последовательности последовательных прибли-
жений. В этом пункте установим важный факт равномерной сходимости всей
последовательности ρn, а не только ее подпоследовательности.

Теорема 3.2. Пусть данные задачи (1.1)–(1.3) удовлетворяют всем пред-
положениям (A) (при l0 = 0), (B) и (C). Тогда для каждого ε > 0 существу-
ет функция ρ(θ, ω, t, Ω) ∈ C(Q∗

T ) такая, что последовательность ρn(θ, ω, t, Ω),
n = 2, 3, . . . , из теоремы 3.1 равномерно сходится к ρ(θ, ω, t,Ω) в Q∗

T , т. е.

lim
n→∞

‖ρn − ρ‖C(Q∗
T ) = 0.

Доказательство. Выберем t0 > 0 так, чтобы

q := 4π5/2‖g‖L1
CZ

MZ

Cρ√
Mρ

1+
Mρ
MZ

T

√
t0 =

1
2
. (3.16)

Здесь Cρ,Mρ — постоянные из утверждения 6 теоремы 3.1, а CZ ,MZ — пара-
метры из (3.6). Рассмотрим конечный набор чисел Tk := kt0 < T для k =
0, 1, . . . , N − 1 (Nt0 ≥ T ) и положим TN = T , где t0 выбирается в соответствии
с (3.16). Тогда функция u(θ, ω, t, Ω) = ρn+1(θ, ω, t,Ω) − ρn(θ, ω, t,Ω) является
решением следующей задачи Коши:

ut = uωω + εuθθ − Fuθ + (Fu)ω − Ωuω −K n
s uω +

(
K n−1

s −K n
s

)∂ρn

∂ω
в Q∗

T ∩ {t ∈ (Tk, Tk+1]},

u|t=Tk
= ρn+1(θ, ω, Tk,Ω)− ρn(θ, ω, Tk,Ω)

для k = 0, 1, . . . , N − 1. Следовательно [2, 11],

u(θ, ω, t, Ω) =
∫
R2

Zn,Ω(θ, ω, t; η, ξ, Tk)(ρn+1(η, ξ, Tk,Ω)− ρn(η, ξ, Tk,Ω)) dηdξ

+

t∫
Tk

∫
R2

Zn,Ω(θ, ω, t; η, ξ, τ)(K n−1
s (η, τ)−K n

s (η, τ))
∂ρn

∂ω
(η, ξ, τ, Ω) dηdξdτ
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:= I1 + I2 (3.17)

для t ∈ (Tk, Tk+1] и k = 0, 1, . . . , N−1, где Zn,Ω(θ, ω, t; η, ξ, τ) — фундаментальное
решение уравнения (3.1).

Рассмотрим последовательность

M1 =
Mρ

1 + Mρ

MZ
T1

, Mk+1 =
Mk

1 + Mk

MZ
(Tk+1 − Tk)

, k = 1, 2, . . . , N − 1, (3.18)

где Mρ — постоянная из утверждения 6 теоремы 3.1, а MZ — постоянная из (3.6).
Следующий важный факт доказывается по индукции.

Лемма 3.1. Если последовательность Mk определена формулами (3.18),
то для всех k = 1, 2, . . . , N справедливо представление

Mk =
Mρ

1 + Mρ

MZ
Tk

.

Второе важное вспомогательное соотношение устанавливается непосред-
ственным интегрированием с использованием интеграла Эйлера — Пуассона.

Лемма 3.2. Равенство
+∞∫
−∞

1√
t
e−a(ω−ξ)2/te−bξ2

dξ =
√

π√
a + bt

e
− b

1+ b
a

t
ω2

справедливо для всех ω ∈ R и любых положительных чисел a, b и t.
В силу леммы 3.1 и определения Tk имеем

Mρ

1 + Mρ

MZ
T
≤ Mk+1 < Mk < Mρ (3.19)

для всех k = 1, 2, . . . , N − 1. Поэтому

‖ρn+1 − ρn‖k
:= sup

Q∗
T∩{t∈(Tk−1,Tk]}

|(ρn+1(θ, ω, t, Ω)− ρn(θ, ω, t,Ω))eMkω2
| < ∞

(3.20)
для всех n = 2, 3, . . . и k = 1, 2, . . . , N (см. утверждение 6 теоремы 3.1 и (3.19)).

Теперь мы готовы доказать следующие оценки.

Лемма 3.3. Неравенства

‖ρn+1 − ρn‖1 ≤ q‖ρn − ρn−1‖1 ,

‖ρn+1 − ρn‖k+1 ≤ q‖ρn − ρn−1‖k+1 + π
CZ

MZ
‖ρn+1 − ρn‖k

справедливы для всех n = 3, 4, . . . и k = 1, 2, . . . , N − 1, где q — постоянная из
(3.16).

Доказательство. Рассмотрим представление (3.17). В силу (3.3) очевид-
но, что I1(θ, ω, t, Ω) ≡ 0 при k = 0. Если k = 1, 2, . . . , N − 1, то согласно (3.6) и
(3.20)

|I1(θ, ω, t, Ω)| ≤
∫
R2

CZ

t− Tk
e−MZ(|θ−η|2+|ω−ξ|2)/(t−Tk)‖ρn+1 − ρn‖k

e−Mkξ2
dηdξ
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в Q∗
T ∩ {t ∈ (Tk, Tk+1]}. Воспользовавшись леммой 3.2 и (3.18), находим, что

|I1(θ, ω, t, Ω)| ≤ π
CZ

MZ
‖ρn+1 − ρn‖k

e−Mk+1ω2
(3.21)

в Q∗
T ∩ {t ∈ (Tk, Tk+1]} для k = 1, 2, . . . , N − 1.
Рассмотрим интеграл I2 в (3.17). В силу свойства (b1) функции g(Ω), (3.2)

и (3.20) справедливо неравенство

|K n
s (θ, t)−K n−1

s (θ, t)| ≤ ‖g‖L1
2π3/2√
Mk+1

‖ρn − ρn−1‖k+1 (3.22)

при θ ∈ R, t ∈ (Tk, Tk+1] и k = 0, 1, . . . , N − 1. Далее, согласно (3.6), (3.22) и
утверждению 6 теоремы 3.1 устанавливаем оценку

|I2| ≤
t∫

Tk

∫
R2

CZ

t− τ
e−MZ(|θ−η|2+|ω−ξ|2)/(t−τ)‖g‖L1

× 2π3/2√
Mk+1

‖ρn − ρn−1‖k+1
Cρ√

τ
e−Mρξ2

dηdξdτ

в Q∗
T ∩ {t ∈ (Tk, Tk+1]} для k = 0, 1, . . . , N − 1. Наконец, используя лемму 3.2 и

оценки (3.19), заключаем, что

|I2(θ, ω, t, Ω)| ≤ q‖ρn − ρn−1‖k+1e
−Mk+1ω2

(3.23)

в Q∗
T ∩ {t ∈ (Tk, Tk+1]} при всех k = 0, 1, . . . , N − 1.
В совокупности эти оценки (3.21), (3.23) и тот факт, что I1(θ, ω, t,Ω) ≡ 0

при k = 0, дают нам искомое утверждение. Лемма доказана.

Лемма 3.4. Неравенства

‖ρn+1 − ρn‖k
≤ qn−2

k−1∑
i=0

(
π

CZ

MZ
(n− 2)

)i

‖ρ3 − ρ2‖k−i

справедливы для всех n = 3, 4, . . . и k = 1, 2, . . . , N , где q — постоянная из (3.16).
Доказательство. Лемма будет доказана по индукции для k = 1, 2, . . . , N .

Если k = 1 (основание индукции), то по лемме 3.3

‖ρn+1 − ρn‖1 ≤ q‖ρn − ρn−1‖1 ≤ · · · ≤ qn−2‖ρ3 − ρ2‖1

при всех n = 3, 4, . . . .
Предположим теперь, что утверждение леммы выполнено для некоторого

значения k такого, что k < N . Тогда по лемме 3.3 и предположению индукции
неравенство

‖ρn+1 − ρn‖k+1 ≤ q‖ρn − ρn−1‖k+1 + π
CZ

MZ
qn−2

k−1∑
i=0

(
π

CZ

MZ
(n− 2)

)i

‖ρ3 − ρ2‖k−i

(3.24)
справедливо при всех n = 3, 4, . . . . Используя оценки (3.24), находим, что

‖ρn+1− ρn‖k+1 ≤ q‖ρn − ρn−1‖k+1 + π
CZ

MZ
qn−2

k−1∑
i=0

(
π

CZ

MZ
(n− 2)

)i

‖ρ3− ρ2‖k−i
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≤ q

(
q‖ρn−1 − ρn−2‖k+1 + π

CZ

MZ
qn−3

k−1∑
i=0

(
π

CZ

MZ
(n− 3)

)i

‖ρ3 − ρ2‖k−i

)

+ π
CZ

MZ
qn−2

k−1∑
i=0

(
π

CZ

MZ
(n− 2)

)i

‖ρ3 − ρ2‖k−i

≤ q2‖ρn−1 − ρn−2‖k+1 + 2π
CZ

MZ
qn−2

k−1∑
i=0

(
π

CZ

MZ
(n− 2)

)i

‖ρ3 − ρ2‖k−i ≤

· · · ≤ qn−2‖ρ3 − ρ2‖k+1 + (n− 2)π
CZ

MZ
qn−2

k−1∑
i=0

(
π

CZ

MZ
(n− 2)

)i

‖ρ3 − ρ2‖k−i

= qn−2
k−1∑
i=−1

(
π

CZ

MZ
(n− 2)

)i+1

‖ρ3 − ρ2‖k−i

= qn−2
k∑

i=0

(
π

CZ

MZ
(n− 2)

)i

‖ρ3 − ρ2‖k+1−i

для всех n = 3, 4, . . . . Лемма доказана.

Согласно лемме 3.4 и тому факту, что

‖ρn+1 − ρn‖C(Q∗
T ) ≤

N∑
k=1

‖ρn+1 − ρn‖k

при n = 2, 3, . . . (см. (3.3) и (3.20)), имеем оценку

‖ρn+1 − ρn‖C(Q∗
T ) ≤

N∑
k=1

qn−2
k−1∑
i=0

(
π

CZ

MZ
(n− 2)

)i

‖ρ3 − ρ2‖k−i

при всех n = 3, 4, . . . . Поэтому

‖ρn+1 − ρn‖C(Q∗
T ) ≤ qn−2

(
1 + π

CZ

MZ

)N

(n− 2)NN

N∑
j=1

‖ρ3 − ρ2‖j (3.25)

для всех n = 3, 4, . . . , поскольку

N∑
k=1

k−1∑
i=0

‖ρ3 − ρ2‖k−i =
N∑

k=1

k∑
j=1

‖ρ3 − ρ2‖j ≤
N∑

k=1

N∑
j=1

‖ρ3 − ρ2‖j = N
N∑

j=1

‖ρ3 − ρ2‖j .

Обозначим

M =
(

1 + π
CZ

MZ

)N

N

N∑
j=1

‖ρ3 − ρ2‖j

и заметим, что согласно (3.25)

∞∑
n=3

‖ρn+1 − ρn‖C(Q∗
T ) ≤

∞∑
n=3

Mqn−2(n− 2)N = M
∞∑

n=1

qnnN < ∞,

так как
lim

n→∞
n
√

qnnN = q < 1
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(см. (3.16)). Это означает, что последовательность {ρn}∞n=1 является фундамен-
тальной в пространстве C(Q∗

T ), т. е. существует функция ρ(θ, ω, t, Ω) ∈ C(Q∗
T )

такая, что
lim

n→∞
‖ρn − ρ‖C(Q∗

T ) = 0.

Теорема доказана.

3.3. Существование решений исходной задачи. Сейчас мы готовы
доказать теорему существования для задачи (1.1)–(1.3).

Теорема 3.3. Пусть данные задачи (1.1)–(1.3) удовлетворяют всем пред-
положениям (A) (с l0 = 1), (B) и (C). Тогда для каждого ε > 0 существует
классическое решение ρ(θ, ω, t,Ω) задачи (1.1)–(1.3) в QT . Это решение

1) является непрерывной функцией по совокупности переменных в QT и
имеет непрерывные частные производные Dl1,l2

ω,θ ρ в QT при l1 + l2 = 1 и Dk,l1,l2
t,ω,θ ρ

в QT ∩ {t > 0} при 2k + l1 + l2 ≤ 3;
2) в классическом смысле удовлетворяет уравнению (1.1) в QT ∩ {t > 0},

граничным условиям (1.2) в QT и начальным данным (1.3) в QT ∩ {t = 0}, а
также дополнительному требованию ρθθ|θ=0 = ρθθ|θ=2π в QT ∩ {t > 0};

3) положительно в QT ;
4) нормировано в соответствии с равенством

2π∫
0

+∞∫
−∞

ρ(θ, ω, t, Ω) dωdθ = 1

для t ∈ [0, T ] и Ω ∈ [−G, G];
5) обладает экспоненциальным убыванием на бесконечности по переменной

ω, т. е.
sup

θ∈[0,2π],t∈[0,T ],Ω∈[−G,G]

∣∣Dl1,l2
ω,θ ρ(θ, ω, t, Ω)

∣∣ ≤ Ce−Mω2

при l1 + l2 ≤ 1 и ω ∈ R, где постоянные C,M > 0 зависят лишь от ε, ‖g‖L1 ,
‖F‖C1+α0 , G, T , C0 и M0; и, кроме того,

sup
θ∈[0,2π],Ω∈[−G,G]

∣∣Dk,l1,l2
t,ω,θ ρ(θ, ω, t, Ω)

∣∣ ≤ C√
t
e−Mω2

для 2k + l1 + l2 = 2, ω ∈ R и t ∈ (0, T ] с теми же самыми постоянными C,M > 0;
6) такое, что интегралы Ks(θ, t) непрерывны при (θ, t) ∈ [0, 2π]×[0, T ] вместе

со своими частными производными любого порядка по переменной θ и равно-
мерно ограничены относительно ε:

sup
θ∈[0,2π],t∈[0,T ]

|Ks(θ, t)|+ sup
θ∈[0,2π],t∈[0,T ]

∣∣∣∣ ∂

∂θ
Ks(θ, t)

∣∣∣∣ ≤ 2‖g‖L1 ;

7) для l1 + l2 ≤ 1 функции
2π∫
0

+∞∫
−∞

(Dl1,l2
ω,θ ρ)2(θ, ω, t, Ω) dωdθ

непрерывны при (t, Ω) ∈ [0, T ]× [−G, G].
Доказательство. Рассмотрим последовательные приближения ρn, пост-

роенные в теореме 3.1, и изучим их свойства. Согласно теореме 2.3 имеем

sup
θ∈R,t∈[0,T ],Ω∈[−G,G]

∣∣Dl1,l2
ω,θ ρn(θ, ω, t, Ω)

∣∣ ≤ Ce−Mω2
(3.26)
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для l1 + l2 ≤ 1, ω ∈ R и

sup
θ∈R,Ω∈[−G,G]

∣∣Dk,l1,l2
t,ω,θ ρn(θ, ω, t, Ω)

∣∣ ≤ C√
t
e−Mω2

(3.27)

для 2k + l1 + l2 = 2, ω ∈ R и t ∈ (0, T ], где постоянные C и M > 0 не зависят от
n, а зависят лишь от ε, ‖g‖L1 , ‖F‖C1+α0 , G, T , C0 и M0.

Замечание 3.1. Отметим, что, поскольку начальные данные ρ0 удовле-
творяют условиям теоремы 2.3 с ϕ(δ) = C0e

−M0δ2
и w(δ) = δ, мы опускаем

весовой множитель w(
√

t)√
t

= 1 в (2.8) и пишем 1/
√

t вместо w(
√

t)/t в (3.27).
Далее, из теоремы 2.3 также вытекает, что

|ρn(θ, ω, t, Ω)− ρn(θ, ω, t + δ,Ω)| ≤ C
√

δe−Mω2

для всех θ, ω ∈ R, Ω ∈ [−G, G] и t, t + δ ∈ [0, T ] (δ > 0) с теми же постоянными
C,M > 0. Поэтому ∣∣K n

s (θ, t)−K n
s (θ, t + δ)

∣∣ ≤ C
√

δ

для всех θ ∈ R и t, t + δ ∈ [0, T ] (δ > 0), причем эта константа C не зависит от
θ, t, δ и n. Таким образом (см. также свойство 7 теоремы 3.1),∥∥K n

s

∥∥
Cw∗,T

≤ C, (3.28)

где w∗(δ) = δ и постоянная C не зависит от n (см. определение 2.2). Здесь, как
и ранее, Ω — параметр из отрезка [−G, G] для Cw∗,T .

Очевидно, что точно такие же оценки (3.28) справедливы и для других
коэффициентов уравнения (1.1). Поэтому все коэффициенты уравнения (1.1)
принадлежат пространству Cwα,T с wα(δ) = δα и произвольной постоянной
α ∈ (0, 1). Модуль непрерывности wα удовлетворяет условиям Зигмунда (см.
определение 2.5), поэтому (ср. с теоремой 2.4)

‖ρn‖Dwα,T
≤ C (3.29)

для любого фиксированного Ω ∈ [−G, G] и всех n, где постоянная C не зависит
от Ω и n, а зависит только от α, ε, ‖g‖L1 , ‖F‖C1+α0 , G, T , C0 и M0.

Таким образом (см. (3.7) и (3.29)), при условиях этой теоремы в каждом
слое Q∗

T∩{t ≥ δ} с произвольным фиксированным δ ∈ (0, T ) последовательность
функций {ρn}∞n=1, построенная в теореме 3.1, является равномерно ограничен-
ной и равностепенно непрерывной вместе с соответствующими последователь-
ностями частных производных Dk,l1,l2

t,ω,θ ρn(θ, ω, t, Ω) для 2k + l1 + l2 ≤ 2. Кро-
ме того, последовательность {ρn}∞n=1 равномерно ограничена и равностепенно
непрерывна в полосе Q∗

T .
Пользуясь леммой Асколи — Арцела, заключаем, что существуют подпо-

следовательность {ρnk
}∞k=1 и функция ρ такие, что

lim
k→∞

‖ρnk
− ρ‖C(Q∗

T∩{θ,ω∈[−B,B]}) = 0, (3.30)

lim
k→∞

∥∥Dk,l1,l2
t,ω,θ ρnk

−Dk,l1,l2
t,ω,θ ρ

∥∥
C(Q∗

T∩{θ,ω∈[−B,B]}∩{t≥δ}) = 0 (3.31)

для 2k + l1 + l2 ≤ 2 и любых фиксированных B > 0 и δ ∈ (0, T ).
Из (3.30), (3.31) и утверждения 1 теоремы 3.1 вытекает, что функция ρ

непрерывна в Q∗
T , а ее частные производные Dk,l1,l2

t,ω,θ ρ непрерывны в Q∗
T при

2k + l1 + l2 ≤ 2. Кроме того, ввиду (3.29)–(3.31) справедлива оценка

‖ρ‖Dwα,T
≤ C, (3.32)
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где постоянная C не зависит от Ω ∈ [−G, G] (Ω — параметр для Dwα,T ), а в силу
(3.7), (3.30) и (3.31) имеет место неравенство∣∣Dk,l1,l2

t,ω,θ ρ(θ, ω, t, Ω1)−Dk,l1,l2
t,ω,θ ρ(θ, ω, t, Ω2)

∣∣ ≤ C
|Ω1 − Ω2|

tk+(l1+l2)/2
(3.33)

для всех (θ, ω, t) ∈ R2 × (0, T ], Ω1,Ω2 ∈ [−G, G] и 2k + l1 + l2 ≤ 2, так как
wρ0(δ) ≤ C0δ.

Очевидно также, что функция ρ удовлетворяет утверждению 5 теоремы,
так как для всех ρnk

, k = 1, 2, . . . , существуют мажоранты (3.26), (3.27). Далее,
переходя к пределу в «нормирующем тождестве» (см. утверждение 5 теоре-
мы 3.1), заключаем, что утверждение 4 тоже верно.

Теперь мы хотим перейти к пределу в уравнении (3.1) с n+1 = nk при k →
∞. Для этого заметим, что функция ρ из (3.30) и (3.31), очевидно, совпадает с
функцией ρ из теоремы 3.2. Значит,

lim
n→∞

‖ρn − ρ‖C(Q∗
T ) = 0.

В частности, отсюда следует, что

lim
k→∞

‖ρnk−1 − ρ‖C(Q∗
T ) = 0. (3.34)

Поэтому ввиду наличия суммируемой мажоранты (см. (3.26) и свойство (b1)
функции g(Ω)) и соотношения (3.34) имеем

lim
k→∞

K nk−1
s (θ, t) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

2π∫
0

g(Ω) sin(ϕ− θ)ρ(ϕ, ω, t, Ω) dϕdωdΩ. (3.35)

Переходя к пределу в уравнении (3.1) с n+1 = nk при k →∞ и используя (3.30),
(3.31) и (3.35), непосредственно устанавливаем, что ρ — классическое решение
уравнения (1.1) в полосе Q∗

T , которое, очевидно, удовлетворяет начальным дан-
ным (1.3) при θ, ω ∈ R и Ω ∈ [−G, G] как непрерывная функция. В силу (3.30),
(3.31) и утверждений 1 и 4 теоремы 3.1 равенство (1.2) справедливо для ω ∈ R,
t ∈ (0, T ] и Ω ∈ [−G, G] вместе с дополнительным свойством ρθθ|θ=0 = ρθθ|θ=2π.
Поэтому утверждение 2 теоремы тоже доказано.

Из утверждения 3 теоремы 3.1 и (3.30) вытекает, что решение ρ неотрица-
тельно в Q∗

T . Утверждение 6 следует из этого факта и уже доказанного утвер-
ждения 4 теоремы.

Ввиду утверждения 6 существует положительное фундаментальное реше-
ние Zε,N

Ω (θ, ω, t; η, ξ, τ) уравнения (1.1) в полосе R2 × (0, T ] переменных (θ, ω, t)
и следующее представление имеет место во всем Q∗

T [2]:

ρ(θ, ω, t, Ω) =
∫
R2

Zε,N
Ω (θ, ω, t; η, ξ, 0)ρ0(η, ξ, Ω) dηdξ.

Так как оба сомножителя Zε,N
Ω и ρ0, стоящие под этим интегралом, положи-

тельны, то верно утверждение 3.
Для доказательства утверждения 1 необходимо дополнительно установить,

что для l1 + l2 = 1 частные производные Dl1,l2
ω,θ ρ непрерывны в Q∗

T , а при 2k +
l1 + l2 = 3 частные производные Dk,l1,l2

t,ω,θ ρ существуют и непрерывны в Q∗
T .
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Действуя аналогично [7], можно доказать, что производные Dl1,l2
ω,θ ρ при

l1 + l2 = 1 непрерывны на множестве (θ, ω, t) ∈ R2 × [0, T ] при каждом фик-
сированном значении параметра Ω ∈ [−G, G]. Кроме того [14, 15], производные
Dk,l1,l2

t,ω,θ ρ, 2k + l1 + l2 = 3, существуют в полосе Q∗
T и непрерывны по совокуп-

ности переменных (θ, ω, t) ∈ R2 × (0, T ] при каждом фиксированном значении
Ω ∈ [−G, G].

Дифференцируя уравнение (1.1) по переменным θ и ω, находим, что при
каждом фиксированном Ω ∈ [−G, G] функции v(θ, ω, t, Ω) := ρθ(θ, ω, t, Ω) и
w(θ, ω, t, Ω) := ρω(θ, ω, t, Ω) являются классическими решениями следующих за-
дач Коши:

vt = vωω + εvθθ −Fvθ + (Fv)ω −Ωvω −Ksvω −
∂Ks

∂θ
ρω при (θ, ω, t) ∈ R2× (0, T ],

(3.36)

v|t=0 =
∂ρ0

∂θ
(θ, ω,Ω) при (θ, ω) ∈ R2

и

wt = wωω + εwθθ − Fwθ + (Fw)ω + F ′w − Ωwω −Kswω − F ′ρθ + F ′′ρ

при (θ, ω, t) ∈ R2 × (0, T ], (3.37)

w|t=0 =
∂ρ0

∂ω
(θ, ω,Ω) при (θ, ω) ∈ R2.

Теперь мы можем установить оценку∣∣Dk,l1,l2
t,ω,θ ρ(θ, ω, t, Ω)

∣∣ ≤ C
tα0/2

t
≤ C

t
(3.38)

в Q∗
T для 2k + l1 + l2 = 3, где C — некоторая постоянная.
Заметим, что ∂Ks

∂θ , F ′, F ′′ и все коэффициенты уравнений (3.36), (3.37)
принадлежат пространству Cwα0 ,T с модулем непрерывности wα0(δ) = δα0 (см.
предположение (C), определение 2.2 и доказательство (3.28)). Поэтому из нера-
венства (3.32) вытекает тот факт, что соответствующие пары правых частей
и начальных данных из (3.36) и (3.37) принадлежат пространству Rwα0 ,T (см.
свойство (a1) функции ρ0 и определения 2.3, 2.4). Таким образом, оценка (3.38)
следует из теоремы 2.4.

Наконец, рассмотрим задачи Коши для функций

f(θ, ω, t, Ω1,Ω2) := v(θ, ω, t,Ω1)− v(θ, ω, t, Ω2),

h(θ, ω, t, Ω1,Ω2) := w(θ, ω, t,Ω1)− w(θ, ω, t, Ω2),

которые имеют форму

ft = fωω + εfθθ − Ffθ + (Ff)ω − Ω1fω −Ksfω + (Ω2 − Ω1)ρθω(θ, ω, t, Ω2)

− ∂Ks

∂θ
(ρω(θ, ω, t, Ω1)− ρω(θ, ω, t, Ω2)) при (θ, ω, t) ∈ R2 × (0, T ],

f |t=0 =
∂ρ0

∂θ
(θ, ω,Ω1)−

∂ρ0

∂θ
(θ, ω,Ω2) при (θ, ω) ∈ R2

и

ht = hωω + εhθθ − Fhθ + (Fh)ω + F ′h− Ω1hω −Kshω



608 М. М. Лаврентьев (мл.), Р. Спиглер, Д. Р. Ахметов

+ (Ω2 − Ω1)ρωω(θ, ω, t,Ω2)− F ′(ρθ(θ, ω, t, Ω1)− ρθ(θ, ω, t, Ω2))

+ F ′′(ρ(θ, ω, t, Ω1)− ρ(θ, ω, t, Ω2)) при (θ, ω, t) ∈ R2 × (0, T ],

h|t=0 =
∂ρ0

∂ω
(θ, ω,Ω1)−

∂ρ0

∂ω
(θ, ω,Ω2) при (θ, ω) ∈ R2.

Установим оценку, подобную (3.7):∣∣Dk,l1,l2
t,ω,θ ρ(θ, ω, t, Ω1)−Dk,l1,l2

t,ω,θ ρ(θ, ω, t, Ω2)
∣∣ ≤ C

|Ω1 − Ω2|α0 + |Ω1 − Ω2|
tk+(l1+l2)/2−1/2

(3.39)

для всех (θ, ω, t) ∈ R2 × (0, T ], Ω1,Ω2 ∈ [−G, G] и 1 ≤ 2k + l1 + l2 ≤ 3, где
C — некоторая постоянная. В силу утверждений 5 и 6 (уже доказанных) и
неравенства (3.33) оценка (3.39) для 2k + l1 + l2 = 1, 2 доказывается точно так
же, как это было сделано для (3.7) при 2k + l1 + l2 = 0, 1. Для того чтобы
доказать оценку (3.39) для 2k+ l1 + l2 = 3 (аналогично доказательству (3.7) для
2k + l1 + l2 = 2), мы должны дополнительно использовать следующие оценки:∣∣Dk,l1,l2

t,ω,θ ρ(θ, ω, t,Ω)−Dk,l1,l2
t,ω,θ ρ(η, ξ, t,Ω)

∣∣ ≤ C

√
(θ − η)2 + (ω − ξ)2

t

для 2k + l1 + l2 = 2 (которые вытекают из теоремы Лагранжа и (3.38)) и∣∣(Dl1,l2
ω,θ ρ(θ, ω, t, Ω1)−Dl1,l2

ω,θ ρ(θ, ω, t, Ω2)
)

−
(
Dl1,l2

ω,θ ρ(η, ξ, t,Ω1)−Dl1,l2
ω,θ ρ(η, ξ, t,Ω2)

)∣∣
≤ C

|Ω1 − Ω2|α0 + |Ω1 − Ω2|
t(l1+l2)/2

√
(θ − η)2 + (ω − ξ)2

для l1+l2 ≤ 1 (которые следуют из теоремы Лагранжа и уже доказанной оценки
(3.39) для l1 + l2 = 1, 2). Итак, оценка (3.39) доказана. Следовательно, при l1 +
l2 = 1 производные Dl1,l2

ω,θ ρ непрерывны в Q∗
T , а при 2k + l1 + l2 ≤ 3 производные

Dk,l1,l2
t,ω,θ ρ непрерывны в Q∗

T . Таким образом, утверждение 1 полностью доказано.
Свойство 7 является следствием утверждений 1 и 5. Теорема доказана.
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