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НЕРАВЕНСТВА ТИПА ВИМАНА ––– ВАЛИРОНА

ДЛЯ ЦЕЛЫХ И СЛУЧАЙНЫХ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ

КОНЕЧНОГО ЛОГАРИФМИЧЕСКОГО ПОРЯДКА

П. В. Филевич

Аннотация: Пусть f — целая функция,

Mf (r) = max{|f(z)| : |z| = r}, µf (r) = max{|f (n)(0)/n!|rn : n ≥ 0}, Gf (r) =

∞∑
n=0

|f (n)(0)/n!|rn,

α ∈ (0; +∞), а l — выпуклая относительно логарифма на (1; +∞) действительная
функция, ln r = o(l(r)), r → +∞. Доказаны следующие утверждения:

1) для того чтобы для любой целой функции f , для которой ln Mf (r) ≤ l(r),
r ≥ r0, выполнялось соотношение

lim
r→+∞

ln Mf (r)− ln µf (r)

ln ln µf (r)
≤ α,

необходимо и достаточно, чтобы lim
r→+∞

(ln l(r)/ ln ln r) ≤ α + 1;

2) для того чтобы для любой целой функции f , для которой ln Mf (r) ≤ l(r),
r ≥ r0, выполнялось соотношение

lim
r→+∞

ln Gf (r)− ln Mf (r)

ln ln Mf (r)
≤ α,

необходимо и достаточно, чтобы lim
r→+∞

(ln l(r)/ ln ln r) ≤ 2α + 1.

Библиогр. 19.

Введение

Пусть T — класс трансцендентных целых функций, а Mf (r) = max{|f(z)| :
|z| = r} — максимум модуля f ∈ T . Разложим функцию f в степенной ряд:

f(z) =
+∞∑
n=0

anzn, (0.1)

и пусть µf (r) = max{|an|rn : n ≥ 0}, νf (r) = max{n ≥ 0 : |an|rn = µf (r)} —
максимальный член и центральный индекс f соответственно.

Согласно неравенству Коши µf (r) ≤ Mf (r) для всех r ≥ 0. С другой сторо-
ны, как утверждает классическая теорема Вимана — Валирона (см., например,
[1, с. 22]), для любой f ∈ T и любого ε > 0 неравенство

Mf (r) ≤ µf (r){lnµf (r)}1/2+ε (0.2)
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выполняется для всех r > 1 вне некоторого исключительного множества Ef (ε),
зависящего, вообще говоря, от f и ε и имеющего конечную логарифмическую
меру, т. е.

∫
Ef (ε)

r−1dr < +∞. Если f(z) = ez, то (см., например, [2])

lim
r→+∞

Mf (r)
µf (r){lnµf (r)}1/2

=
√

2π,

откуда следует невозможность замены показателя 1/2 в неравенстве (0.2) мень-
шим числом (с соблюдением, естественно, утверждения теоремы Вимана — Ва-
лирона).

В работе [3] П. Розенблум, используя простые вероятностные методы, уста-
новил более тонкие, нежели неравенство Вимана — Валирона (0.2), и, как ока-
залось, точные (см. [4, 5]) соотношения между максимальным членом и мак-
симумом модуля целой функции. В качестве следствия из этих соотношений
получено неравенство

Mf (r) ≤ µf (r){lnµf (r)}1/2{ln lnµf (r)}1+δ, (0.3)

которое выполняется для любой f ∈ T и любого δ > 0 при r > 1 вне некото-
рого множества Ef (δ) конечной логарифмической меры. Отсюда следует, что
неравенство (0.2) выполняется при любом ε > 0 для всех r ≥ r(ε) вне множе-
ства конечной логарифмической меры Ef , не зависящего от ε. В связи с этим
мы будем говорить, что исключительное множество в неравенстве Вимана —
Валирона отсутствует, если и только если

lim
r→+∞

lnMf (r)− lnµf (r)
ln lnµf (r)

≤ 1
2
. (0.4)

Отметим некоторые результаты, указывающие на то, что исключительное
множество в (0.2) может существовать. В работе [6], в частности, приведен
принадлежащий А. А. Гольдбергу пример целой функции f , для которой

lim
r→+∞

lnMf (r)
lnµf (r)

> 1. (0.5)

Насколько автору известно из статьи Р. Лондона [7], пример функции со свой-
ством (0.5) построен также в книге Ж. Валирона [8, с. 33]. Наиболее общий
результат в этом направлении принадлежит П. Локгарту и Е. Страусу [9]: для
каждой функции двух переменных Ψ, определенной на R2

+, существует такая
целая функция f , что

Mf (rn) ≥ Ψ(rn, lnµf (r)uf (rn)), rn ↑ +∞, n → +∞.

Из последнего результата следует, что максимум модуля целой функции в
сравнении с максимальным членом может расти на некоторой последователь-
ности как угодно быстро. С другой стороны, это утверждение перестает быть
верным, если на рост логарифма максимального члена наложены ограничения
сверху. В частности, для любой f ∈ T порядка ρf < +∞ выполняется (см. [10,
с. 17] или [11, с. 31]) известное соотношение Бореля

lnMf (r) ∼ lnµf (r), r → +∞. (0.6)

(Напомним, см. [10, с. 17; 12, с. 63], что для любой целой функции f

lim
r→+∞

ln lnMf (r)
ln r

= lim
r→+∞

ln lnµf (r)
ln r

= lim
r→+∞

ln νf (r)
ln r

,
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а общее значение этих трех пределов называется порядком функции f и обо-
значается через ρf .) Отметим еще в связи с соотношением Бореля работу
М. Н. Шереметы [13], из результатов которой следует, что существуют целые
функции бесконечного порядка, логарифм максимального члена которых рас-
тет как угодно медленно и для которых соотношение (0.6) не выполняется.

В § 1 настоящей работы мы, в частности, рассматриваем вопрос о возможно-
сти установления ограничения сверху на рост lnµf (r), при котором выполняется
соотношение (0.4), т. е. для всех f ∈ T , удовлетворяющих этому ограничению,
исключительное множество в неравенстве Вимана — Валирона отсутствует. Из
несколько более общих результатов будет следовать, что соотношение (0.4) име-
ет место, если логарифмический порядок функции f не превышает 3/2, т. е.

lim
r→+∞

ln lnµf (r)
ln ln r

≤ 3
2
, (0.7)

причем условие (0.7) является точным в том смысле, что постоянную 3/2 в нем
заменить бо́льшим числом, вообще говоря, нельзя.

Аналогичный вопрос рассмотрен в § 2 и для случайных целых функций. Из
результатов, полученных для таких функций, вытекает, что для выполнения
соотношения (0.4) более типичным, нежели условие (0.7), является условие

lim
r→+∞

ln lnµf (r)
ln ln r

≤ 2. (0.8)

Иными словами, для «большинства» из таких f ∈ T , логарифмический порядок
которых не превышает 2, исключительное множество в неравенстве Вимана —
Валирона отсутствует.

Пусть Ω = [0; 1], а P — мера Лебега на R. Рассмотрим вероятностное про-
странство Штейнгауза (Ω,A , P ), где A — σ-алгебра измеримых по Лебегу под-
множеств Ω (см. [14, с. 9]), и пусть {ξn} — фиксированная последовательность
случайных величин, вообще говоря, комплексных, заданная на этом вероятност-
ном пространстве. Будем предполагать, что |ξn| = 1 для всех n ≥ 0. Поставим
в соответствие каждой целой функции f вида (0.1) случайную целую функцию

fω(z) =
+∞∑
n=0

ξn(ω)anzn, (0.9)

которая полностью определяется через f и {ξn}. Таким образом, случайная
целая функция — это класс целых функций, имеющий мощность континуума,
если, например, {ξn(ω1)} 6= {ξn(ω2)} для любых фиксированных ω1 < ω2 из Ω.
Заметим также, что при любом фиксированном ω функция fω имеет те же
максимальный член и центральный индекс, что и функция f .

В работе [2] П. Ердеш и А. Реньи показали, что если {ξn} = {εn}, где {εn} —
последовательность независимых случайных величин, принимающих значения
+1 и −1 с одинаковой вероятностью 1/2 (т. е. {εn} — последовательность Ра-
демахера; см. [14, с. 15]), то для любой f , любого δ > 0 и почти всех ω

Mfω
(r) ≤ µf (r){lnµf (r)}1/4{ln lnµf (r)}1+δ, r ≥ 1, r /∈ Ef (δ, ω),

где Ef (δ, ω) — множество конечной логарифмической меры. Такое же утвер-
ждение получено в [2] и для случая {ξn} = {exp(2πiωn)}, где {ωn} — последо-
вательность независимых равномерно распределенных на [0; 1] случайных ве-
личин (последовательность Штейнгауза [14, с. 15]). На самом деле это утвер-
ждение справедливо при гораздо более общих предположениях относительно
последовательности {ξn}, что и показано в работах автора [15, 16].
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Последовательность {ηn} действительных случайных величин называется
мультипликативной системой (см., например, [17]), если Mηi1ηi2 . . . ηik

= 0
для любых i1 < i2 < . . . < ik и любого k ≥ 1; здесь Mη — математическое
ожидание случайной величины η. В частности, каждая последовательность
независимых случайных величин с нулевыми математическими ожиданиями —
мультипликативная система.

Обозначим через Ξ класс последовательностей {ξn} случайных величин та-
ких, что каждая из последовательностей {Re ξn} и {Im ξn} является мультипли-
кативной системой, причем, как уже предполагалось, |ξn| = 1 для всех n ≥ 0.
Оказывается [15, 16], что сформулированное выше утверждение П. Ердеша и
А. Реньи имеет место в случае любой {ξn} ∈ Ξ.

Это утверждение [18] выполняется также и для последовательности {ξn} =
{exp(2πθni)}, где {θn} — лакунарная по Адамару последовательность натураль-
ных чисел, т. е. существует такое q > 1, что θn+1/θn ≥ q, n ≥ 0. Различные
варианты ослабления последнего условия на последовательность {θn} (с сохра-
нением утверждения П. Ердеша и А. Реньи) предложены в [19]. В частности,
достаточно потребовать, чтобы

θn+1

θn
≥ 1 +

1
ϕn

, n ≥ 0, (0.10)

где все ϕn > 0 и lnϕn = o(ln lnn), n → +∞.
Из перечисленных результатов для случайных целых функций можно сде-

лать вывод, что для «большинства» целых функций показатель 1/2 в неравен-
стве (0.3) с сохранением утверждения П. Розенблума можно заменить на 1/4.
Это значит, что максимум модуля целой функции существенно зависит от аргу-
ментов коэффициентов ее степенного разложения и эта зависимость приводит
к улучшению оценки максимума модуля через максимальный член сверху для
«большинства» целых функций.

Здесь в связи с этим мы рассматриваем вопрос о возможности получения
условия на рост lnµf (r), более слабого по сравнению с (0.7), при котором для
каждой случайной функции fω вида (0.9) почти наверное выполняется соот-
ношение (0.4). Искомое условие и будет совпадать с условием (0.8). Кроме
того, в § 3 вопрос о влиянии аргументов коэффициентов ряда (0.1) на рост его
максимума модуля рассмотрен в более конкретной форме.

§ 1. Неравенства типа Вимана —
Валирона для целых функций

Обозначим через H класс непрерывных справа на (1;+∞) действительных
функций h, для которых h(r) ↗ +∞, r → +∞. Пусть

∆(h) = lim
r→+∞

lnh(r)
ln ln r

, h ∈ H.

Будем рассматривать также подкласс L класса H, состоящий из выпуклых от-
носительно логарифма функций l, для которых ln r = o(l(r)), r → +∞. Ясно,
что νf ∈ H для любой f ∈ T , а поскольку [10, с. 33]

lnµf (r)− lnµf (r0) =

r∫
r0

x−1νf (x)dx, (1.1)
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то lnµf ∈ L. Хорошо известно также, что lnMf ∈ L.
Пусть α ∈ (0;+∞). В следующих теоремах указаны ограничения на рост

νf (r), lnµf (r) и lnMf (r), при которых выполняется соотношение

lim
r→+∞

lnMf (r)− lnµf (r)
ln lnµf (r)

≤ α, (1.2)

несколько более общее, чем (0.4).

Теорема 1.1. Пусть α ∈ (0;+∞), а h ∈ H. Для того чтобы для любой f ∈
T такой, что νf (r) ≤ h(r), r ≥ r0, выполнялось соотношение (1.2), необходимо и
достаточно, чтобы ∆(h) ≤ α.

Теорема 1.2. Пусть α ∈ (0;+∞), а l ∈ L. Для того чтобы для любой f ∈ T
такой, что lnµf (r) ≤ l(r), r ≥ r0, выполнялось соотношение (1.2), необходимо и
достаточно, чтобы ∆(l) ≤ α + 1.

Теорема 1.3. Пусть α ∈ (0;+∞), а l ∈ L. Для того чтобы для любой f ∈ T
такой, что lnMf (r) ≤ l(r), r ≥ r0, выполнялось соотношение (1.2), необходимо
и достаточно, чтобы ∆(l) ≤ α + 1.

Теорему 1.3 легко получить из теоремы 1.2, если только учесть, что для лю-
бой функции конечного порядка выполняется соотношение Бореля (0.6). Тео-
рема 1.2, в свою очередь, получается из теоремы 1.1. Докажем это.

Можем считать, не уменьшая общности, что функция l в теореме 1.2 яв-
ляется непрерывно дифференцируемой. Пусть h ∈ H такова, что h(r) = rl′(r),
r > 1. Достаточно доказать, как легко видеть, что ∆(l) = ∆(h) + 1 и

lim
r→+∞

ln lnµf (r)
ln ln r

= lim
r→+∞

ln νf (r)
ln ln r

+ 1 (1.3)

для любой f ∈ T . Имеем

∆(l) = lim
r→+∞

ln
(

r∫
1

x−1h(x) dx

)
ln ln r

≤ lim
r→+∞

ln(h(r) ln r)
ln ln r

= 1 + ∆(h) ≤ 1 + lim
r→+∞

ln
(

ln−1 r
r2∫
r

x−1h(x) dx

)
ln ln r

≤ lim
r→+∞

ln l(r2)
ln ln r

= ∆(l),

откуда получаем ∆(l) = ∆(h) + 1. Аналогично, учитывая соотношение (1.1),
доказывается равенство (1.3). Следовательно, теорему 1.2 в предположении
справедливости теоремы 1.1 можно считать доказанной.

Доказательство теоремы 1.1. Пусть α ∈ (0;+∞), а h ∈ H такова, что
∆(h) ≤ α. Рассмотрим любую f ∈ T вида (0.1), для которой νf (r) ≤ h(r), r ≥ r0,
и докажем, что f удовлетворяет соотношению (1.1).

Из определения центрального индекса непосредственно следуют неравен-
ства

|an|(2r)n ≤ |aνf (2r)|(2r)νf (2r) ≤ µf (r)2νf (2r), n ≥ 0,

откуда получаем |an|rn ≤ µf (r)2νf (2r)−n, n ≥ 0. Тогда

+∞∑
n=νf (2r)

|an|rn ≤ 2µf (r), (1.4)
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а поэтому

Mf (r) ≤
+∞∑
n=0

|an|rn =
νf (2r)−1∑

n=0

|an|rn +
+∞∑

n=νf (2r)

|an|rn ≤ µf (r)(νf (2r) + 2).

Следовательно,

lim
r→+∞

lnMf (r)− lnµf (r)
ln lnµf (r)

≤ lim
r→+∞

ln νf (2r)
ln ln r

≤ lim
r→+∞

lnh(2r)
ln ln r

= ∆(h) ≤ α.

Первая часть теоремы 1.1 доказана.
Предположим теперь, что ∆(h) > α, и докажем, что существует f ∈ T , для

которой νf (r) ≤ h(r), r ≥ r0, но соотношение (1.1) не выполняется.
Пусть β — любое действительное число такое, что ∆(h) > β > α. Тогда

lim
r→+∞

h(r)
lnβ r

= +∞,

а поэтому, как легко видеть, существует строго возрастающая к +∞ последо-
вательность {cn} c такими свойствами:

1) c0 > 1, h(c0) > 1;
2) [h(cn)] ≥ max{2[h(cn−1)]; 2[h(cn−1)]β lnβ cn}, n ≥ 1.

(Здесь и далее [x] — целая часть x.) Положим λ0 = 0, a0 = 1,

λn = [h(cn−1)], an =
(
cλ1−λ0
0 cλ2−λ1

1 . . . c
λn−λn−1
n−1

)−1
, n ≥ 1.

Так как (
an

an+1

)(λn+1−λn)−1

= cn ↑ +∞, n → +∞,

то функция

g(z) =
+∞∑
n=0

anzλn

целая и, как хорошо известно (см., например, [13]), µg(r) = anrλn , νg(r) = λn

для всех r ∈ [cn−1; cn) при любом n ≥ 0. Ясно, что νg(r) ≤ h(r), r ≥ c0. Кроме
того, µg(cn) = ancλn

n .
Рассмотрим, далее, целую функцию

f(z) =
+∞∑
n=0

λn+1−λn−1∑
k=0

anc−k
n zλn+k, (1.5)

имеющую при r ≥ c0 те же максимальный член и центральный индекс, что и
функция g. Для функции f , воспользовавшись свойством 2 последовательности
{cn}, получаем

Mf (cn) ≥ ancλn
n (λn+1 − λn)

≥ µf (cn)λn+1/2 ≥ µf (cn)λβ
n lnβ cn ≥ µf (cn) lnβ µf (cn), n ≥ 0.

Отсюда видно, что соотношение (1.1) для функции f не выполняется. Теорема
полностью доказана.



Неравенства типа Вимана — Валирона 689

§ 2. Неравенства типа Вимана —
Валирона для случайных функций

Пусть f ∈ T , {ξn} ∈ Ξ, а fω — случайная целая функция вида (0.9), кото-
рая, как уже отмечалось, полностью определяется через функцию f и последо-
вательность {ξn}. В приведенных ниже теоремах указаны ограничения сверху
на рост νf (r), lnµf (r) и lnMf (r), при которых для почти всех ω или, что одно
и то же, почти наверное для fω выполняется соотношение

lim
r→+∞

lnMfω
(r)− lnµf (r)

ln lnµf (r)
≤ γ, (2.1)

где γ ∈ (0;+∞).

Теорема 2.1. Пусть {ξn} ∈ Ξ, γ ∈ (0;+∞), а h ∈ H. Для того чтобы при
любой f ∈ T такой, что νf (r) ≤ h(r), r ≥ r0, почти наверное для fω выполнялось
соотношение (2.1), необходимо и достаточно, чтобы ∆(h) ≤ 2γ.

Теорема 2.2. Пусть {ξn} ∈ Ξ, γ ∈ (0;+∞), а l ∈ L. Для того чтобы
при любой f ∈ T такой, что lnµf (r) ≤ l(r), r ≥ r0, почти наверное для fω

выполнялось соотношение (2.1), необходимо и достаточно, чтобы ∆(l) ≤ 2γ + 1.

Теорема 2.3. Пусть {ξn} ∈ Ξ, γ ∈ (0;+∞), а l ∈ L. Для того чтобы
при любой f ∈ T такой, что lnMf (r) ≤ l(r), r ≥ r0, почти наверное для fω

выполнялось соотношение (2.1), необходимо и достаточно, чтобы ∆(l) ≤ 2γ + 1.
В силу сделанных в § 1 замечаний будем доказывать лишь теорему 2.1.
Доказательство теоремы 2.1. Докажем вначале необходимость усло-

вия ∆(h) ≤ 2γ. Предположим, что ∆(h) > β > α = 2γ, и докажем, что су-
ществует целая функция f такая, что νf (r) ≤ h(r), r ≥ r0, и при любом ω
неравенство (2.1) не выполняется.

Пусть

Sf (r) =

(
+∞∑
n=0

|an|2r2n

)1/2

для любой f ∈ T вида (0.1). Рассмотрим функцию (1.5), построенную при
доказательстве теоремы 1.1, и покажем, что она и является искомой. Вспоминая
свойства этой функции, а также равенство Парсеваля, имеем для любого ω

Mfω
(cn) ≥

 1
2π

2π∫
0

|fω(cneiϕ)|2 dϕ

1/2

= Sf (cn)

≥ µf (cn)(λn+1 − λn)1/2 ≥ µf (cn) lnβ/2 µf (cn), n ≥ 0.

Отсюда видно, что неравенство (2.1) не выполняется. Одна часть теоремы 2.1
доказана.

Для доказательства достаточности условия ∆(h) ≤ 2γ нам будет нужна
следующая

Лемма 2.4 [15, 16]. Пусть {ξn} ∈ Ξ, η > 0. Тогда для любой последова-
тельности {bn} ⊂ C и любого целого N ≥ 2

P

{
max

ϕ∈[0;2π]

∣∣∣∣∣
N∑

n=0

bnξneinϕ

∣∣∣∣∣ ≥ C(η){lnN}1/2

(
N∑

n=0

|bn|2
)1/2}

≤ 1
Nη

,
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где C(η) — положительная постоянная, зависящая лишь от η.
Предположим, что f — любая трансцендентная целая функция вида (0.1),

∆(νf ) = ∆(lnµf )−1 ≤ 2γ. Пусть {ξn} ∈ Ξ. Нужно доказать, что почти наверное
для функции fω вида (0.9) выполняется неравенство (2.1).

Так как
lim

r→+∞

ln νf (2r)
ln ln r

≤ 2γ,

а ln r = o(lnµf (r)), r → +∞, то существует непрерывная на [1;+∞) функция d
такая, что d(r) ↘ 0, r → +∞, и

νf (2r) ≤ {lnµf (r)}2γ+d(r), r ≥ 1. (2.2)
Пусть r0 ≥ 1 — наименьшее действительное число такое, что lnµf (r0) = p,

где p ≥ 21/(2γ) — любое целое число. Определим строго возрастающую к +∞
последовательность {rk}, исходя из равенства lnµ(rk) = p + k, k ≥ 0; положим
N(rk) = {lnµf (rk)}2γ+d(rk) + 1 и рассмотрим последовательность событий {Ak}
такую, что

Ak =

{
max

ϕ∈[0;2π]

∣∣∣∣∣
[N(rk)]∑

n=0

anrn
k ξneinϕ

∣∣∣∣∣
≥ C{ln[N(rk)]}1/2

(
[N(rk)]∑

n=0

|an|2r2n
k

)1/2}
, k ≥ 0,

где C — абсолютная постоянная, получаемая из C(η) в лемме 2.4 при η = 1/γ.
Из леммы 2.4 следует, что

+∞∑
k=0

P (Ak) ≤
+∞∑
k=0

[N(rk)]−1/γ ≤
+∞∑
k=0

(p + k)−2 < +∞.

Воспользовавшись леммой Бореля — Кантелли [14, с. 18], можем сделать вывод,
что бесконечное число событий Ak может наступить лишь с вероятностью 0.
Поэтому почти наверное

max
ϕ∈[0;2π]

∣∣∣∣∣
[N(rk)]∑

n=0

anrn
k ξneinϕ

∣∣∣∣∣ < C{ln[N(rk)]}1/2

(
[N(rk)]∑

n=0

|an|2r2n
k

)1/2

, k ≥ k(ω).

(2.3)
Тогда, применяя неравенства (1.4), (2.2) и (2.3), почти наверное для fω при
k ≥ k(ω) имеем

Mfω (rk) < µf (rk)(C{[N(rk)] + 1}1/2{ln[N(rk)]}1/2 + 2)

≤ µf (rk){lnµf (rk)}γ+d(rk) ln lnµf (rk),
а поэтому если r ∈ (rm; rm+1), то

Mfω
(r) < Mfω

(rm+1) ≤ eµf (rm){1 + lnµf (rm)}γ+d(rm+1) ln{1 + lnµf (rm)}

≤ eµf (r){1 + lnµf (r)}γ+d(r) ln{1 + lnµf (r)}.
Непосредственно отсюда для почти всех ω получаем (2.1). Теорема полностью
доказана.

Замечание. Аналоги теорем 2.1–2.3 имеют место также и для последо-
вательности {ξn} = {exp(2πiθn)}, где {θn} — последовательность натураль-
ных чисел, удовлетворяющая условию (0.10), если только 0 < ϕn ↗ +∞,
lnϕn = O(ln lnn), n → +∞. Это утверждение получается, как нетрудно уви-
деть, с помощью следующей леммы.
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Лемма 2.5 [19]. Пусть {θn} — последовательность натуральных чисел,
удовлетворяющая условию (0.10), причем 0 < ϕn ↗ +∞, n → +∞; пусть также
η > 0. Тогда для любой последовательности {bn} ⊂ C и любого целого N ≥ 2

P

{
max

ϕ∈[0;2π]

∣∣∣∣∣
N∑

n=0

bne2πiθneinϕ

∣∣∣∣∣ ≥ C(η)

(
ϕN lnN

N∑
n=0

|bn|2
)1/2}

≤ 1
Nη

,

где C(η) — положительная постоянная, зависящая лишь от η.

§ 3. О влиянии аргументов коэффициентов
степенного ряда на рост его максимума модуля

Для любой f ∈ T вида (0.1) введем обозначение

Gf (r) =
+∞∑
n=0

|an|rn, r ≥ 0,

и будем рассматривать вопрос об установлении возможных ограничений сверху
на рост функции f , при которых для нее выполняется соотношение

lim
r→+∞

lnGf (r)− lnMf (r)
ln lnMf (r)

≤ α, (3.1)

где α ∈ (0;+∞).
Имеют место следующие теоремы, легко получаемые одна из другой.

Теорема 3.1. Пусть α ∈ (0;+∞), а l ∈ L. Для того чтобы для любой f ∈ T
такой, что lnMf (r) ≤ l(r), r ≥ r0, выполнялось соотношение (3.1), необходимо
и достаточно, чтобы ∆(l) ≤ 2α + 1.

Теорема 3.2. Пусть α ∈ (0;+∞), а l ∈ L. Для того чтобы для любой f ∈ T
такой, что lnGf (r) ≤ l(r), r ≥ r0, выполнялось соотношение (3.1), необходимо и
достаточно, чтобы ∆(l) ≤ 2α + 1.

Из теорем 3.1, 3.2 следует, что уже для целых функций конечного логариф-
мического порядка аргументы коэффициентов их степенного разложения могут
существенно влиять на рост максимума модуля.

Доказательство теоремы 3.1. Докажем достаточность условия ∆(l) ≤
2α+1. Действительно, так как ∆(lnMf ) = ∆(lnµf ) = 1+∆(νf ), то ∆(νf ) ≤ 2α.
Воспользовавшись неравенством (1.4) и неравенством Коши — Буняковского,
имеем

Gf (r) ≤
νf (2r)−1∑

n=0

|an|rn + 2µf (r)

≤ {νf (2r)}1/2Sf (r) + 2µf (r) ≤ Mf (r)({νf (2r)}1/2 + 2),

откуда, учитывая неравенство ∆(νf ) ≤ 2α, легко получаем соотношение (3.1).
Перейдем к доказательству необходимости условия ∆(l) ≤ 2α + 1. Предпо-

ложим, что последнее неравенство не выполняется, и докажем существование
f ∈ T такой, что lnMf (r) ≤ l(r), r ≥ r0, но соотношение (3.1) не выполняет-
ся. Будем считать, что ∆(l) < +∞ (это не ограничивает общности), и пусть
∆(l) = 2γ + 1, γ > α.
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Положим ε = (γ − α)/3. Тогда из теорем 2.3 и 1.3 следует, что существует
целая функция f , для которой lnMf (r) ≤ l(r), r ≥ r0, и

Mf (r) ≤ µf (r){lnµf (r)}γ+ε, r ≥ r(ε),

Gf (rn) ≥ µf (rn){lnµf (rn)}2γ−ε, rn ↑ +∞, n → +∞.

Поскольку для функции f как функции конечного порядка выполняется соот-
ношение (0.6), то

2Gf (rn) ≥ 2Mf (rn){lnµf (rn)}γ−2ε

≥ Mf (rn){lnMf (rn)}γ−2ε = Mf (rn){lnMf (rn)}α+ε, n ≥ n0.

Понятно, что соотношение (3.1) для f не выполняется. Тем самым теорема 3.1
полностью доказана.
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