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РАЗЛОЖЕНИЯ ТИПА СОНИНА ДЛЯ РЕШЕНИЙ

ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ БЕССЕЛЯ m–ГО

ПОРЯДКА И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ

М. Д. Хриптун

Аннотация: Доказаны теоремы, выражающие решения обобщенного уравнения
Бесселя m-го порядка в виде рядов типа Неймана, которые затем применяются для
вывода более сложных соотношений для всевозможных произведений этих решений
так называемых теорем умножения типа Бейтмена. Библиогр. 9.

В практических задачах часто возникает необходимость разложить задан-
ную функцию в ряд по соответствующим специальным функциям, причем вид
разложения определяется конкретными условиями задачи.

В данной работе на основании ранее выведенных формул (см. [1, 2]) для
неособых решений
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обобщенного дифференциального уравнения Бесселя вида[
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U(z) = U(z), (3)

где ν = −(m − 1)p, p — комплексный параметр, z — комплексная переменная
(при m = 2 функции (1), (2) являются модифицированными функциями Бессе-
ля, а уравнение (3) переходит в соответствующее уравнение Бесселя), находим
разложения типа Сонина, аналогичные разложениям для функций Бесселя (см.
[3, c. 75, формула (6)]).

1. Разложения типа Сонина. Для решений (1), (2) справедливы следу-
ющие утверждения.

Если µ, ν, µ− ν 6= −n, где n — целое положительное число, то для любого
постоянного γ имеют место равенства(γz

m
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× m+1F
(r)
m

[
−r,

µ + r

m− 1
, . . . ,

µ + r + m− 2
m− 1

, 1; ν − (s− 1) + 1,
s

m− 1
,

. . . ,
s + m− 2

m− 1
; γm

]
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где ν = νs = p + m(s− 1)/(m− 1), s = 1, 2, . . . ,m− 1;(γz
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∞∑
r=0

(−1)rΓ(µ + r)
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]
(µ + mr)U (m)
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где ν = νm = −(m − 1)p, αF
(r)
β — конечный обобщенный гипергеометрический

ряд (см. [4, с. 183, 184, формула (1)]).
Проведем подробное доказательство, например, формулы (4), используя

формулу (1) и теорему типа Гегенбауэра для обобщенных функций Бесселя.
Если s 6= −n (n = 1, 2, . . . ), то имеет место разложение типа Гегенбауэра( z

m

)s
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U
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(см. [5, теорема 1,формула (10)]). Идея доказательства формулы типа Геген-
бауэра для обобщенных функций Бесселя основана на использовании рекур-
рентных соотношений для U

(m)
νm (z) (см. [2]) и того факта, что ряд
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)−s

U
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составлен из аналитических функций и сходится равномерно во всей ограни-
ченной области плоскости (см. [5]), а производная его по z равна нулю. Таким
образом, сумма ряда — постоянное число. Полагая в нем z → 0, находим, что
это число равно 1. Отсюда следует формула типа Гегенбауэра.

На основании этих данных можем записать левую часть соотношения (4) в
виде(γz
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=
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×
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Обозначая k + n = r (тогда n = r − k), запишем (6) в виде(γz

m
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Так как двойной ряд сходится абсолютно, мы можем поменять порядок сумми-
рования в последнем выражении. Тогда получаем(γz
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Преобразуем сумму в фигурных скобках выражения (7), используя форму-
лы разложения для гамма-функций вида

Γ(z + nk) = Γ(z)(z/n)k . . . [(z + n− 1)/n]knnk, (8)

Γ(z − nk) = (−1)nkΓ(z)n−nk/[(1− z)/n]k . . . [(n− z)/n]k, (9)
где (α)n = α(α + 1) . . . (α + n− 1) — символ Похгаммера (см. [6, с. 719, 720]).

Таким образом,
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]
.

Подставляя последнее выражение в (7), получаем (4). Соотношение (5) дока-
зывается аналогично.

Разложения (4) и (5) называем обобщенными разложениями типа Сонина
по аналогии с разложениями для функций Бесселя (см. [7, с. 153, 154, формула
(3)]).

2. Применение разложений типа Сонина. Используя формулы (4)
и (5), докажем теоремы умножения для всевозможных произведений функций
(1) и (2) специального вида.

Теорема. Для всех µ и ν, кроме целых отрицательных, справедливы ра-
венства( z

m

)
U (si)
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=
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где µ = µsi = p + m(si − 1)/(m − 1), ν = νsj = p + m(sj − 1)/(m − 1), si, sj =
1, 2, . . . ,m− 1, i, j = 1, 2, . . . ,m− 1,
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[
a1, a2, . . . , aj ; b1, b2, . . . , bk; c1, c2, . . . , cm;
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— обобщенная двойная гипергеометрическая функция Аппеля (определение см.
в [8]), при этом

(α)n(α + n)k = (α)n+k (12)

(см. [6, с. 720]).
Аналогично если µ, ν 6= −n (n = 1, 2, . . . ), то( z

m

)
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)
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l!
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× F

[
−l, µ+ν+l+1

m−1 , . . . , µ+ν+l+m−1
m−1 ; 1;

; s
m−1 , . . . , s+m−2

m−1 ;

;
µ− (s− 1) + 1, ν+1

m−1 , . . . , ν+m−1
m−1 ; (cos ϕ cos Φ)m, (sinϕ sinΦ)m

]
. (14)

Проведем доказательство одной из этих формул, например, (13).
Распишем левую часть формулы (13), используя (2) и формулу типа Сони-

на (5). Получим( z

m

)
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=
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.

Обозначим k+r = l (тогда r = l−k) и запишем последнее выражение, обозначая
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его левую часть через Ω, так:

Ω = (cos ϕ cos Φ)µ(sinϕ sinΦ)ν
∞∑

k=0

(cos ϕ cos Φ)mk

k!Γ[(m− 1)k + µ + 1]Γ(ν + 1)

×
∞∑

l=k

(−1)l−kΓ[µ + ν + l + 1 + (m− 1)k]
(l − k)!

(µ + ν + ml + 1)U (m)
µ+ν+ml+1(z)

× mF
(l−k)
m−1
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m− 1

, . . . ,
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m− 1
;

ν + 1
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, . . . ,
ν + m− 1

m− 1
; (sin ϕ sinΦ)m

]
.

Так как двойной ряд в последнем выражении абсолютно сходится, меняя поря-
док суммирования, получим

Ω = (cos ϕ cos Φ)µ(sinϕ sinΦ)ν
∞∑

l=0

(−1)l

Γ(ν + 1)
(µ + ν + ml + 1)

× U
(m)
µ+ν+ml+1(z)

l∑
k=0

(cos ϕ cos Φ)mkΓ[µ + ν + l + 1 + (m− 1)k]
k!(l − k)!Γ[µ + 1 + (m− 1)k]

× mF
(l−k)
m−1

[
−l + k,

µ + ν + l + 1 + (m− 1)k
m− 1

, . . . ,
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;
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, . . . ,
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m− 1
; (sin ϕ sinΦ)m

]
.

Преобразуем сумму
l∑

k=0

. . . в последнем выражении, используя формулы для

гамма-функций вида (8) и (9), и запишем ее в виде

l∑
k=0

· · · =
l∑

k=0

(cos ϕ cos Φ)mkΓ(µ + ν + l + 1)
k!l!Γ(µ + 1)

× [(µ + ν + l + 1)/(m− 1)]k . . . [(µ + ν + l + m− 1)/(m− 1)]k(−l)k

[(µ + 1)/(m− 1)]k . . . [(µ + m− 1)/(m− 1)]k

×
l−k∑
n=0

(−l+k)n[(µ+ν+l+1)/(m−1)+k]n . . . [(µ+ν+l+m−1)/(m−1)+k]n
[(ν + 1)/(m− 1)]n . . . [(ν + m− 1)/(m− 1)]nn!

× (sinϕ sinΦ)mn. (15)

В формуле (15) расписываем функцию mF
(l−k)
m−1 в виде суммы. Применяя выра-

жение (12), запишем

(−l)k(−l + k)n = (−l)k+n,(
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)
k

(
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m− 1
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)
n

=
(
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(
µ + ν + l + m− 1

m− 1

)
k

(
µ + ν + l + m− 1

m− 1
+ k

)
n

=
(

µ + ν + l + m− 1
m− 1

)
k+n

.
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Подставляя эти соотношения в (15), имеем

l∑
k=0

· · · = Γ(µ + ν + l + 1)
l!Γ(µ + 1)

×
l∑

k=0

l−k∑
n=0

(−l)k+n[(µ+ν+l+1)/(m−1)]k+n . . . [(µ+ν+l+m−1)/(m−1)]k+n

k!n![(µ + 1)/(m− 1)]k . . . [(µ + m− 1)/(m− 1)]k

× (cos ϕ cos Φ)mk(sinϕ sinΦ)mn

[(ν + 1)/(m− 1)]n . . . [(ν + m− 1)/(m− 1)]n

=
Γ(µ + ν + l + 1)

l!Γ(µ + 1)
F

[
−l, µ+ν+l+1

m−1 , . . . , µ+ν+l+m−1
m−1 ;

;
; ;

µ+1
m−1 , . . . , µ+m−1

m−1 ; ν+1
m−1 , . . . , ν+m−1

m−1 ; (cos ϕ cos Φ)m, (sinϕ sinΦ)m

]
. (16)

Подставляя (16) в последнее выражение Ω, получаем формулу (13). Аналогично
проводятся доказательства (10) и (14).

Формулы, приведенные в п. 2, подобны разложению Бейтмена для функций
Бесселя (см. [7, с. 404]), которые он применил при нахождении нормальных
решений обобщенного волнового уравнения (см. [7, c. 144, 145]).

В последнее время часто встречаются обобщенные специальные функции в
различных приложениях: в статистических распределениях; в физических ис-
следованиях; в инженерных вычислениях (теории сигналов); в теории массового
обслуживания и др. (см., например, [9]).
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