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Аннотация: Теория Фраттини формаций и классов Шунка конечных групп рас-
пространяется до теории Фраттини формаций и классов Шунка конечных универ-
сальных алгебр мальцевских многообразий. Доказано, что если F 6= (1) — непустая
формация (класс Шунка) алгебр мальцевского многообразия, то их фраттиниева
подформация (фраттиниев подкласс Шунка) �(F ) состоит из всех непорождаю-
щих алгебр F ; кроме того, если M — формация (класс Шунка), содержащийся в
F , то �(M ) ⊆ �(F ).
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1. Введение

Напомним, что мальцевское многообразие алгебр — это многообразие уни-
версальных алгебр A такое, что для любых конгруэнций π и ϕ, определенных
на A, выполнено условие перестановочности πϕ = ϕπ. Всюду в этой статье все
универсальные алгебры конечны и входят в некоторое фиксированное мальцев-
ское многообразие. Известно, что многообразия групп, колец, линейных алгебр,
мультиколец и m-групп [1] являются мальцевскими многообразиями.

Множество F алгебр назовем классом алгебр, если A ∼= B ∈ F влечет
A ∈ F . Следуя Л. А. Шеметкову [2], класс алгебр F назовем формацией, если
он замкнут относительно гомоморфизмов и из A/π ∈ F и A/ϕ ∈ F вытекает,
что A/π ∩ ϕ ∈ F , где π и ϕ — конгруэнции на алгебре A. Формация конечных
групп и формации конечномерных алгебр Ли изучались многими авторами, см.
[3–7] и др. Л. А. Шеметков и А. Н. Скиба [8] распространили их исследования
на формации мультиколец и универсальных алгебр.

Пусть M и F — формации и M ⊆ F . Тогда M называют подформацией
F . Подформация M в F максимальна, если M $ F и нет формации H такой,
что M $ H $ F . Обозначим пересечение всех максимальных подформаций F
через �(F ) и назовем его фраттиниевой подформацией в F . Изучим сначала
фраттиниевы подформации, а также фраттиниевы подклассы классов Шунка
универсальных алгебр.

В литературе понятие классов Шунка групп появилось в работе [9] и недав-
но было распространено на классы Шунка конечных универсальных алгебр [10].
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В этой статье мы доказываем, что если F — нетривиальная формация (класс
Шунка) универсальных алгебр, т. е. F не является классом всех одноэлемент-
ных алгебр, то его фраттиниева подформация (фраттиниев подкласс Шунка)
�(F ) состоит из все непорождающих алгебр в F . Кроме того, если M — фор-
мация (класс Шунка), содержащаяся в F , то �(M ) ⊆ �(F ). В доказательстве
последнего результата мы существенно используем тот факт, что решетка клас-
сов Шунка дистрибутивна [10]. Эти результаты важны — мы покажем, что
многие известные результаты легко вытекают из наших утверждений.

Используемые в данной статье понятия и термины можно найти в [8, 11].

2. Предварительные сведения

В этом разделе введем некоторые понятия и укажем основные свойства
универсальных алгебр.

Пусть H — подалгебра алгебры A и π — конгруэнция на A. Следуя А. И.
Мальцеву [11], обозначим через πH множество π-классов {x ∈ A | xπh для
некоторого h ∈ H}. Мы также используем символ� для конгруэнции равенства
на A, так что x�y тогда и только тогда, когда x = y. Следуя [8], через HA

мы обозначаем произведение π1π2 . . . πt, где {π1, π2, . . . , πt} — множество всех
конгруэнций πi на A таких, что πiH = H . Конгруэнцию π на A называют
минимальной, если � $ π и нет конгруэнции ϕ на A такой, что � $ ϕ $
π. Если {π1, π2, . . . , πt} — множество всех минимальных конгруэнций на A, то
положим soc(A) = π1π2 . . . πt и (см. [8]) назовем такое произведение цокольной
конгруэнцией в A. Кроме того, известно, что если π, ϕ — конгруэнции на A и
π ⊆ ϕ, то ϕ/π — конгруэнция на A/π такая, что [a]π(ϕ/π)[b]π тогда и только
тогда, когда aϕb, где [a]π = {x ∈ A | xπa}.

Для алгебры A обозначим через τ(A) множество подалгебр A. Тогда, сле-
дуя [12], будем называть τ подсистемным функтором, если:

i) A ∈ τ(A) для любой алгебры A;
ii) для каждого эпиморфизма ϕ : A → B, H ∈ τ(A) и T ∈ τ(B) выполнены

соотношения Hϕ ∈ τ(B) и Tϕ−1 ∈ τ(A).
Подсистемный функтор τ назовем замкнутым, если τ(H) ⊆ τ(G) для любой
алгебры G и H ∈ τ(G). Будем писать τ1 ≤ τ2 , если τ1(A) ⊆ τ2(A) для всех
алгебр A.

Пусть τ̄ — пересечение всех замкнутых подсистемных функторов, содер-
жащих подсистемный функтор τ . Тогда τ̄ , очевидно, является наименьшим
замкнутым подсистемным функтором, содержащим τ . Назовем τ̄ замыкани-
ем τ .

Класс алгебр F называют τ -замкнутым, если τ(G) ⊆ F для всякой ал-
гебры G ∈ F . Для множества X алгебр мы будем использовать обозначение
τ formX для пересечения всех τ -замкнутых формаций, содержащих X .

Пусть M и H — τ -замкнутые формации и H ⊆ M . Через M /τH будем
обозначать решетку всех τ -замкнутых формаций, расположенных между H
и M (т. е. F ∈ M /τH тогда и только тогда, когда H ⊆ F ⊆ M и F —
τ -замкнутая формация). Положим

M ∨τ H = τ form(M ∪ H )
и

M ∧ H = M ∩ H

для любых двух τ -замкнутых формаций M и H .
В дальнейшем нам будут полезны следующие утверждения
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Предложение 2.1 (см. [13, предложение II.6.9]). Если все конгруэнции
на A перестановочны, то решетка конгруэнций на A модулярна.

Предложение 2.2 [8, теорема 9.8]. Если решетка конгруэнций каждой
алгебры формации M модулярна, то H ∧ (X ∨F ) = X ∨ (H ∧F ) для любых
подформаций X , H , F в M таких, что X ⊆ H .

Предложение 2.3 [14, следствие 3.5]. Пусть {Mi | i ∈ I} — множество
τ -замкнутых формаций универсальных алгебр. Тогда

τ form
(⋃

i∈I

Mi

)
= form

(⋃

i∈I

Mi

)
.

Предложение 2.4 [15, теорема IV.2]. Пусть L — модулярная решетка и
a, b ∈ L. Тогда интервалы [a, a ∨ b] и [a ∧ b, b] изоморфны.

Предложение 2.5. Пусть τ — подсистемный функтор. Тогда T ∈ τ̄(A)
тогда и только тогда, когда существует цепь

T = A0 ⊆ A1 ⊆ · · · ⊆ At−1 ⊆ At = A

такая, что Ai−1 ∈ τ(Ai), i = 1, 2, . . . , t.
Доказательство. Необходимость очевидна, докажем достаточность. Для

любой алгебры G пусть τ1(G) — множество, состоящее из подалгебр T в G с воз-
растающей цепью от T до G, т. е.

T = T0 ⊆ T1 ⊆ · · · ⊆ Tt−1 ⊆ Tt = G,

где Ti−1 ∈ τ(Ti) для всех i = 1, 2, . . . , t.
Для завершения доказательства надо показать, что τ1 = τ̄ . Легко видеть,

что τ 6 τ1.
Для доказательства того, что τ1 = τ̄ , вначале докажем, что τ1 — подси-

стемный функтор. Пусть ϕ : A → B — эпиморфизм и H ∈ τ1(A), T ∈ τ1(B).
Рассмотрим цепь

H = H0 ⊆ H1 ⊆ · · · ⊆ Hr−1 ⊆ Hr = A,

где Hi−1 ∈ τ(Hi), i = 1, 2, . . . , r, и пусть

T = T0 ⊆ T1 ⊆ · · · ⊆ Tk−1 ⊆ Tk = B

— соответствующая цепь, где Ti−1 ⊆ τ(Ti), i = 1, 2, . . . , k. Поскольку Aϕ = B,
имеем

Hϕ = Hϕ
0 ⊆ Hϕ

1 ⊆ · · · ⊆ Hϕ
r−1 ⊆ Hϕ

r = Aϕ = B.

Пусть i ∈ {1, 2, . . . , r}. Действуя эпиморфизмом ϕHi : Hi → Hϕ
i , находим

по определению подсистемного функтора, что Hϕ
i−1 ∈ τ

(
Hϕ

i

)
. Следовательно,

Hϕ ∈ τ1(B).
Рассмотрим теперь следующую цепь:

Tϕ−1
= Tϕ−1

0 ⊆ Tϕ−1

1 ⊆ · · · ⊆ Tϕ−1

k−1 ⊆ Tϕ−1

k = Bϕ−1
= A.

Пусть j ∈ {1, 2, . . . , k} и H = Tϕ−1

j . Так как Tj−1 ∈ τ(Tj), Tϕ−1

j−1 ∈ τ(H) =

τ
(
Tϕ−1

j

)
под действием эпиморфизма ϕH : H → Tj , то Tϕ−1 ∈ τ1(A). Ясно,
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что G ∈ τ1(G), ибо G ∈ τ(G) ⊆ τ1(G). Отсюда τ1 — подсистемный функтор.
Очевидно, что τ1 = τ̄1.

Докажем теперь, что τ1 = τ̄ . Поскольку τ 6 τ1, имеем τ̄ 6 τ1. Допу-
стим, что τ1 66 τ̄ , и пусть G — алгебра, в которой есть подалгебра H такая,
что H ∈ τ1(G)\τ̄ (G). Тогда согласно определению подсистемного функтора τ1
существует цепь

H = H0 ⊆ H1 ⊆ · · · ⊆ Ht−1 ⊆ Ht = G

такая, что Hi−1 ∈ τ(Hi), i = 1, 2, . . . , t. Поскольку τ 6 τ̄ , то Ht−1 ∈ τ̄ (G), так
что Ht−2 ∈ τ̄(Ht−1), и т. д. Это приводит к тому, что Hi−1 ∈ τ̄ (Hi) для каждого
i ∈ {1, 2, . . . , t}. Отсюда H ∈ τ̄(G), ибо τ̄ замкнут. Полученное противоречие
показывает, что τ1 6 τ̄ , тем самым τ1 = τ̄ . Доказательство завершено.

Предложение 2.6. Пусть τ — подсистемный функтор. Тогда класс X
алгебр τ -замкнут в том и только в том случае, если X τ̄ -замкнут.

Доказательство. Если X τ̄ -замкнут, то X , очевидно, τ -замкнут. Зна-
чит, если X τ -замкнут, но не τ̄ -замкнут, то существует алгебра A в X с подал-
геброй T ∈ τ̄(A) такой, что T 6∈ X . По предложению 2.5 существует цепь

T = A0 ⊆ A1 ⊆ · · · ⊆ At−1 ⊆ At = A

такая, что Ai−1 ∈ τ(Ai), i = 1, 2, . . . , t. Поскольку A ∈ X и X τ -замкнута, име-
ем At−1 ∈ X . Аналогично At−2 ∈ X , . . . , T ∈ X ; противоречие. Предложение
доказано.

3. Теория Фраттини формаций универсальных алгебр

Пусть M — τ -замкнутая подформация в τ -замкнутой формации F . Если
M $ F и нет τ -замкнутой формации H такой, что M $ H $ F , то M на-
зывают максимальной τ-замкнутой подформацией в F . Пусть � — множество
всех максимальных τ -замкнутых подформаций в F . Положим

�τ (F ) =

{ ⋂
M∈�

M , если � 6= ∅,

F , если � = ∅.
В этом случае будем говорить, что �τ (F ) — τ -фраттиниева подформация в F .
В этом разделе дадим описание таких подформаций.

Пусть X — класс алгебр. Будем использовать обозначение τ form X для
пересечения всех τ -замкнутых формаций, содержащих X . Если X = {G} — од-
ноэлементное множество, то будем писать τ formG вместо τ form{G}. Формация
F называется однопорожденной τ-замкнутой формацией, если F = τ formG
для некоторой алгебры G.

Лемма 3.1. Пусть H — собственная τ -замкнутая подформация однопо-
рожденной τ -замкнутой формации F . Тогда F имеет максимальную τ -замкну-
тую подформацию M такую, что H ⊆ M .

Доказательство. Пусть G — алгебра такая, что F = τ formG. Пусть
� — множество всех τ -замкнутых собственных подформаций в F , содержащих
H , и � = {Fi | i ∈ I} — цепь в � (т. е. для любых i, j ∈ I (i 6= j) либо Fi ⊆ Fj ,
либо Fj ⊆ Fi). Положим M =

⋃
i∈I

Fi. Покажем, что M ∈ �. Очевидно,

M — τ -замкнутая подформация в F и H ⊆ M . Допустим, что G ∈ M . Тогда
G ∈ Fi для некоторого i ∈ I и, значит,

F = τ formG ⊆ Fi ⊂ F .
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Полученное противоречие показывает, что G 6∈ M . Отсюда M $ F и M —
собственная τ -замкнутая подформация в F , содержащая H . По лемме Цорна
существует максимальный элемент M ∈ �. Ясно, что M — максимальная
τ -замкнутая подформация в F такая, что H ⊆ M . Лемма доказана.

Лемма 3.2. Решетка M /τH модулярна для любых τ -замкнутых форма-
ций M и H , где H ⊆ M .

Доказательство. Пусть F1, F2, F3 — τ -замкнутые формации в M /τH
такие, что F2 ⊆ F1. Покажем, что

F1 ∧ (F2 ∨τ F3) = F2 ∨τ (F1 ∧ F3).

Поскольку в каждой алгебре A перестановочна, имеем πϕ = ϕπ для любых
конгруэнций π и ϕ на A. В силу предложений 2.1 и 2.2

F1 ∩ (formF2 ∪ F3)) = form(F2 ∪ (F1 ∩ F3)).

Согласно предложению 2.3 имеем

form(F2 ∪ F3) = τ form(F2 ∪ F3) = F2 ∨τ F3,

и
form(F2 ∪ (F1 ∩ F3)) = τ form(F2 ∪ (F1 ∩ F3)) = F2 ∨τ (F1 ∧ F3).

Отсюда

F1 ∧ (F2 ∨τ F3) = F1 ∩ (F2 ∨τ F3) = F2 ∨τ (F1 ∧ F3).

Это показывает, что решетка M /τH модулярна.

Лемма 3.3. Пусть F = M ∨τ H , где H — однопорожденная τ -замкнутая
формация и M — собственная τ -замкнутая подформация в F . Тогда F обла-
дает максимальной τ -замкнутой подформацией F1 такой, что M ⊆ F1.

Доказательство. Если M∩H = H , то H ⊆ M и M∪H = M . Отсюда

F = τ form(M ∪ H ) = τ formM = M .

Это противоречит тому, что M $ F и, следовательно, M ∩ H $ H . По
лемме 3.1 формация H имеет максимальную τ -замкнутую подформацию H1
такую, что M ∩ H ⊆ H1. По лемме 3.2 и предложению 2.4 видим, что ре-
шетки F/τM = (M ∨τ H )/τM и H /τ (M ∩H ) изоморфны. Это показывает,
что F обладает максимальной τ -замкнутой подформацией F1, содержащей M .
Лемма доказана.

Пусть F — τ -замкнутая формация и G ∈ F . Алгебра G называется τ-
непорождающей в F , если F = τ form(X ∪ {G}) всегда влечет F = τ form X .

Для краткости будем писать (1)◦ для обозначения класса всех одноэлемент-
ных алгебр.

Теорема 3.1. Пусть F 6= (1)◦ — непустая τ -замкнутая формация алгебр.
Тогда

(i) �τ (F ) состоит из всех τ -непорождающих алгебр в F ,
(ii) если M — τ -замкнутая формация и M ⊆ F , то �τ (M ) ⊆ �τ (F ).
Доказательство. (i) Пусть G — τ -непорождающая алгебра в F . Допу-

стим, что G 6∈ �τ (F ). Тогда �τ (F ) $ F и найдется максимальная τ -замкнутая
подформация F1 в F такая, что G 6∈ F1. Отсюда

F = τ form(F1 ∪ {G}) = τ form F1 = F1 $ F ;
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противоречие. Значит, G ∈ �τ (F ).
Обратно, если G ∈ �τ (F ), то надо доказать, что G — τ -непорождающая

алгебра в F . Допустим, что есть класс алгебр X такой, что τ form(X ∪{G}) =
F и M = τ formX 6= F . Так как

F = τ form(X ∪ {G}) = τ form(τ formX ∪ τ formG) = M ∨τ τ formG,

по лемме 3.3 формация F обладает максимальной τ -замкнутой подформацией
F1 такой, что M ⊆ F1. Поскольку G ∈ �τ (F ) ⊆ F1, имеем

F = M ∨τ τ formG ⊆ F1 $ F .

Полученное противоречие показывает, что G — τ -непорождающая алгебра в F .
Значит, подформация �τ (F ) состоит из всех τ -непорождающих алгебр в F .

(ii) Пусть M — τ -замкнутая подформация в F и � = �τ (M ). Предполо-
жим, что � 6⊆ �τ (F ). Тогда F имеет максимальную τ -замкнутую подфор-
мацию F1 такую, что � 6⊆ F1. Далее, M 6⊆ F1, тем самым F1 ∨τ M =
τ form(F1 ∪ M ) = F . Так как F1 — максимальная τ -замкнутая подформа-
ция F , в решетке F/τF1 = (F1 ∨ M )/τF1 есть только два элемента F1
и F . По лемме 3.2 и предложению 2.4 решетка F/τF1 изоморфна решетке
M /τ(M ∩F1). Это означает, что M ∩F1 — максимальная τ -замкнутая подфор-
мация в M . Отсюда � ⊆ M ∩F1 и, значит, � ⊆ F1. Полученное противоречие
показывает, что � ⊆ �τ (F ), и теорема доказана.

Если множество τ(G) состоит из всех подалгебр алгебры G, то можно пи-
сать s вместо τ .

Непосредственно из теоремы 3.1 вытекает

Следствие 3.1. Пусть F 6= (1)◦ — непустая s-замкнутая формация ал-
гебр. Эквивалентны следующие утверждения:

(1) �s(F ) состоит из всех s-непорождающих алгебр в F ,
(2) если M — s-замкнутая формация и M ⊆ F , то �S(M ) ⊆ �S(F ).

Используя следствие 3.1, можно сразу получить результат из [16].

Следствие 3.2 [16]. Пусть F 6= (1)◦ — непустая s-замкнутая формация
конечных n-групп. Тогда

(1) �S(F ) состоит из s-непорождающих n-групп в F ,
(2) если M — s-замкнутая формация и M ⊆ F , то �S(M ) ⊆ �S(F ).

Если множество τ(A) состоит только из одного элемента: τ(A) = {A}, то
мы обычно будем опускать символ τ и писать просто «form» вместо «τ form» и
«�» вместо «�τ».

Следствие 3.3. Пусть F 6= (1)◦ — непустая формация алгебр. Тогда
(1) �(F ) состоит из всех непорождающих алгебр в F ;
(2) если M — подформация в F , то �(M ) ⊆ �(F ).

Опираясь на следствие 3.3, получаем соответственно результаты А. Ф. Аль-
Дабабсеха, У. Херцфельд и А. Н. Скибы.

Следствие 3.4 [16]. Пусть F 6= (1)◦ — непустая формация конечных n-
групп. Тогда

(1) �(F ) состоит из всех непорождающих n-групп в F ;
(2) если M — подформация в F , то �(M ) ⊆ �(F ).
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Следствие 3.5 [17, 18]. Пусть F — формация конечных групп. Тогда
�(F ) состоит из всех непорождающих групп в F .

Следующая теорема связана с фраттиниевыми подформациями τ -замкну-
тых формаций F конечных алгебр.

Теорема 3.2. Пусть F — τ -замкнутая формация конечных алгебр. Тогда
для любого G ∈ F

G/ soc(G) ∈ �τ (F ).

Доказательство. Если в F нет максимальных τ -замкнутых подформа-
ций, то �τ (F ) = F и тем самым G/ soc(G) ∈ �τ (F ).

Допустим, что в F есть максимальная τ -замкнутая подформация. Пусть
тогда M — максимальная τ -замкнутая подформация в F такая, что G/ soc(G)
6∈ M . Пусть A = G/ soc(G) и X = HSτ̄ (A), где Sτ̄ (A) = {G | G ∈ τ̄ (A)}.
Согласно предложению 2.6 X — τ -замкнутый гомоморф, так что X ∪ M —
τ -замкнутый гомоморф. Отсюда G 6∈ X ∪ M . Так как G/ soc(G) 6∈ M , имеем
G 6∈ M . Предположим, что G ∈ X . Тогда G = H/π для некоторой алгебры
H ∈ Sτ̄ (A) и некоторой конгруэнции π на A. Отсюда |G| < |H | < |G/ soc(G)|;
противоречие. Значит, G 6∈ X ∪ M , и утверждение доказано. По теореме 4.3
из [14] существует алгебра H в F = τ form({A} ∪ M ) = τ form(X ∪ M ) с
конгруэнциями π, π1, π2, . . . , πt, ψ1, ψ2, . . . , ψt (t > 2) такими, что имеют место
следующие утверждения:

(1) G ' H/π и ψ1 ∩ · · · ∩ ψt ⊆ ψ, где ψ/π = soc(H/π);
(2) H/πi — (X ∪ M )-алгебра с единственной минимальной конгруэнцией

ψi/πi.
Покажем, что H/ψi ∈ M для любого i ∈ {1, 2, . . . , t}. Действительно, если

H/πi ∈ M , то H/ψi ∈ M , потому что

H/ψi ' (H/πi)/(ψi/πi) = (H/πi)/ soc(H/πi).

Пусть H/πi ∈ X . Тогда |H/πi| < |G| и по индукции имеем

(H/πi)/ soc(H/πi) ' H/ψi ∈ �τ (F ) ⊆ M .

Отсюда H/ψ1, . . . , H/ψt ∈ M и, значит, H/(ψ1 ∩ · · · ∩ ψt) ∈ M . Согласно (1)
получаем G/ soc(G) ∈ M ; противоречие. Значит, G/ soc(G) ∈ �τ (F ).

Следствие 3.6. Пусть F — s-замкнутая формация конечных алгебр и
G ∈ F . Тогда

G/ soc(G) ∈ �S(F ).

Опираясь на следствие 3.6, можно получить следующий результат из [19].

Следствие 3.7 [19]. Пусть G ∈ F , где F — s-замкнутая формация конеч-
ных n-групп. Тогда

G/ soc(G) ∈ �S(F ).

Пусть G — группа, и пусть F — гомоморф групп, т. е. F — класс групп,
замкнутый относительно гомоморфизмов. Обозначим через GF пересечение
всех нормальных подгрупп N в G таких, что G/N ∈ F . Следуя [20], подгруппу
N группы G назовем вербальной подгруппой, если существует многообразие M
групп такое, что GM = N . Применяя следствие 3.6, дадим другое доказатель-
ство результата Ковача и Неймана из [21].
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Следствие 3.8 [21]. Пусть G — конечная группа с единственной мини-
мальной нормальной подгруппой R. Тогда R — вербальная подгруппа в G.

Доказательство. Пусть M = var(G/R) — многообразие, порожденное
G/R. Тогда, очевидно, G/R ∈ M и тем самым GM ⊆ R. Допустим, что
GM = 1. Поскольку M = var(s form(G/R)), согласно [11, предложение 14.1; 8,
лемма 9.3] имеем G ∈ s form(G/R). В силу следствия 3.6 G/R ∈ �S(s formG),
значит,

s form(G/R) $ s formG.

Следовательно, G 6∈ M . Полученное противоречие показывает, что R = GM —
вербальная подгруппа в G.

Следствие 3.9. Пусть F — формация алгебр и G ∈ F . Тогда

G/ soc(G) ∈ �(F ).

Используя следствие 3.9, дадим новое доказательство следующих резуль-
татов из [17, 19, 22] соответственно.

Следствие 3.10 [17]. Пусть F — формация конечных групп и G ∈ F .
Тогда

G/ soc(G) ∈ �(F ).

Следствие 3.11 [19]. Пусть F — формация конечных n-групп и G ∈ F .
Тогда

G/ soc(G) ∈ �(F ).

Следствие 3.12 [22]. Пусть F — формация алгебр. Если каждая под-
формация в F дополняема в F , то F = formX , где X — класс всех простых
алгебр в F .

Доказательство. Пусть M = formX , где X — класс всех простых ал-
гебр в F . Допустим, что M $ F , и пусть A — алгебра наименьшего по-
рядка из F\M . Тогда, очевидно, soc(A) 6= A × A. По следствию 3.9 имеем
A/ soc(A) ∈ �(F ). Отсюда � = �(F ) 6= (1)◦. Так как каждая подформа-
ция в F дополняема, найдется формация F1 такая, что F = form(� ∪ F ) и
� ∩ F1 = (1)◦. Но F = form(� ∪ F1) = form F1 = F1 согласно теореме 3.1, так
что � ∩ F = � = � ∩ F1 6= (1)◦; противоречие. Итак, F = formX .

4. Классы Фраттини — Шунка универсальных алгебр

Теория классов Шунка универсальных алгебр впервые изучалась авторами
в [10]. Это понятие, по-существу, пришло от классов Шунка групп. Известно,
что класс групп F называют классом Шунка, если F — примитивно замкнутый
гомоморф [9]. В частности, в [10] нами доказано, что решетка всех классов
Шунка конечных универсальных алгебр алгебраична и дистрибутивна.

В этом разделе изучим теорию Фраттини классов Шунка универсальных
алгебр.

Следуя идеям из [10], алгебру A назовем примитивной, если A обладает
максимальной подалгеброй M такой, что MA = � (ср. с определением 15.1,
данным в [3, с. 52]).

Пусть F — класс алгебр. Обозначим через PF класс всех алгебр A таких,
что их примитивные гомоморфные образы A лежат в F . Следуя [10], класс F
алгебр назовем классом Шунка, если F = PF .
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Пусть X — совокупность алгебр. Пересечение всех классов Шунка, содер-
жащих X , обозначим через SchunckX . Будем также писать SchunckG вместо
Schunck{G}, когда X = {G} — одноэлементное множество. Если для клас-
са Шунка F имеем F = SchunckG для некоторой алгебры G, то F назовем
однопорожденным классом Шунка.

Пусть M и F — классы Шунка. Если M ⊆ F , то M назовем подклассом
Шунка в F . Если M $ F и нет другого класса Шунка H такого, что M $
H $ F , то M назовем максимальным подклассом Шунка в F .

Приведем некоторые результаты теории Фраттини для классов Шунка уни-
версальных алгебр. Поскольку их доказательства аналогичны доказательствам
из разд. 3, мы опустим обоснования.

Лемма 4.1. Пусть H — собственный подкласс Шунка однопорожденного
класса Шунка F . Тогда F имеет максимальный подкласс Шунка M такой,
что H ⊆ M .

Лемма 4.2. Пусть F = M ∨ H , где H — однопорожденный класс Шун-
ка и M — собственный подкласс Шунка в F . Тогда F имеет максимальный
подкласс Шунка F1, содержащий M .

Алгебру G в классе Шунка F назовем непорождающей алгеброй в классе
Шунка F , если из F = Schunck(X ∪ {G}) вытекает, что F = SchunckX , где
X — подмножество в F .

Пусть F — класс Шунка и � — множество всех максимальных подклассов
Шунка в F . Тогда будем писать

�(F ) =

{ ⋂
M∈�

M , если � 6= ∅,

F , если � = ∅.

Опираясь на данные определения, можно установить следующие утвержде-
ния о подклассах Фраттини — Шунка �(F ).

Теорема 4.1. Пусть F 6= (1)◦ — непустой класс Шунка. Тогда
(1) �(F ) состоит из всех непорождающих алгебр в F ;
(2) если M — класс Шунка и M ⊆ F , то �(M ) ⊆ �(F ).
Из теоремы 4.1 непосредственно вытекает такой результат Аль-Дабабсеха

Следствие 4.1 [16]. Пусть F — класс Шунка конечных n-групп. Тогда
(1) �(F ) состоит из всех непорождающих n-групп в F ;
(2) если M ⊆ F , где M — класс Шунка n-групп, то �(M ) ⊆ �(F ).
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