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Г. Г. Лаптев

Аннотация: Получены достаточные условия отсутствия глобальных решений по-
лулинейных эволюционных дифференциальных уравнений и неравенств высокого
порядка (по временной переменной). Установленные результаты обобщают извест-
ные утверждения для параболических и гиперболических уравнений. Доказатель-
ства основаны на методе пробных функций, разработанном Л. Вероном, Э. Мити-
диери, С. И. Похожаевым, А. Тесеем.
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Введение

В работе исследуется отсутствие глобальных решений полулинейных эво-
люционных дифференциальных неравенств второго порядка по пространствен-
ной переменной x и высокого порядка по «времени» t. По переменной x мы
предполагаем, что задачи ставятся во внешности шара |x| > R, R > 0.

В качестве примера рассмотрим параболическую задачу

∂u

∂t
−�u = uq в RN × (0,∞), u|t=0 = u0(x) ≥ 0 в RN . (1)

Классический результат Фужиты — Хаякавы утверждает, что эта задача
не имеет глобального неотрицательного решения для любых (ненулевых неот-
рицательных) начальных данных, если

1 < q ≤ q∗ = 1 +
2
N
.

Полученное значение q∗, называемое критическим показателем Фужиты, явля-
ется неулучшаемым, т. е. для q > q∗ при дополнительных условиях на u0 задача
имеет глобальное неотрицательное решение.

В дальнейшем теория отсутствия решений эволюционных уравнений по-
лучила большое развитие. Из множества литературы по параболическим за-
дачам упомянем книгу [1] и обзоры [2, 3], по гиперболическим — книги [4–6]
и статьи [7, 8]. К настоящему времени стала очевидной необходимость выде-
лить некоторые общие свойства, влияющие на отсутствие решения эволюцион-
ных уравнений и неравенств, чтобы в рамках единого подхода охватить задачи
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как параболические и гиперболические, так и «эволюционные высокого поряд-
ка» [9]. В настоящей статье делается попытка провести такое исследование на
базе метода пробных функций [10–12], систематически используемого, в част-
ности, в книге [6]. Заметим, что все другие известные подходы неприменимы в
данном случае из-за отсутствия линейной теории рассматриваемых задач.

Пусть N ≥ 3, � — неограниченная область пространства RN+1 с кусочно-
гладкой границей. Далее используются пространства С. Л. Соболева W 2

q (�),
а также локальное пространство Lq,loc(�), элементы которого лежат в Lq(�′)
для любого компактного подмножества �′: �′ ⊂ �. Через C(�) обозначает-
ся пространство непрерывных функций, через Cm(�) — пространство гладких
функций на замкнутой области �. Анизотропные (по переменным x и t) вари-
анты таких пространств, обозначаемые через W 2,k

q (�) и C2,k(�), будут активно
применяться при введении пробных функций. Детальные описания этих клас-
сов имеются в [13].

Символ � обозначает оператор Лапласа по пространственным переменным
(x1, . . . , xN ), вектор из частных производных обозначаем через Du = ( ∂u∂xi ). Для
двух дифференцируемых функций u(x) и ϕ(x) полагаем

DuDϕ =
N∑
i=1

∂u

∂xi

∂ϕ

∂xi
.

Выражение ∂u
∂n обозначает производную функции u по направлению внешней

нормали n к рассматриваемой области. В основном такой областью будет внеш-
ность шара BR радиуса R > 0 с центром в начале координат. Через c и C с
индексами будем обозначать постоянные, точные значения которых нас не ин-
тересуют.

1. Предварительные оценки

В этом разделе устанавливаются вспомогательные оценки некоторых инте-
гралов от пробных функций в зависимости от параметра ρ, ρ→∞, составляю-
щие основу используемого метода.

Рассмотрим «стандартную срезающую функцию» [13] ζ(y) ∈ C∞(R+) со
следующими свойствами:

0 ≤ ζ(y) ≤ 1, ζ(y) =
{

1, если 0 ≤ y ≤ 1,
0, если y ≥ 2.

Введем функцию
η(y) = (ζ(y))kp0

с некоторыми положительными параметрами p0 и k, где k натуральное. Для
первой и второй производных (для 1 < p ≤ p0) устанавливаются оценки

|η′(y)|p = (kp0)pζkp0(p−1)ζkp0−p|ζ ′|p ≤ cηη
p−1(y),

|η′′(y)|p ≤ (kp0)pζkp0(p−1)ζkp0−2p((kp0 − 1)|ζ ′|2 + ζ|ζ ′′|)p ≤ cηη
p−1(y)

с некоторой постоянной cη. Действуя аналогично, легко проверить выполнение
такого рода оценки для производной до порядка k включительно, т. е.

|η(k)(y)|p ≤ cηη
p−1(y).
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Вводя замену переменной y = t/ρθ, где θ > 0, ρ > 2R, t — новая переменная,
для функции η(t/ρθ), у которой

supp |η(t/ρθ)| = {t < 2ρθ}, supp
∣∣∣∣dkη(t/ρθ)dtk

∣∣∣∣ = {ρθ < t < 2ρθ},

легко установить неравенство∫
supp

∣∣ dkη(t/ρθ)
dtk

∣∣
∣∣dkη(t/ρθ)

dtk

∣∣p
ηp−1(t/ρθ)

dt ≤ cηρ
−θ(kp−1). (1.1)

Параметр θ в дальнейшем будет подбираться в зависимости от оператора.
Для пространственной переменной x, |x| = r, вводим функции η(r/ρ),

ξ(x) ≡ ξ(r) =
1
Rs

− 1
rs
, (1.2)

и произведение

ψρ(x) ≡ ψρ(r) =
(

1
Rs

− 1
rs

)
η

(
r

ρ

)
, (1.3)

где в дальнейшем положим s = N − 2. При r � R первый сомножитель в
определении ψρ ведет себя как 1/Rs и 0 ≤ ψρ(x) ≤ 1/Rs. Отметим некоторые
свойства функции ψρ: ψρ = 0 и ∂ψρ

∂r ≥ 0 для r = R.
Получим оценки для первой и второй производных функции ψρ(r) (с учетом

предположения r > 2R):∣∣∣∣∂ψρ∂r
∣∣∣∣p ≤ ∣∣∣∣ s

rs+1 η

(
r

ρ

)
+

(
1
Rs

− 1
rs

)
η′

(
r

ρ

)
1
ρ

∣∣∣∣p ≤ cηp−1
(
r

ρ

)
1

Rpsrp

(
1 +

rp

ρp

)
,

∣∣∣∣∂2ψρ
∂r2

∣∣∣∣p ≤ ∣∣∣∣−s(s+ 1)
rs+2 η

(
r

ρ

)
+

2s
rs+1ρ

η′
(
r

ρ

)
+

(
1
Rs

− 1
rs

)
1
ρ2 η

′′
(
r

ρ

)∣∣∣∣p
≤ cηp−1

(
r

ρ

)
1

Rspr2p

(
1 +

rp

ρp
+
r2p

ρ2p

)
,

где константа c не зависит от r и ρ. Объединяя эти неравенства, приходим к
оценке для оператора Лапласа

|�ψρ(x)|p =
∣∣∣∣∂2ψρ
∂r2

+
N − 1
r

∂ψρ
∂r

∣∣∣∣p ≤ c

∣∣∣∣∂2ψρ
∂r2

∣∣∣∣p + c
1
rp

∣∣∣∣∂ψρ∂r
∣∣∣∣p

≤ cηp−1
(
r

ρ

)
1

Rspr2p

(
1 +

rp

ρp
+
r2p

ρ2p

)
≤ cψp−1

ρ (x)
1
r2p

(
1 +

rp

ρp
+
r2p

ρ2p

)
. (1.4)

На последнем этапе мы использовали очевидное при r > 2R соотношение

1
Rs

− 1
rs
≥ 1
Rs

− 1
2sRs

≥ c

Rs
.

Теперь положим s = N − 2. Напомним, что �(1/rN−2) = 0 для r 6= 0.
Поэтому �ψρ = 0 для r < ρ и supp |�ψρ| = {ρ < r < 2ρ}. На множестве
supp |�ψρ| справедлива оценка

1 +
rp

ρp
+
r2p

ρ2p ≤ c,
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где постоянная c не зависит от r и ρ. Следовательно, из (1.4) получим для
ρ < r < 2ρ

|�ψρ(x)|p ≤ cψp−1
ρ (x)

1
ρ2p ,

откуда для любого параметра σ ∈ R вытекает оценка

∫
supp |�ψρ|

|�ψρ(x)|p

ψp−1
ρ (x)|x|σ(p−1)

dx ≤ c

2ρ∫
ρ

ψp−1
ρ (x)

ψp−1
ρ (x)

rN−1

ρ2p+σ(p−1) dr ≤ cψρ
−p(σ+2)+N+σ.

(1.5)
Таким образом, для общей пробной функции вида

ϕρ(x, t) = η

(
t

ρθ

)
ψρ(x) (1.6)

с учетом интегрирования по переменной t получим

∫∫
supp |�ϕρ|

|�ϕρ(x, t)|p

ϕp−1
ρ (x, t)|x|σ(p−1)

dxdt ≤
2ρθ∫
0

η(t/ρθ) dt
∫

supp |�ψρ|

|�ψρ|p

ψp−1
ρ |x|σ(p−1)

dx

≤ cϕρ
θ−p(σ+2)+N+σ. (1.7)

Теперь оценим (с учетом (1.1)) аналогичный интеграл для производной по-
рядка k по переменной t:∫∫

supp
∣∣ ∂kϕρ

∂tk

∣∣
∣∣∂kϕρ(x,t)

∂tk

∣∣p
ϕp−1
ρ (x, t)|x|σ(p−1)

dxdt

≤
∫

supp
∣∣ dkη(t/ρθ)

dtk

∣∣
∣∣dkη(t/ρθ)

dtk

∣∣p
ηp−1(t/ρθ)

dt

∫
R<|x|<2ρ

ψρ(x)
|x|σ(p−1) dx ≤ cηρ

−θ(kp−1)c

2ρ∫
R

rN−1

rσ(p−1) dr

≤ cϕ


ρN−σ(p−1)−θ(kp−1), если N − σ(p− 1) > 0,
ρ−θ(kp−1) ln ρ, если N − σ(p− 1) = 0,
ρ−θ(kp−1)RN−σ(p−1), если N − σ(p− 1) < 0.

(1.8)

При θ = 2/k первый показатель степени ρ в этой оценке совпадает с показателем
из (1.7):

N − σ(p− 1)− θ(kp− 1) = θ − p(σ + 2) +N + σ ≡ −p(σ + 2) +N + σ + 2/k.

Поскольку далее в модельной задаче мы считаем σ = 0, выделим этот
случай отдельно. Тогда из правой части неравенства (1.8) остается первый
вариант, и общая оценка (при θ = 2/k) принимает вид

∫∫
supp

∣∣(−1)k ∂
kϕρ

∂tk
−�ϕρ

∣∣
∣∣(−1)k ∂

kϕρ
∂tk −�ϕρ

∣∣p
ϕp−1
ρ

dxdt ≤ c0ρ
−2p+N+2/k. (1.9)
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Пусть теперь T > 0 фиксировано. Нам понадобятся аналогичные (1.1),
(1.7) и (1.8) оценки в области t > T :∫

supp
∣∣ dkη(t/ρθ)

dtk

∣∣
∣∣dkη(t/ρθ)

dtk

∣∣p
ηp−1(t/ρθ)tγ(p−1) dt ≤ cηρ

−θ(p(k+γ)−1−γ); (1.10)

∫∫
supp |�ϕρ|

|�ϕρ(x, t)|p

ϕp−1
ρ (x, t)tγ(p−1)

dxdt ≤
2ρθ∫
T

η(t/ρθ)
tγ(p−1) dt

∫
supp |�ψρ|

|�ψρ|p

ψp−1
ρ

dx

≤ cϕ


ρ−γθ(p−1)+θ−2p+N , если 1− γ(p− 1) > 0,
ρ−2p+N ln ρ, если 1− γ(p− 1) = 0,
ρ−2p+NT 1−γ(p−1), если 1− γ(p− 1) < 0;

(1.11)

∫∫
supp

∣∣ ∂kϕρ
∂tk

∣∣
∣∣∂kϕρ(x,t)

∂tk

∣∣p
ϕp−1
ρ (x, t)tγ(p−1)

dxdt

≤
∫

supp
∣∣ dkη(t/ρθ)

dtk

∣∣
∣∣dkη(t/ρθ)

dtk

∣∣p
ηp−1(t/ρθ)tγ(p−1) dt

∫
R<|x|<2ρ

ψρ(x) dx ≤ cϕρ
−θ(p(k+γ)−1−γ)+N .

(1.12)

При θ = 2/k

−γθ(p−1)+ θ−2p+N = −θ(p(k+γ)−1−γ)+N = −2γ(p−1)/k−2p+N +2/k.

2. Модельная задача: отсутствие глобального решения

Пусть R > 0. Введем область � = RN \ BR (т. е. внешность шара BR) и
рассмотрим проблему отсутствия глобального нетривиального решения задачи
для некоторого натурального числа k:

∂ku

∂tk
−�u ≥ |u|q в �× (0,∞),

u|∂BR×(0,∞) ≥ 0,
∂k−1u

∂tk−1

∣∣∣∣
t=0

≥ 0, u 6≡ 0.
(2.1)

Далее слабое решение будет пониматься в следующем смысле.

Определение 2.1. Пусть u(x, t) ∈ C(� × [0,∞)) и определены локально
суммируемые следы ∂iu

∂ti , i = 1, . . . , k − 1, при t = 0. Функция u(x, t) называ-
ется слабым решением задачи (2.1), если для любой неотрицательной пробной
функции ϕ(x, t) ∈ W 2,k

∞ (� × (0,∞)) такой, что ϕ|∂BR×(0,∞) = 0, и финитной по
переменным r = |x| и t, выполнено интегральное неравенство

−
∞∫
0

∫
∂BR

u
∂ϕ

∂r
dxdt+

∞∫
0

∫
�

u

(
(−1)k

∂kϕ

∂tk
−�ϕ

)
dxdt

≥
∞∫
0

∫
�

|u|qϕdxdt+
k−1∑
i=1

(−1)i
∫
�

∂k−1−iu

∂tk−1−i (x, 0)
∂iϕ

∂ti
(x, 0) dx
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+
∫
�

∂k−1u

∂tk−1 (x, 0)ϕ(x, 0) dx.

Замечание 2.1. В приведенном определении не ставилось целью получить
предельные условия на гладкость или суммируемость решения u(x, t). Возмож-
ны обобщения на решения из Lq при дополнительных предположениях о сум-
мируемости следов на границе шара. Чтобы не затруднять изложение, ограни-
чимся непрерывными решениями на замыкании �, которые имеют непрерывный
след на границе шара ∂BR.

Теорема 2.1. При

1 < q ≤ q∗k =
N + 2/k

N − 2 + 2/k

задача (2.1) не имеет нетривиального глобального решения.
Эта теорема включает в себя как частные случаи несколько классических

результатов для параболических и гиперболических задач. Заметим, что, хотя
мы и не исследуем вопрос о неулучшаемости q∗k, в приводимых ниже примерах
q∗k совпадает с уже известными точными показателями.

При k = 1 получаем упомянутый во введении критический показатель Фу-
житы — Хаякавы

q∗1 = 1 +
2
N
.

При k = 2 имеем

q∗2 =
N + 1
N − 1

— критический показатель Като для гиперболических уравнений. Однако при
использовании доказательства Като (через сведение к обыкновенному диффе-
ренциальному неравенству) возможно рассматривать лишь задачи с компакт-
ным носителем начальных данных и с конечной скоростью распространения
возмущений [7], для которых этот показатель не точен. В то же время без
этих предположений показатель Като является в некотором смысле неулучша-
емым [14].

Наконец, интересно отметить, что при k →∞ в пределе приходим к точно-
му критическому показателю для эллиптических неравенств (см. [6, 15] и ссыл-
ки там):

q∗∞ =
N

N − 2
.

Необходимо также упомянуть, что в отличие от многих работ здесь рас-
сматриваются решения без предположения об их положительности. Вместо
этого требуется положительность (неотрицательность) на границе. Для эволю-
ционного неравенства высокого порядка принцип максимума в общем случае
не имеет места, поэтому из положительности граничных значений не следует
положительность решения в области.

Доказательство теоремы 2.1. Пусть u(x, t) — нетривиальное глобаль-
ное решение задачи (2.1). Согласно определению 2.1 с пробной функцией ϕ(x, t)
= ϕρ(x, t), введенной по формуле (1.6) с p = q′ > 1 и θ = 2/k, с учетом очевид-
ных равенств

∂iϕρ
∂ti

(x, 0) ≡ 0 для i = 1, . . . , k − 1
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это означает, что∫
�

∂k−1u

∂tk−1 (x, 0)ϕρ(x, 0) dx+
∞∫
0

∫
�

|u|qϕρ dxdt

≤ −
∞∫
0

∫
∂BR

u
∂ϕρ
∂r

dxdt+
∫∫

supp
∣∣(−1)k ∂

kϕρ

∂tk
−�ϕρ

∣∣u
(

(−1)k
∂kϕρ
∂tk

−�ϕρ

)
dxdt. (2.2)

Как уже отмечалось ранее, производная ∂ψρ
∂r при r = R неотрицательна, а сле-

довательно, и ∂ϕρ
∂r |r=R ≥ 0, поэтому первый интеграл в правой части будет

неположительным благодаря условию u|∂BR×(0,∞) ≥ 0.
Для оценки последнего интеграла в (2.2) применим неравенство Гёльдера.

Получим∫
�

∂k−1u

∂tk−1 (x, 0)ϕρ(x, 0) dx+
∞∫
0

∫
�

|u|qϕρ dxdt

=
∫
�

∂k−1u

∂tk−1 (x, 0)ϕρ(x, 0) dx+
∫∫

supp
∣∣(−1)k ∂

kϕρ

∂tk
−�ϕρ

∣∣|u|
qϕρ dxdt+

∫∫
ϕρ(x,t)=ξ(x)

|u|qξ(x) dxdt

≤
∫∫

supp
∣∣(−1)k ∂

kϕρ

∂tk
−�ϕρ

∣∣ |u|
∣∣∣∣(−1)k

∂kϕρ
∂tk

−�ϕρ

∣∣∣∣ dxdt
≤

( ∫∫
supp

∣∣(−1)k ∂
kϕρ

∂tk
−�ϕρ

∣∣ |u|
qϕρ dxdt

)1/q

×
( ∫∫
supp

∣∣(−1)k ∂
kϕρ

∂tk
−�ϕρ

∣∣
|(−1)k ∂

kϕρ
∂tk −�ϕρ|q

′

ϕq
′−1
ρ

dxdt

)1/q′

, (2.3)

откуда, отбрасывая неотрицательные начальные условия и с учетом оценки (1.9)
(при p = q′) для последнего интеграла справа, будем иметь∫∫
ϕρ(x,t)=ξ(x)

|u|qξ(x) dxdt ≤
∫∫

supp
∣∣(−1)k ∂

kϕρ

∂tk
−�ϕρ

∣∣
∣∣(−1)k ∂

kϕρ
∂tk −�ϕρ

∣∣q′
ϕq′−1 dxdt

≤ c0ρ
−2q′+N+2/k. (2.4)

Так как подынтегральное выражение в левой части не зависит от ρ, можем
перейти к пределу по ρ→∞. В случае

−2q′ +N + 2/k ≤ 0

это приводит к соотношению
∞∫
0

∫
�

|u|qξ dxdt ≤ c0.
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Тогда в силу абсолютной непрерывности интеграла Лебега по мере и оценки
ϕρ ≤ ξ имеем∫∫

supp
∣∣(−1)k ∂

kϕρ

∂tk
−�ϕρ

∣∣ |u|
qϕρ dxdt ≤

∫∫
supp

∣∣(−1)k ∂
kϕρ

∂tk
−�ϕρ

∣∣ |u|
qξ dxdt = ε(ρ) → 0

при ρ→∞. Возвращаясь теперь к неравенству (2.3), получим∫∫
ϕρ(x,t)=ξ(x)

|u|qξ dxdt ≤ ε1/q(ρ)c1/q
′

0 → 0

при ρ→∞, т. е. в пределе
∞∫
0

∫
�

|u|qξ dxdt = 0.

Так как ξ > 0 в �, то u ≡ 0, что противоречит предположению о существовании
ненулевого решения.

Из неравенства
−2q′ +N + 2/k ≤ 0

получаем условие отсутствия нетривиального решения из формулировки теоре-
мы 1 < q ≤ q∗k.

3. Неоднородная задача

По аналогии с (2.1) рассмотрим неравенство с дополнительным слагаемым
w(x) ≥ 0, w(x) ∈ L1,loc(�), т. е. задачу

∂ku

∂tk
−�u ≥ |u|q + w(x) в �× (0,∞), w(x) 6≡ 0,

u|∂BR×(0,∞) ≥ 0,
∂k−1u

∂tk−1

∣∣∣∣
t=0

≥ 0, u 6≡ 0.
(3.1)

Определение 3.1. Пусть u(x, t) ∈ C(� × [0,∞)) и определены локально
суммируемые следы ∂iu

∂ti , i = 1, . . . , k − 1, при t = 0. Функция u(x, t) называ-
ется слабым решением задачи (3.1), если для любой неотрицательной пробной
функции ϕ(x, t) ∈ W 2,k

∞ (� × (0,∞)) такой, что ϕ|∂BR×(0,∞) = 0, и финитной по
переменным r = |x| и t, выполнено интегральное неравенство

−
∞∫
0

∫
∂�

u
∂ϕ

∂r
dxdt+

∞∫
0

∫
�

u

(
(−1)k

∂kϕ

∂tk
−�ϕ

)
dxdt

≥
∞∫
0

∫
�

|u|qϕdxdt+
k−1∑
i=1

(−1)i
∫
�

∂k−1−iu

∂tk−1−i (x, 0)
∂iϕ

∂ti
(x, 0) dx

+
∫
�

∂k−1u

∂tk−1 (x, 0)ϕ(x, 0) dx+
∞∫
0

∫
�

w(x)ϕdxdt.
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Теорема 3.1. При

1 < q < q∗ =
N

N − 2
задача (3.1) не имеет нетривиального глобального решения, каким бы малым
ни было w(x) ≥ 0, w(x) 6≡ 0.

Доказательство. Следуя доказательству теоремы 2.1, получаем «апри-
орную оценку»

ρ2/k∫
0

∫
R<|x|<ρ

w(x)ξ dxdt+
∫

R<|x|<ρ

∂k−1u

∂tk−1 (x, 0)ξ(x) dx+
∫∫

ϕρ(x,t)=ξ(x)

|u|qξ dxdt

≤ c1ρ
−2q′+N+2/k,

откуда

c1ρ
−2q′+N+2/k ≥

ρ2/k∫
0

∫
R<|x|<ρ

w(x)ξ(x) dxdt ≥ ρ2/kcw (3.2)

при ρ таких, что ∫
R<|x|<ρ

w(x)ξ(x) dx ≥ cw ≡ const > 0.

Для получения противоречия при ρ→∞ достаточно предполагать, что −2q′ +
N < 0, т. е. q < N/(N − 2). Теорема доказана.

Такого рода результаты для параболических задач получены в работе [16].
Там же на основе теоремы сравнения доказано, что и в критическом случае
q = q∗ задача не имеет решения, однако для гиперболического и общего эво-
люционного неравенств вопрос остается открытым. Как видно из теоремы 3.1,
критический показатель для неоднородной задачи совпадает с эллиптическим
независимо от порядка уравнения k.

Возможно изучить и зависимость критического показателя от роста неод-
нородности.

Теорема 3.2. Пусть w(x) ≥ cβ/|x|β , где β > 2. Тогда задача (3.1) не имеет
глобального нетривиального решения при 1 < q < β/(β − 2).

Доказательство. При условиях теоремы неравенство (3.2) принимает
вид

c1ρ
−2q′+N+2/k ≥ ρ2/kρN−βcw,

откуда c1 ≥ cwρ2q′−β . Неравенство невозможно, если 2q′ − β > 0, т. е. q <
β/(β − 2).

4. Сингулярное неравенство

Пусть R > 0 и −2 < σ < +∞. Рассмотрим проблему отсутствия слабых
решений задачи

∂ku

∂tk
−�u ≥ |x|σ|u|q в �× (0,∞),

u|∂BR×(0,∞) ≥ 0,
∂k−1u

∂tk−1

∣∣∣∣
t=0

≥ 0, u 6≡ 0.
(4.1)
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Определение 4.1. Пусть u(x, t) ∈ C(� × [0,∞)) и определены локально
суммируемые следы ∂iu

∂ti , i = 1, . . . , k − 1, при t = 0. Функция u(x, t) называ-
ется слабым решением задачи (4.1), если для любой неотрицательной пробной
функции ϕ(x, t) ∈ W 2,k

∞ (� × (0,∞)) такой, что ϕ|∂BR×(0,∞) = 0, и финитной по
переменным r = |x| и t, выполнено интегральное неравенство

−
∞∫
0

∫
∂BR

u
∂ϕ

∂r
dxdt+

∞∫
0

∫
�

u

(
(−1)k

∂kϕ

∂tk
−�ϕ

)
dxdt

≥
∞∫
0

∫
�

|x|σ|u|qϕdxdt+
k−1∑
i=1

(−1)i
∫
�

∂k−1−iu

∂tk−1−i (x, 0)
∂iϕ

∂ti
(x, 0) dx

+
∫
�

∂k−1u

∂tk−1 (x, 0)ϕ(x, 0) dx. (4.2)

Теорема 4.1. При σ > −2 и

1 < q ≤ q∗ =
N + 2/k + σ

N − 2 + 2/k

задача (4.1) не имеет нетривиального глобального решения.
Для параболических неравенств (k = 1) аналогичный результат имеется

в [17] (см. также ссылки на результаты для соответствующих уравнений в об-
зорах [2, 3]).

Гиперболическая задача (4.1) (т. е. когда k = 2) в случае компактных на-
чальных данных и в предположении о конечной скорости распространения воз-
мущений рассматривалась (через сведение к обыкновенному дифференциаль-
ному уравнению) в [18], при дополнительном ограничении σ < N(q − 1).

Не включенный в теорему 4.1 случай σ ≤ −2, так называемые «критическая
и суперкритическая сингулярности», вызвал большой интерес после появления
работы [19], в которой исследуется аналогичная задача в ограниченной области.
Дальнейшее развитие это направление получило в книге [6] и работе автора [9],
где рассмотрены также некоторые эволюционные неравенства высокого поряд-
ка. Основной результат состоит в том, что задача в шаре BR с критической
или суперкритической сингулярностью (в точке |x| = 0) не имеет глобального
по времени t решения для всех q > 1. Более того, параболическая задача не
имеет даже локального по t решения. Это явление получило название «полного
и мгновенного разрушения» решения.

Доказательство теоремы 4.1. Пусть u(x, t) — нетривиальное решение.
Из (4.2) с пробной функцией ϕ(x, t) = ϕρ(x, t), определенной в (1.6), с p = q′ > 1,
θ = 2/k имеем∫

�

∂k−1u

∂tk−1 (x, 0)ϕρ(x, 0) dx+
∞∫
0

∫
�

|u|q|x|σϕρ dxdt

≤ −
∞∫
0

∫
∂BR

u
∂ϕρ
∂r

dxdt+ (−1)k
∫∫

∂kϕρ

∂tk
=0

u
∂kϕρ
∂tk

dxdt−
∫∫

�ϕρ=0

u�ϕρ dxdt



Отсутствие решений 153

+ (−1)k
∫∫

∂kϕρ

∂tk
6=0

u
∂kϕρ
∂tk

dxdt−
∫∫

�ϕρ 6=0

u�ϕρ dxdt. (4.3)

Первый интеграл в правой части неположителен, второй и третий равны нулю.
Применяя неравенство Гёльдера к оставшимся интегралам, получим∫

�

∂k−1u

∂tk−1 (x, 0)ϕρ(x, 0) dx+
∞∫
0

∫
�

|u|q|x|σϕρ dxdt

=
∫
�

∂k−1u

∂tk−1 (x, 0)ϕρ(x, 0) dx+
∫∫

ϕρ(x,t) 6=ξ(x)

|u|q|x|σϕρ dxdt+
∫∫

ϕρ(x,t)=ξ(x)

|u|q|x|σξ(x) dxdt

≤
∫∫

supp
∣∣ ∂kϕρ

∂tk

∣∣ |u|
∣∣∣∣∂kϕρ∂tk

∣∣∣∣ dxdt+
∫∫

supp |�ϕρ|

|u||�ϕρ| dxdt

≤
( ∫∫
supp

∣∣ ∂kϕρ
∂tk

∣∣ |u|
q|x|σϕρ dxdt

)1/q( ∫∫
supp

∣∣ ∂kϕρ
∂tk

∣∣
∣∣∂kϕρ
∂tk

∣∣q′
ϕq

′−1
ρ |x|σ(q′−1)

dxdt

)1/q′

+
( ∫∫
supp |�ϕρ|

|u|q|x|σϕρ dxdt
)1/q( ∫∫

supp |�ϕρ|

|�ϕρ|q
′

ϕq
′−1
ρ |x|σ(q′−1)

dxdt

)1/q′

. (4.4)

Наконец, используя неравенство Юнга с параметром, находим∫∫
ϕρ(x,t)=ξ(x)

|u|q|x|σξ(x) dxdt ≤ c

∫∫
supp

∣∣ ∂kϕρ
∂tk

∣∣
∣∣∂kϕρ
∂tk

∣∣q′
ϕq

′−1
ρ |x|σ(q′−1)

dxdt

+ c

∫∫
supp |�ϕρ|

|�ϕρ|q
′

ϕq
′−1
ρ |x|σ(q′−1)

dxdt. (4.5)

Последнее слагаемое в силу (1.7) (с p = q′ и θ = 2/k) не превосходит

cρ−q
′(σ+2)+N+σ+2/k.

Если
−q′(σ + 2) +N + σ + 2/k ≤ 0, (4.6)

то последний интеграл в (4.5) ограничен при ρ→∞.
Что касается первого интеграла в правой части (4.5), легко видеть, что в

условиях (4.6) он также ограничен. Действительно, если N − σ(q′ − 1) > 0, то
показатель роста в (1.8) совпадает с −q′(σ + 2) + N + σ + 2/k ≤ 0. Если же
N − σ(q′ − 1) ≤ 0, то множитель ρ−θ(kq

′−1) стремится к нулю при ρ → ∞ и,
следовательно, рассматриваемый интеграл ограничен.

Переходя к пределу при ρ→∞, в случае (4.6) приходим к оценке

∞∫
0

∫
�

|u|q|x|σξ dxdt ≤ c0,
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откуда с помощью наших стандартных рассуждений получаем отсутствие не-
тривиального глобального решения при выполнении неравенства (4.6).

Введем теперь сингулярность по t. Пусть T > 0, R > 0 и −k < γ ≤ 0.
Рассмотрим проблему отсутствия слабых решений задачи

∂ku

∂tk
−�u ≥ tγ |u|q в �× (T,∞),

u|∂BR×(0,∞) ≥ 0,
∂k−1u

∂tk−1

∣∣∣∣
t=T

≥ 0, u 6≡ 0.
(4.7)

Определение 4.2. Пусть u(x, t) ∈ C(� × [T,∞)) и определены локально
суммируемые следы ∂iu

∂ti , i = 1, . . . , k − 1, при t = T . Неотрицательная функция
u(x, t) называется слабым решением задачи (4.7), если для любой неотрицатель-
ной пробной функции ϕ(x, t) ∈ W 2,k

∞ (� × (T,∞)) такой, что ϕ|∂BR×(T,∞) = 0, и
финитной по переменным r = |x| и t, выполнено интегральное неравенство

−
∞∫
T

∫
∂BR

u
∂ϕ

∂r
dxdt+

∞∫
T

∫
�

u

(
(−1)k

∂kϕ

∂tk
−�ϕ

)
dxdt

≥
∞∫
T

∫
�

tγ |u|qϕdxdt+
k−1∑
i=1

(−1)i
∫
�

∂k−1−iu

∂tk−1−i (x, 0)
∂iϕ

∂ti
(x, 0) dx

+
∫
�

∂k−1u

∂tk−1 (x, 0)ϕ(x, 0) dx. (4.8)

Теорема 4.2. При −k < γ ≤ 0 и

1 < q ≤ q∗ =
N + 2/k + 2γ/k
N − 2 + 2/k

задача (4.7) не имеет нетривиального глобального решения.
Доказательство. Пусть u(x, t) — нетривиальное решение. Действуя ана-

логично доказательству теоремы 4.1 (очевидно, мы можем брать ту же самую
пробную функцию ϕρ, в частности θ = 2/k), получаем∫∫
ϕρ(x,t)=ξ(x)

|u|qtγξ(x) dxdt ≤ c

∫∫
supp

∣∣ ∂kϕρ
∂tk

∣∣
∣∣∂kϕρ
∂tk

∣∣q′
ϕq

′−1
ρ tγ(q′−1)

dxdt

+ c

∫∫
supp |�ϕρ|

|�ϕρ|q
′

ϕq
′−1
ρ tγ(q′−1)

dxdt. (4.9)

Первое слагаемое в силу (1.12) (с p = q′) не превосходит

cρ−2γ(q′−1)/k−2q′+N+2/k,

поэтому интеграл ограничен при

−2γ(q′ − 1)/k − 2q′ +N + 2/k ≤ 0. (4.10)
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Так как по предположению γ < 0, справедливо неравенство 1−γ(q′−1) > 0, тем
самым второй интеграл (по оценке (1.11)) также ограничен при условии (4.10).
Тогда, переходя к пределу при ρ→∞, приходим к оценке

∞∫
T

∫
�

|u|qtγξ dxdt ≤ c0,

откуда вытекает отсутствие нетривиального решения при выполнении усло-
вия (4.10). Теорема доказана.

Параболическому случаю (k = 1) задачи (4.7) уделяется много внимания,
в частности, аналогичный результат, но для γ ≥ 0 приводится в обзорах [2, 3]:

1 < q < q∗ =
N + 2 + 2γ

N
.

Насколько известно автору, соответствующее гиперболическое неравенство ра-
нее не рассматривалось.

5. Система неравенств

Рассмотрим слабо связанную систему
∂ku

∂tk
−�u ≥ |v|q1 в �× (0,∞),

∂kv

∂tk
−�v ≥ |u|q2 в �× (0,∞),

u|∂BR×(0,∞) ≥ 0, v|∂BR×(0,∞) ≥ 0,

∂k−1u

∂tk−1

∣∣∣∣
t=0

≥ 0,
∂k−1v

∂tk−1

∣∣∣∣
t=0

≥ 0, u 6≡ 0, v 6≡ 0.

(5.1)

Определение 5.1. Пара функций u, v ∈ C(�× [0,∞)), у которых опреде-
лены локально суммируемые следы ∂iu

∂ti и ∂iv
∂ti , i = 1, . . . , k−1, при t = 0, называ-

ется слабым решением задачи (5.1), если для любой неотрицательной пробной
функции ϕ(x, t) ∈ W 2,k

∞ (� × (0,∞)) такой, что ϕ|∂BR×(0,∞) = 0, и финитной по
переменным r = |x| и t, выполнены интегральные неравенства

−
∞∫
0

∫
∂BR

u
∂ϕ

∂r
dxdt+

∞∫
0

∫
�

u

(
(−1)k

∂kϕ

∂tk
−�ϕ

)
dxdt

≥
∞∫
0

∫
�

|v|q1ϕdxdt+
k−1∑
i=1

(−1)i
∫
�

∂k−1−iu

∂tk−1−i (x, 0)
∂iϕ

∂ti
(x, 0) dx

+
∫
�

∂k−1u

∂tk−1 (x, 0)ϕ(x, 0) dx,

−
∞∫
0

∫
∂BR

v
∂ϕ

∂r
dxdt+

∞∫
0

∫
�

v

(
(−1)k

∂kϕ

∂tk
−�ϕ

)
dxdt

≥
∞∫
0

∫
�

|u|q2ϕdxdt+
k−1∑
i=1

(−1)i
∫
�

∂k−1−iv

∂tk−1−i (x, 0)
∂iϕ

∂ti
(x, 0) dx

+
∫
�

∂k−1v

∂tk−1 (x, 0)ϕ(x, 0) dx.
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Теорема 5.1. Задача (5.1) не имеет глобального нетривиального решения,
если

max{γ1, γ2} ≥
N − 2 + 2/k

2
, где γ1 =

q1 + 1
q1q2 − 1

, γ2 =
q2 + 1
q1q2 − 1

, q1 > 1, q2 > 1.

Доказательство. Пусть u, v — слабое решение задачи (5.1). Выберем
пробную функцию, как в доказательстве теоремы 2.1, и будем использовать
соответствующие обозначения. В частности, справедлива оценка (1.9).

Применяя в определении слабого решения неравенство Гёльдера, приходим
к неравенствам∫

�

∂k−1u

∂tk−1 (x, 0)ϕρ(x, 0) dx+
∞∫
0

∫
�

|v|q1ϕρ dxdt

≤
( ∫∫
supp

∣∣(−1)k ∂
kϕρ

∂tk
−�ϕρ

∣∣ |u|
q2ϕρ dxdt

)1/q2

×
( ∫∫
supp

∣∣(−1)k ∂
kϕρ

∂tk
−�ϕρ

∣∣
∣∣(−1)k ∂

kϕρ
∂tk −�ϕρ

∣∣q′2
ϕ
q′2−1
ρ

dxdt

)1/q′2

≡ (
∫∫

supp
∣∣(−1)k ∂

kϕρ

∂tk
−�ϕρ

∣∣ |u|
q2ϕρ dxdt

)1/q2
J

1/q′2
1 , (5.2)

∫
�

∂k−1v

∂tk−1 (x, 0)ϕρ(x, 0) dx+
∞∫
0

∫
�

|u|q2ϕρ dxdt

≤
( ∫∫
supp

∣∣(−1)k ∂
kϕρ

∂tk
−�ϕρ

∣∣ |v|
q1ϕρ dxdt

)1/q1

×
( ∫∫
supp

∣∣(−1)k ∂
kϕρ

∂tk
−�ϕρ

∣∣
∣∣(−1)k ∂

kϕρ
∂tk −�ϕρ

∣∣q′1
ϕ
q′1−1
ρ

dxdt

)1/q′1

≡
( ∫∫
supp

∣∣(−1)k ∂
kϕρ

∂tk
−�ϕρ

∣∣ |v|
q1ϕρ dxdt

)1/q1
J

1/q′1
2 , (5.3)

причем согласно (1.9)

J1 ≤ c0ρ
−2q′2+N+2/k, J2 ≤ c0ρ

−2q′1+N+2/k.

Подставим неравенство (5.3) в (5.2). Тогда∫
�

∂k−1u

∂tk−1 (x, 0)ψρ(x) dx+
∞∫
0

∫
�

|v|q1ϕρ dxdt

≤
( ∫∫
supp

∣∣(−1)k ∂
kϕρ

∂tk
−�ϕρ

∣∣ |v|
q1ϕρ dxdt

)1/(q1q2)

J
1/(q′1q2)
2 J

1/q′2
1 ,
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откуда после упрощения степеней получаем
∞∫
0

∫
�

|v|q1ϕρ dxdt ≤
(
Jq1−1

2 Jq1(q2−1)
1

)1/(q1q2−1)

≤ Cρ((N−2+2/k)(q1q2−1)−2(q1+1))/(q1q2−1) = CρN−2+2/k−2γ1 . (5.4)

Отсюда, рассуждая, как и раньше, выводим отсутствие нетривиального v(x, t)
в случае

N − 2 + 2/k − 2γ1 ≤ 0.

Аналогично, подставляя (5.2) в (5.3), приходим к оценке
∞∫
0

∫
�

|u|q2ϕρ dxdt ≤
(
Jq2−1

1 Jq2(q1−1)
2

)1/(q1q2−1)

≤ Cρ((N−2+2/k)(q1q2−1)−2(q2+1))/(q1q2−1) = CρN−2+2/k−2γ2 , (5.5)

т. е. нетривиальное решение u(x, t) отсутствует при

N − 2 + 2/k − 2γ2 ≤ 0.

Очевидно, что если хотя бы одна из функций u(x, t) или v(x, t) тождествен-
но равна нулю, то равна нулю и другая. Таким образом, условие отсутствия
нетривиального решения принимает вид

max{γ1, γ2} ≥
N − 2 + 2/k

2
,

что и требовалось доказать.

Замечание 5.1. Возможна геометрическая интерпретация приведенных
условий. Степени q1 и q2 входят в соотношение нелинейно, так что после упро-
щения получаем объединение областей над прямыми q1 = 1, q2 = 1 и под ги-
перболами:

1 < q1 ≤
N + 2/k

(N − 2 + 2/k)q2 − 2
, 1 < q2 ≤

N + 2/k
(N − 2 + 2/k)q1 − 2

.

Точки пересечения гипербол и прямых (т. е. значения q∗1 при q2 = 1 и q∗2 при
q1 = 1) даются формулами

q∗1 =
N + 2/k

N − 4 + 2/k
, q∗2 =

N + 2/k
N − 4 + 2/k

.

Приведем частные случаи теоремы 5.1. При k = 1 (параболическая систе-
ма) приходим к варианту результата Эскобедо — Херреро [3]: задача

∂u

∂t
−�u ≥ |v|q1 в �× (0,∞),

∂v

∂t
−�v ≥ |u|q2 в �× (0,∞),

u|∂BR×(0,∞) ≥ 0, v|∂BR×(0,∞) ≥ 0, u(x, 0) ≥ 0, v(x, 0) ≥ 0, u 6≡ 0, v 6≡ 0,

не имеет глобального нетривиального решения при

max
{

q1 + 1
q1q2 − 1

,
q2 + 1
q1q2 − 1

}
≥ N

2
.
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Утверждение Эскобедо — Херреро, однако, является несколько более общим,
поскольку доказано в предположении q1q2 > 1, тогда как мы считаем q1 > 1,
q2 > 1.

При k = 2 для гиперболической системы

∂2u

∂t2
−�u ≥ |v|q1 в �× (0,∞),

∂2v

∂t2
−�v ≥ |u|q2 в �× (0,∞),

u|∂BR×(0,∞) ≥ 0, v|∂BR×(0,∞) ≥ 0,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

≥ 0,
∂v

∂t

∣∣∣∣
t=0

≥ 0, u 6≡ 0, v 6≡ 0,

схожие утверждения об отсутствии решения при

max
{

q1 + 1
q1q2 − 1

,
q2 + 1
q1q2 − 1

}
≥ N − 1

2

имеются в работах [7] (при дополнительных предположениях) и [14] (общий
случай). Отметим, однако, что в статьях [7, 14] исследованы задачи во всем
пространстве RN , тогда как мы рассматриваем внешность шара RN \BR.

В пределе k → ∞ приходим к известным условиям отсутствия для эллип-
тической системы (см. [6] и ссылки там):

max
{

q1 + 1
q1q2 − 1

,
q2 + 1
q1q2 − 1

}
≥ N − 2

2
.

Используя предлагаемый подход, можно рассмотреть также системы нера-
венств с сингулярными коэффициентами и установить зависимость критиче-
ского показателя от включенных в систему неоднородностей. Еще одним вари-
антом обобщения теоремы 5.1 являются утверждения об отсутствии решений
систем смешанного типа, включающих в себя параболическое и гиперболиче-
ское неравенства, т. е. эволюционные неравенства разных порядков.

В заключение автор выражает благодарность С. И. Похожаеву за поста-
новку задачи и обсуждение результатов.
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