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Аннотация: Получены асимптотические оценки аппроксимативных чисел инте-
грального оператора Харди с переменными пределами интегрирования.
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Пусть X и Y — банаховы пространства, B : X → Y — линейный огра-
ниченный оператор. Последовательность аппроксимативных чисел (a-чисел)
оператора B определена по формуле

am(B) = inf
P :X→Y, rankP<m

‖B − P‖, m = 1, 2, . . . ,

выражающей расстояние между оператором B и подпространством конечно-
мерных операторов. В особом случае, когда X и Y — гильбертовы пространст-
ва, аппроксимативные числа совпадают с сингулярными числами (s-числами) в
силу теоремы Аллахвердиева [1, теорема 2.1, с. 48] и являются поперечниками
Колмогорова образа единичного шара пространства X при преобразовании B
[2]. Очевидно, что

‖B‖ = a1(B) ≥ a2(B) ≥ · · · ≥ 0,

причем если Y сепарабeльно, то am(B) → 0 при m → ∞ тогда и только тогда,
когда B компактен. Если lim

m→∞
am(B) = α > 0, то α обычно называют мерой

некомпактности оператора B.
Исследование аппроксимативных чисел проводилось в монографиях [3–7]

и др. Основы теории s-чисел представлены в классической монографии [1].
Исторически изучению s- и a-чисел интегральных операторов предшествовали
известные результаты Г. Вейля об асимптотической зависимости поведения s-
чисел и собственных значений линейных операторов.

В дальнейшем оценкам s-чисел интегральных операторов было посвящено
значительное количество работ многих авторов. Отметим основополагающую
обзорную статью [8] (см. также подробную библиографию к [4]). Эта тема-
тика продолжает интенсивно развиваться; укажем, например, недавнюю рабо-
ту [9]. Исследование a-чисел интегральных операторов до последнего времени
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оставалось менее детальным, в особенности это касается конкретных классов
операторов. В работе [10] начали изучаться a-числа оператора Харди

Kf(x) = v(x)
x∫

0

u(y)f(y) dy

и были получены неявные асимптотические оценки их поведения. Кроме са-
мостоятельного интереса, это изучение объясняется тесной связью получаемых
результатов со спектральными задачами для полярных дифференциальных опе-
ратороов [11] и операторов вложения [7]. В дальнейшем эти результаты обоб-
щались в работах Д. Э. Эдмундса и В. Д. Степанова [12] для операторов с
полиномиальным ядром и Е. Н. Ломакиной и В. Д. Степанова [13, 14] на слу-
чай пространств Лоренца и банаховых функциональных пространств с условием
Е. И. Бережного. В работе [15] получены асимптотические формулы типа Вейля
и оценки норм Шаттена — Неймана для s-чисел оператора Римана — Лиувилля.
Методы работы [15], основанные на теории квадратичных форм, не переносятся
на негильбертов случай. Далее, Д. Э. Эдмундс, В. Д. Эванс и Д. Ж. Харрис [16]
предложили альтернативный метод приближения весовых функций оператора
K : Lp → Lp ступенчатыми функциями для получения явных асимптотических
оценок a-чисел и оценок норм Шаттена — Неймана. Эти результаты обобщены
на случай K : Lp → Lq, 1 < p, q < ∞, в работах [17, 18]. Наиболее полное ис-
следование задачи об асимптотике a-чисел оператора K : Lp → Lq содержится
в работе [19], где получены двухсторонние асимптотические оценки для всех
значений 1 < p, q < ∞, кроме случая 1 < p < 2 < q < ∞, где оценки сверху
и снизу расходятся. Двусторонние оценки норм Шаттена — Неймана инте-
грального оператора Вольтерра при некоторых ограничениях на ядро найдены
В. Д. Степановым [20].

Пусть 1 < p <∞. Обозначим через Lp(R+) пространство Лебега всех изме-
римых функций с конечной нормой

‖f‖Lp(R+) =

 ∞∫
0

|f(x)|p dx

1/p

.

В настоящей работе изучается поведение a-чисел интегрального оператора
H : Lp(R+) → Lq(R+) с переменными пределами интегрирования вида

Hf(x) = v(x)

ψ(x)∫
ϕ(x)

u(y)f(y) dy, (1)

где u(y) ∈ Lp
′

loc(R+), v(x) ∈ Lqloc(R+) и ϕ(x), ψ(x) — возрастающие дифферен-
цируемые функции такие, что ϕ(0) = ψ(0) = 0, ϕ(x) < ψ(x) для x ∈ (0,∞) и
ϕ(∞) = ψ(∞) = ∞. Для функций, обратных ϕ и ψ, мы используем символы
ϕ−1 и ψ−1.

Операторы вида (1), кроме самостоятельного значения, интересны еще и
тем, что характеризуют некоторые теоремы вложения Соболева [21] и имеют
приложения к изучению операторов Шредингера на полуоси.

Работа состоит из двух частей. В первой части устанавливаются асимп-
тотические оценки сверху для a-чисел оператора (1), которые в гильбертовом
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случае при p = q = 2, т. е. для s-чисел, являются двусторонними. Во второй
части рассматриваются оценки норм типа Шаттена — Неймана.

Остановимся на краткой характеристике основных результатов и методов
работы. Мы находим асимптотические оценки поведения аппроксимативных
чисел компактного оператора (1), обобщающие результаты [16–19]. В случае
H : Lp(R+) → Lp(R+), 1 < p <∞, p 6= 2, при незначительных ограничениях на
весовые функции u и v имеет место оценка сверху

lim sup
n→∞

nan(H) �
∞∫
0

|v(x)|(|u(ϕ(x))|(ϕ′(x))1/p
′
+ |u(ψ(x))|(ψ′(x))1/p

′
) dx.

В гильбертовом случае, когда H : L2(R+) → L2(R+), получена эквивалент-
ность

lim sup
n→∞

nan(H) ≈
∞∫
0

|v(x)|[|u(ϕ(x))|
√
ϕ′(x) + |u(ψ(x))|

√
ψ′(x)] dx.

Для H : Lp(R+) → Lq(R+) если 1 < q < p < ∞ или 1 < p < q ≤ 2, или
2 ≤ p < q < ∞, при λ = min{1, 1/r}, где 1/r = 1/p′ + 1/q, доказана оценка
сверху

lim sup
n→∞

nλan(H) �
(∑
k∈Z

[∫
�k

|v(x)|r|u(ϕ(x))|r(ϕ′(x))r/p
′
]1/r

+
∑
k∈Z

[∫
�k

|v(x)|r|u(ψ(x))|r(ψ′(x))r/p
′
]1/r)

,

где R+ =
⋃
k
�k — разбиение полуоси на специально подобранные непересека-

ющиеся интервалы, зависящие от граничных функций ϕ(x) и ψ(x) (см. (10)). В
случае параметров 1 < p < 2 < q <∞ с λ = 1/2 + min{1/p′, 1/q} оценка сверху
отличается от предыдущей.

Напомним, что счетная функция последовательности {an(H)} задается в
виде

n(t, a(H)) = card{k ∈ N : ak(H) > t}, t > 0.

Хорошо известно [16], что

lim
n→∞

nan(H) = lim
ε→0

εn(t, a(H))

и

lim inf
n→∞

nan(H) = lim inf
ε→0

εn(t, a(H)), lim sup
n→∞

nan(H) = lim sup
ε→0

εn(t, a(H)).

Для доказательства указанных результатов сначала мы получаем оценки
для a-чисел операторов с одним переменным пределом интегрирования

Sf(x) = v(x)

ψ(x)∫
0

u(y)f(y) dy (2)
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и

Tf(x) = v(x)
∞∫

ϕ(x)

u(y)f(y) dy, (3)

которые следуют из работ [16, 19] после замены переменных.
Затем в соответствии с разбиением R+ =

⋃
k
�k мы представляем оператор

H в виде суммы двух операторов H = � + �, имеющих блочно-диагональную
структуру. На каждом участке разбиения �k = [ζk, ζk+1) выполняется ра-
венство

Hf(x) = v(x)

ψ(ζk)∫
ϕ(x)

u(y)f(y) dy + v(x)

ψ(x)∫
ψ(ζk)

u(y)f(y) dy,

которое позволяет в дальнейшем использовать результаты, аналогичные по-
лученным для операторов (2) и (3) с одним переменным пределом.

Без потери общности всюду в статье неопределенности вида 0 · ∞, 0/0,
∞/∞ полагаются равными нулю. Неравенство A � B означает A ≤ CB, где
константа C зависит только от p, q; соотношение A ≈ B понимается как A �
B � A; Z и N — множество всех целых и натуральных чисел соответственно,
‖K‖X→Y обозначает норму линейного оператора K : X → Y , а символ � —
окончание доказательства.

Асимптотические оценки

Нам понадобятся критерии об ограниченности и компактности операторов
S и T с одним переменным пределом интегрирования, которые содержатся в
следующей теореме.

Теорема 1. Пусть 1 < p ≤ q <∞.
(a1) Оператор S ограничен из Lp(R+) в Lq(R+) тогда и только тогда, когда

A1 = sup
t>0

Aψ(t) = sup
t>0

 ψ(t)∫
0

|u(y)|p
′
dy

1/p′ ∞∫
t

|v(x)|q dx

1/q

<∞,

причем ‖S‖Lp(R+)→Lq(R+) ≈ A1. Более того, оператор S : Lp(R+) → Lq(R+)
компактен в том и только в том случае, если

A1 <∞, lim
t→0

Aψ(t) = lim
t→∞

Aψ(t) = 0.

(a2) Оператор T ограничен из Lp(R+) в Lq(R+) тогда и только тогда, когда

A2 = sup
t>0

Aϕ(t) = sup
t>0

 ∞∫
ϕ(t)

|u(y)|p
′
dy

1/p′ t∫
0

|v(x)|q dx

1/q

<∞,

причем ‖T‖Lp(R+)→Lq(R+) ≈ A2. Более того, оператор T : Lp(R+) → Lq(R+)
компактен в том и только в том случае, если

A2 <∞, lim
t→0

Aϕ(t) = lim
t→∞

Aϕ(t) = 0.

Пусть 1 < q < p <∞, 1/s = 1/q − 1/p.
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(b1) Если оператор S ограничен из Lp(R+) в Lq(R+), то

B1 =

 ∞∫
0

 ψ(x)∫
0

|u|p
′

s/p′ ∞∫
x

|v|q
 s

q−1

|v(x)|q dx

1/s

<∞.

Кроме того, ‖S‖Lp(R+)→Lq(R+) ≈ B1 и S : Lp(R+) → Lq(R+) компактен, если
B1 <∞.

(b2) Если оператор T ограничен из Lp(R+) в Lq(R+), то

B2 =

 ∞∫
0

 ∞∫
ϕ(x)

|u|p
′

s/p′ x∫
0

|v|q
 s

q−1

|v(x)|q dx

1/s

<∞.

Кроме того, ‖T‖Lp(R+)→Lq(R+) ≈ B2 и T : Lp(R+) → Lq(R+) компактен, если
B2 <∞.

Доказательство теоремы можно получить заменой переменных из из-
вестных результатов об ограниченности и компактности оператора Харди (см.,
например, [22 § 1.3]). �

Нам также потребуются очевидные аналоги теоремы 1 для конечного ин-
тервала.

Пусть 0 < a < b < ∞, � = [a, b] ⊂ R+, J = [ψ(a), ψ(b)] ⊂ R+. Рассмотрим
оператор Su,v;� : Lp(J) → Lq(�) вида

Su,v;�f(x) = v(x)


ψ(x)∫
ψ(a)

f(y)u(y) dy −

b∫
a

( ψ(t)∫
ψ(a)

fu

)
|v(t)|q dt

b∫
a
|v(t)|q dt

 , x ∈ �.

Положим

γpq = sup
‖f‖Lp

[0,1]
≤1

 1∫
0

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

 x∫
t

f(τ) dτ

 dt

∣∣∣∣∣∣
q

dx

1/q

. (4)

Хорошо известно, что γ22 = 1/π.
В следующем утверждении мы находим норму оператора Su,v;�, когда весо-

вые функции постоянны, а верхняя граница интегрирования — линейная функ-
ция.

Лемма 1. Пусть 1 < p, q <∞, 1/r = 1−1/p+1/q, весовые функции u = u0
и v = v0 постоянны, ψ(x) = c1x+ c2. Тогда

‖Su0,v0;�‖rLp(J)→Lq(�) = γrpq|u0|r|v0|r|b− a|(ψ′(x))r/p
′
,

где γpq определяется формулой (4).
Доказательство. Имеем

Su0,v0;�f(x) =
u0 · v0
|�|

∫
�

 ψ(x)∫
ψ(t)

f(y) dy

 dt,
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‖Su0,v0;�‖ =
|u0| · |v0|
|�|

sup
f 6=0

(∫
�

∣∣∣∣∫
�

(ψ(x)∫
ψ(t)

f(y) dy
)
dt

∣∣∣∣q dx)1/q

(∫
J

|f(y)|p dy
)1/p .

Заменой переменных
x = a+ (b− a)x′, t = a+ (b− a)t′, y = (c1a+ c2) + (c1(b− a)τ)

получаем

‖Su0,v0;�‖ = |u0| · |v0| · c1/p
′

1 · |�|
1/r

· sup
f 6=0

( 1∫
0

∣∣∣∣ 1∫
0

(
x′∫
t′
f̃(τ) dτ

)
dt′
∣∣∣∣p dx′)1/p

( 1∫
0
|f̃(τ)|p dτ

)1/p ,

где f̃(τ) =
(
f((c1a+ c2) + c1(b− a)τ)c1/p1

)
, и результат следует из определения

(4). �
Пусть последовательность {ξn} задана формулой

U(ψ(ξn)) =

ψ(ξn)∫
0

|u(t)|p
′
dt = 2n, n ∈ Z, n ≤ Nψ ≤ ∞. (5)

Заметим, что если ‖u‖Lp′ = ∞, то {ψ(ξn)} существует для всех n ∈ Z, т. е.
Nψ = ∞. Определим

σ̃n = ‖u‖
Lp

′
(ψ(ξn),ψ(ξn+1))

‖v‖Lq(ξn,ξn+1)

и (∑
n∈Z

σ̃rn

)1/r
=

∑
n∈Z

2nr/p
′

 ξn+1∫
ξn

|v(x)|q dx

r/q1/r

=
(∑
n∈Z

‖u‖r
Lp

′
(ψ(ξn),ψ(ξn+1))

‖v‖rLq(ξn,ξn+1)

)1/r
. (6)

Аналогично для интегрального оператора T : Lp(R+) → Lq(R+) зададим
последовательность {τn}n∈Z равенством

U(ϕ(τn)) =
∞∫

ϕ(τn)

|u(y)|p
′
dy = 2−n (7)

и положим
κ̃n = ‖u‖

Lp
′

(ϕ(τn),ϕ(τn+1))
‖v‖Lq(τn,τn+1)

,(∑
n∈Z

κ̃rn
)1/r

=
(∑
n∈Z

‖u‖r
Lp

′
(ϕ(τn),ϕ(τn+1))

‖v‖rLq(τn,τn+1)

)1/r
. (8)

Пусть 1/r = 1/p′ + 1/q, определим параметр

λ =


1, 1 < q < p <∞,

1/r, 1 < p ≤ q ≤ 2, 2 ≤ p ≤ q <∞,

1/2 + min{1/p′, 1/q}, 1 < p ≤ 2 ≤ q <∞.

(9)

В следующей теореме мы даем асимптотические оценки для операторов S
и T .
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Теорема 2. Предположим, что весовые функции

u ∈ Lp
′

loc(R
+), v ∈ Lqloc(R

+)

таковы, что операторы S : Lp(R+) → Lq(R+) и T : Lp(R+) → Lq(R+), опреде-
ленные формулами (2), (3), компактны.

1.1. Пусть λ = min{1, 1/r}, � = (a, b) ⊂ R+, J = (ψ(a), ψ(b)), u ∈ Lp
′
(J),

v ∈ Lq(�). Тогда

c(p, q)
(∫
�

|u(ψ(x))|r|v(x)|r(ψ′(x))r/p
′
dx

)1/r

≤ lim inf
n→∞

nλan(S)

≤ lim sup
n→∞

nλan(S) ≤ c(p, q)
(∫
�

|u(ψ(x))|r|v(x)|r(ψ′(x))r/p
′
dx

)1/r

.

1.2. Пусть λ = min{1, 1/r}, � = (a, b) ⊂ R+, I = (ϕ(a), ϕ(b)), u ∈ Lp
′
(I),

v ∈ Lq(�). Тогда

c(p, q)
(∫
�

|u(ϕ(x))|r|v(x)|r(ϕ′(x))r/p
′
dx

)1/r

≤ lim inf
n→∞

nλan(T )

≤ lim sup
n→∞

nλan(T ) ≤ c(p, q)
(∫
�

|u(ϕ(x))|r|v(x)|r(ϕ′(x))r/p
′
dx

)1/r

.

2. Пусть S, T : L2(R+) → L2(R+),
∑
n∈Z

σ̃n <∞,
∑
n∈Z

κ̃n <∞. Тогда

lim
N→∞

NaN (S) =
1
π

∞∫
0

|u(ψ(x))||v(x)|
√
ψ′(x) dx,

lim
N→∞

NaN (T ) =
1
π

∞∫
0

|u(ϕ(x))||v(x)|
√
ϕ′(x) dx.

3. Пусть 1 < q < p < ∞ или 1 < p ≤ q ≤ 2, или 2 ≤ p ≤ q < ∞ с
λ = min{1, 1/r} и

∑
n∈Z

σ̃rn <∞,
∑
n∈Z

κ̃rn <∞. Тогда

c(p, q)

 ∞∫
0

|u(ψ(x))|r|v(x)|r(ψ′(x))r/p
′
dx

1/r

≤ lim inf
n→∞

nλan(S)

≤ lim sup
n→∞

nλan(S) ≤ c(p, q)

 ∞∫
0

|u(ψ(x))|r|v(x)|r(ψ′(x))r/p
′
dx

1/r

и

c(p, q)

 ∞∫
0

|u(ϕ(x))|r|v(x)|r(ϕ′(x))r/p
′
dx

1/r

≤ lim inf
n→∞

nλan(T )

≤ lim sup
n→∞

nλan(T ) ≤ c(p, q)

 ∞∫
0

|u(ϕ(x))|r|v(x)|r(ϕ′(x))r/p
′
dx

1/r

.
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4. Пусть 1 < q ≤ p < ∞ или 1 < p ≤ q ≤ 2, или 2 ≤ p ≤ q < ∞ с
λ = min{1, 1/r}. Тогда

sup
n
nλan(S) ≤ c(p, q)

(∑
n∈Z

σ̃rn

)1/r
, sup

n
nλan(T ) ≤ c(p, q)

(∑
n∈Z

κ̃rn
)1/r

.

5. Пусть 1 < p < 2 < q <∞, λ = 1/2 + min{1/p′, 1/q},(∑
n∈Z

σ̃1/λ
n

)λ
<∞,

(∑
n∈Z

κ̃1/λ
n

)λ
<∞.

Тогда

sup
n
nλan(S) ≤ c(p, q)

(∑
n∈Z

σ̃1/λ
n

)λ
, sup

n
nλan(T ) ≤ c(p, q)

(∑
n∈Z

κ̃1/λ
n

)λ
,

c(p, q)

 ∞∫
0

|u(ψ(x))|r|v(x)|r(ψ′(x))r/p
′
dx

1/r

≤ lim inf
n→∞

nλan(S)

≤ lim sup
n→∞

nλan(S) ≤ c(p, q) inf
�

{(
N∑
n=1

‖u‖1/λ
Lp

′
(Jk)

‖v‖1/λLq(�k)

)λ}
и

c(p, q)

 ∞∫
0

|u(ϕ(x))|r|v(x)|r(ϕ′(x))r/p
′
dx

1/r

≤ lim inf
n→∞

nλan(T )

≤ lim sup
n→∞

nλan(T ) ≤ c(p, q) inf
�

{(
N∑
n=1

‖u‖1/λ
Lp

′
(Ik)

‖v‖1/λLq(�k)

)λ}
,

где inf берется по всем счетным разбиениям интервала � = {�k}k∈Z.
Доказательство. Заменой переменой y = ψ(x) получаем

Sf(x) = v(x)

ψ(x)∫
0

u(y)f(y) dy = v(x)
x∫

0

u(ψ(t))f(ψ(t))ψ′(t) dt.

Отсюда следует, что оператор
S = K ◦ �

является суперпозицией метрического изоморфизма

� : Lp(R+) → Lp(R+), � : f(t) → f(ψ(t))[ψ′(t)]1/p

и оператора K : Lp(R+) → Lq(R+),

Kg(x) = v(x)
x∫

0

uψ(x)(t)g(t) dt,

где uψ(x)(t) = u(ψ(t))[ψ′(t)]1/p
′
. В силу известных свойств a-чисел [4, 6] имеем

an(S) ≤ ‖�‖an(K),
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а также
an(K) ≤ ‖�−1‖an(S).

Поскольку ‖�‖Lp→Lp = ‖�−1‖Lp→Lp = 1, то an(S) = an(K). Поэтому, исполь-
зуя результаты [19, теорема 6.20; 16; 17, теорема 1; 18], получаем требуемые
оценки.

Асимптотические оценки для оператора T выводятся аналогично заменой
y = ϕ(x). �

Для дальнейших исследований мы строим специальное разбиение (0,∞) =⋃
k
�k, где � = [ζk, ζk+1) и δk = [ηk, ηk+1) определяются для k ∈ Z следующим

образом:
ζ0 = 1, η0 = ϕ(1), η1 = ψ(1),

ζk+1 = (ϕ−1 ◦ ψ)k(1), k ∈ Z, (10)

ηk = ψ(ϕ−1 ◦ ψ)k−1(1), k ∈ Z.
Пусть x ∈ �k = [ζk, ζk+1), тогда

Hf(x) = �kf(x) + �kf(x),

где

�kf(x) = v(x)

ψ(ζk)∫
ϕ(x)

u(y)f(y) dy, �kf(x) = v(x)

ψ(x)∫
ψ(ζk)

u(y)f(y) dy.

Будем говорить, что оператор B : Lp(R+) → Lq(R+) имеет блочно-диаго-
нальное разложение, если существуют два семейства дизъюнктных интервалов
{δk} и {�k} такие, что (0,∞) =

⋃
k
δk, (0,∞) =

⋃
k
�k и

Bf(x) =
∑
k

χ�k (B(fχδk)) (x).

Пусть
Pkf(y) = χδk(y)f(y), Qkf(x) = χ�k(x)f(x).

Очевидно,
‖Pk‖Lp→Lp = 1, ‖Qk‖Lq→Lq = 1.

Положим
Bk = QkBPk

и обозначим через B̃k сужение Bk на Lp(δk), т. е. Bkf = B̃kf для всех f ∈
Lp(δk). Легко видеть, что

a(Bk) = a(B̃k).

Отметим также, что при 1 < p ≤ q <∞

‖B‖Lp→Lq = sup
k
‖Bk‖Lp→Lq = sup

k
‖B̃k‖Lp(δk)→Lq(�k).

Итак,

H = �+ � =
∑
k

�k +
∑
k

�k =
∑
k

QkHPk +
∑
k

QkHPk+1, (11)

где � и � имеют блочно-диагональное разложение.
Обозначим через n(ε, a(B)) = n(ε,B) счетную функцию последовательно-

сти {ak(B)}.
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Лемма 2. Пусть 1 < p ≤ q < ∞, B : Lp(R+) → Lq(R+) — компактный
оператор, имеющий блочно-диагональное разложение B =

∑
k
Bk. Тогда для

всех ε > 0
n(ε,B) ≤

∑
k

n(ε,Bk). (12)

Доказательство. Зафиксируем ε > 0 и положим nk = n(ε,Bk). Тогда

ank+1(Bk) ≤ ε

и для произвольного λ > 1 существует оператор Sk : Lp → Lq такой, что
rankSk ≤ nk и ελ ≥ ‖Bk − Sk‖. Имеем

ελ ≥ sup
f 6=0

‖Bkf − Skf‖q
‖f‖p

= sup
f 6=0

‖QkBkPkf − Skf‖q
‖f‖p

.

Поскольку

‖QkBkPkf − Skf‖qq = ‖QkBkPkf −QkSkf‖qq + ‖(I −Qk)Skf‖qq,

то

ελ ≥ sup
f 6=0

‖QkBkPkf −QkSkf‖q
‖f‖p

≥ sup
f 6=0:Pkf=f

‖QkBkPkf −QkSkPkf‖q
‖f‖p

= sup
f 6=0

‖Qk(Bk − Sk)Pkf‖q
‖f‖p

= ‖Qk(Bk − Sk)Pk‖.

Если обозначить
S =

∑
k

QkSkPk,

то rankS ≤
∑
k
nk и

a∑
nk+1(B) ≤ λε.

Так как λ > 1 было выбрано произвольно, получаем

a∑
nk+1(B) ≤ ε,

которое означает, что n(ε,B) ≤
∑
k
nk. �

Для того чтобы получить оценки аппроксимативных чисел оператора H с
переменными пределами интегрирования, нам необходимо еще одно вспомога-
тельное утверждение.

Лемма 3. Пусть для последовательностей {ak}, {bk}, ak ≥ 0, bk ≥ 0, при

любом n ∈ N выполнено неравенство
n∑
1
ak ≤

n∑
1
bk. Тогда

lim inf
n→∞

nan ≤ lim sup
n→∞

nbn. (13)

Доказательство. Пусть ряд
n∑
1
ak сходится. Тогда по критерию Коши

для любого ε > 0 существует n0 такое, что при n > n0 и любых p > 0 выполнено
p+n∑
k=n

ak < ε. Поэтому

ε >
p+n∑
k=n

ak =
p+n∑
k=n

ak · k ·
1
k
≥ ( inf

m≥n
am ·m)

p+n∑
k=n

1
k

для любых p > 0
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и из расходимости ряда
∞∑
k=n

1
k следует, что inf

m≥n
amm = 0 для всех n > n0.

Итак, lim inf
n→∞

nan = 0, и соотношение (13) выполнено. Пусть теперь ряд
n∑
1
ak

расходится.
Случай 1. Существует {aks} такая, что aks ≤ bks для любых s ∈ N. Тогда

lim inf
n→∞

nan = lim
n→∞

inf
k≥n

kak ≤ lim
n→∞

inf
s:ks≥n

ksaks

≤ lim
n→∞

sup
s:ks≥n

ksbks ≤ lim
n→∞

sup
k≥n

kbk = lim sup
n→∞

nbn.

Случай 2. Начиная с некоторого номера n0 всегда an > bn, n > n0. Тогда

ряд
∞∑

k=n0+1
(ak−bk) сходится. Предположим противное: существует p ∈ N такое,

что
n0+p∑
k=n0+1

(ak − bk) >
n0∑
k=1

bk. Тогда

n0+p∑
k=1

ak =
n0+p∑
k=n0+1

(ak − bk) +
n0∑
k=1

ak +
n0+p∑
k=n0+1

bk >
n0+p∑
k=1

bk,

что противоречит условию леммы.
Обозначим ck = ak − bk, k ≥ n0 + 1. Из первого случая следует, что

lim inf
n→∞

ncn = 0.

Зафиксируем n > n0. Тогда для любых m ≥ n равенство am = bm + cm влечет

mam = mbm +mcm ≤ sup
k≥n

kbk +mcm.

Следовательно,

inf
m≥n

(mam) ≤ inf
m≥n

(sup
k≥n

kbk +mcm) = sup
k≥n

(kbk) + inf
m≥n

(mcm).

Переходя к пределу в этом неравенстве при n→∞, получаем требуемую оцен-
ку. �

Пусть последовательности {ξk,n} ∈ �k и {τk,n} ∈ �k заданы по аналогии с
формулами (5) и (7) следующими формулами:

ψ(ξk,n)∫
ψ(ζk)

|u(t)|p
′
dt = 2n,

ϕ(ζk+1)∫
ϕ(τk,n)

|u(t)|p
′
dt = 2−n.

Положим

σk,n =

 ψ(ξk,n)∫
ψ(ζk)

|u(t)|p
′
dt


1/p′  ξk,n+1∫

ξk,n

|v(x)|qdx


1/q

,

κk,n =

 ϕ(ζk+1)∫
ϕ(τk,n)

|u(t)|p
′
dt


1/p′  τk,n+1∫

τk,n

|v(x)|qdx


1/q

.
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Теорема 3. 1. Пусть 1 < p < ∞. Предположим, что оператор H :
Lp(R+) → Lp(R+) вида (1) компактен и∑

k

∑
n

σk,n <∞,
∑
k

∑
n

κk,n <∞.

Тогда выполнена оценка сверху

lim sup
n→∞

nan(H) �
∞∫
0

|v(x)|(|u(ϕ(x))|(ϕ′(x))1/p
′
+ |u(ψ(x))|(ψ′(x))1/p

′
) dx,

а при p = 2 имеет место эквивалентность

lim sup
n→∞

nan(H) ≈
∞∫
0

|v(x)|[|u(ϕ(x))|
√
ϕ′(x) + |u(ψ(x))|

√
ψ′(x)] dx.

2. Пусть 1 < q < p < ∞ или 1 < p < q ≤ 2, или 2 ≤ p < q < ∞, 1/r =
1/p′+1/q и λ = min{1, 1/r}. Пусть оператор H : Lp(R+) → Lq(R+) компактен и∑

k

∑
n

σλk,n <∞,
∑
k

∑
n

κλk,n <∞.

Тогда

lim sup
n→∞

nλan(H) �
{∑
k∈Z

[∫
�k

|v(x)|r|u(ϕ(x))|r(ϕ′(x))r/p
′
]1/r

+
∑
k∈Z

[∫
�k

|v(x)|r|u(ψ(x))|r(ψ′(x))r/p
′
]1/r}

.

3. Пусть 1 < p < 2 < q < ∞, λ = 1/2 + min{1/p′, 1/q}, оператор H :
Lp(R+) → Lq(R+) компактен и∑

k

∑
n

σλk,n <∞,
∑
k

∑
n

κλk,n <∞.

Тогда

lim sup
n→∞

nλan(H) �

{∑
k

[
inf
βk

(
N∑
m=1

‖u‖1/λ
Lp

′
(δk,m)

‖v‖1/λLq(�k,m)

)λ]

+
∑
k

[
inf
βk

(
N∑
m=1

‖u‖1/λ
Lp

′
(δk+1,m)

‖v‖1/λLq(�k,m)

)λ]}
,

где inf берется по всем конечным дизъюнктным разбиениям

βk = {�k,1,�k,2, . . . �k,N}

интервала �k.
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Доказательство. Используя лемму 2 о счетных функциях и теорему 2,
получаем

lim sup
n→∞

nan(H) = lim sup
ε→0

εn(ε, a(H)) ≤
∑
k

lim sup
ε→0

εn(ε, a(Hk))

≤
∑
k

lim sup
ε→0

εn(ε, a(�k)) +
∑
k

lim sup
ε→0

εn(ε, a(�k))

=
∑
k

lim sup
n→∞

nan(�k) +
∑
k

lim sup
n→∞

nan(�k)

≤ γpp
∑
k

∫
�k

|v(x)||u(ϕ(x))|(ϕ′(x))1/p
′
dx+ γpp

∑
k

∫
�k

|v(x)||u(ψ(x))|(ψ′(x))1/p
′
dx

= γpp

∞∫
0

|v(x)|(|u(ϕ(x))|(ϕ′(x))1/p
′
+ |u(ψ(x))|(ψ′(x))1/p

′
) dx.

При p = 2, применяя теорему 5.1 из [1, с. 74] с операторами (11)

� =
∑
k

PkHQk, � =
∑
k

PkHQk+1,

выводим, что

n∑
m=1

am(�) ≤
n∑

m=1

am(H),
n∑

m=1

am(�) ≤
n∑

m=1

am(H).

В силу леммы 3

lim inf
n→∞

nan(�) ≤ lim sup
n→∞

nan(H), lim inf
n→∞

nan(�) ≤ lim sup
n→∞

nan(H).

Далее,

lim inf
n→∞

nan(�) =
∑
k

lim inf
n→∞

nan(�k)

≥ 1
π

∑
k

∫
�k

|v(x)||u(ϕ(x))|
√
ϕ′(x) dx =

1
π

∞∫
0

|v(x)||u(ϕ(x))|
√
ϕ′(x) dx.

Таким же образом для второго оператора получаем

lim inf
n→∞

nan(�) ≥ 1
π

∞∫
0

|v(x)||u(ψ(x))|
√
ψ′(x) dx.

В результате, складывая установленные выше две оценки, имеем

1
2π

∞∫
0

|v(x)|[|u(ϕ(x))|
√
ϕ′(x) + |u(ψ(x))|

√
ψ′(x)] dx ≤ lim sup

n→∞
nan(H)

≤ 1
π

∞∫
0

|v(x)|[|u(ϕ(x))|
√
ϕ′(x) + |u(ψ(x))|

√
ψ′(x)] dx.
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Перейдем к доказательству второго утверждения теоремы. Используя лем-
му 2 о счетных функциях и пп. 1.1, 1.2 теоремы 2 , получаем

lim sup
n→∞

nλan(H) =
∑
k

lim sup
n→∞

nλan(�k) +
∑
k

lim sup
n→∞

nλan(�k)

�
∑
k

(∫
�k

|v(x)|r|u(ϕ(x))|r(ϕ′(x))r/p
′
dx

)1/r

+
∑
k

(∫
�k

|v(x)|r|u(ψ(x))|r(ψ′(x))r/p
′
dx

)1/r

.

Если 1 < p ≤ q ≤ 2 или 2 ≤ p ≤ q <∞, то 1
r = p′+q

p′q < 1 и λ = min{1, 1/r} = 1/r.
Тогда

lim sup
n→∞

n1/ran(H) �
∑
k

(∫
�k

|v(x)|r|u(ϕ(x))|r(ϕ′(x))r/p
′
dx

)1/r

+
(∑

k

∫
�k

|v(x)|r|u(ψ(x))|r(ψ′(x))r/p
′
dx

)1/r

.

Для 1 < q < p < ∞ имеем 1
r > 1, λ = min{1, 1/r} = 1. Применяя неравенство

Йенсена, приходим к оценке сверху

lim sup
n→∞

nan(H) �

 ∞∫
0

|v(x)|r(|u(ϕ(x))|r(ϕ′(x))r/p
′
+ |u(ψ(x))|r(ψ′(x))r/p

′
) dx

1/r

.

Доказательство последней части теоремы можно получить из работы [19]
путем замены переменных. Теорема доказана.
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