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О РАЗРЕШИМЫХ ГРУППАХ ЭКСПОНЕНТЫ 4

Г. С. Дерябина, А. Н. Красильников

Аннотация: Доказано, что для любого тождества v = 1 существует такое целое
положительное N = N(v), что для любой метабелевой группы G и любого ее по-
рождающего множества A из выполнения тождества v = 1 в каждой подгруппе,
порожденной не более чем N элементами множества A, следует выполнение этого
тождества во всей группе G. С другой стороны, показано, что для центрально-
метабелевых групп аналогичное утверждение неверно уже для тождества x4 = 1.
Этим дан ответ на вопрос, поставленный В. В. Блудовым.
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Пусть F — свободная группа, свободно порожденная элементами x1, x2, . . . .
Пусть v = v(x1, . . . , xn) ∈ F . Выражение v = 1 называется тождеством группы
G, если v(g1, . . . , gn) = 1 для любых g1, . . . , gn ∈ G. Терминологию и основные
факты, относящиеся к тождествам в группах и к многообразиям групп, можно
найти в [1, 2].

В. В. Блудовым был поставлен следующий вопрос [3, вопрос 13.10]. Суще-
ствует ли такая функция f : N → N, что для всякой k-ступенно разрешимой
группы G с порождающим множеством A из выполнения тождества x4 = 1 в
каждой подгруппе, порожденной не более чем f(k) элементами множества A,
следует выполнение этого тождества во всей группе G?

Напомним, что метабелевой называется 2-ступенно разрешимая группа, а
центрально-метабелевой — группа, у которой фактор-группа по центру мета-
белева.

Теорема 1. Пусть v = 1 — произвольное тождество. Тогда существует
такое натуральное число N = N(v), что для любой метабелевой группы G и
любого ее порождающего множества A из выполнения тождества v = 1 в каж-
дой подгруппе, порожденной не более чем N элементами множества A, следует
выполнение этого тождества во всей группе G.

Из теоремы 1 вытекает, что число f(2) можно определить.

Теорема 2. Для любого натурального n существует (n+ 1)-порожденная
центрально-метабелева группа Gn с порождающим множеством A такая, что
каждая подгруппа в Gn, порожденная не более чем n элементами множества
A, удовлетворяет тождеству x4 = 1, но сама группа Gn этому тождеству не
удовлетворяет.

Так как каждая центрально-метабелева группа разрешима ступени 3, из
теоремы 2 вытекает, что указанной в вопросе В. В. Блудова функции f не су-
ществует. Более того, нельзя определить уже число f(3).
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Доказательство теоремы 1. Пусть M — свободная метабелева группа
счетного ранга с множеством Y = {y1, y2, . . . } свободных порождающих. Пусть
� — множество всех сохраняющих порядок отображений φ множества N нату-
ральных чисел в себя (т. е. таких φ, что если m,n ∈ N и m < n, то φ(m) < φ(n)).
Для каждого φ ∈ � обозначим тем же символом φ эндоморфизм группы M та-
кой, что φ(yi) = yφ(i), а множество всех таких эндоморфизмов φ обозначим снова
символом �. Подгруппу K группы M назовем �-замкнутой, если φ(K) ⊆ K
для всех φ ∈ �.

Пусть v(x1, . . . , xk) = 1 — произвольное тождество. Напомним, что длиной
|h| элемента h группы M в порождающих Y называется наименьшее число
s такое, что h = a1 . . . as для некоторых a1, . . . , as ∈ Y ∪ Y −1. Пусть Vl —
нормальная подгруппа в M , порожденная множеством

{v(h1, . . . , hk) | h1, . . . , hk ∈M, |h1|+ · · ·+ |hk| ≤ l}.

Ясно, что V1 ⊆ V2 ⊆ . . . , а также что для любого l подгруппа Vl является �-
замкнутой. Известно [4], что в M возрастающие цепи нормальных �-замкнутых
подгрупп стабилизируются. Значит, стабилизируется и цепь V1 ⊆ V2 . . . , т. е.
Vm = Vm+1 = . . . для некоторого m. Положим N = N(v) = m.

Пусть V — вербальная подгруппа в M , отвечающая тождеству v = 1. Так
как V порождается множеством

{v(h1, . . . , hk) | h1, . . . , hk ∈M},

то V =
∞⋃
l=1

Vl, а поскольку V1 ⊆ · · · ⊆ VN−1 ⊆ VN = VN+1 = . . . , то V = VN .

Пусть G — метабелева группа с порождающим множеством A, в которой
каждая подгруппа, порожденная не более чем N элементами из A, удовлетво-
ряет тождеству v = 1. Покажем, что тогда G удовлетворяет тождеству v = 1.
Ясно, что без ограничения общности можно считать множество A не более чем
счетным. Пусть ψ — эпиморфизм M на G, отображающий Y на A.

Пусть h1, . . . , hk — произвольные элементы группы M такие, что |h1| +
· · ·+ |hk| ≤ N . Тогда v(h1, . . . , hk) лежит в некоторой подгруппе группы M , по-
рожденной не более чем N элементами множества Y . Значит, ψ(v(h1, . . . , hk))
лежит в некоторой подгруппе группы G, порожденной не более чем N элемен-
тами множества A = ψ(Y ). Эта подгруппа удовлетворяет тождеству v = 1,
поэтому

ψ(v(h1, . . . , hk)) = v(ψ(h1), . . . , ψ(hk)) = 1.

Отсюда следует, что ψ(VN ) = 1, а так как VN = V , то ψ(V ) = 1. Следовательно,
G удовлетворяет тождеству v = 1, как и требовалось. Теорема 1 доказана. �

Замечание. Пусть V — многообразие групп, F (V) — относительно сво-
бодная группа счетного ранга в V со свободными порождающими y1, y2, . . . .
Доказательство теоремы 1 остается верным для любого многообразия V, в кото-
ром F (V) удовлетворяет условию максимальности на нормальные �-замкнутые
подгруппы. Таким свойством, наряду с многообразием всех метабелевых групп,
обладают также все многообразия вида NcA ∩ANc (М. Вон-Ли [5]), где A —
многообразие всех абелевых групп, а Nc — многообразие всех нильпотентных
групп ступени не выше c. Таким образом, теорема 1 остается верной для мно-
гообразий NcA∩ANc. Так как указанное свойство наследуется подмногообра-
зиями, теорема 1 верна и для всех подмногообразий многообразий NcA ∩ANc

(c = 2, 3, . . . ).
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Доказательство теоремы 2. Пусть H — элементарная абелева 2-группа
с базисом z1, z2, . . . , zn. Пусть

B = 〈bh(h ∈ H) | (bh)2 = [bh1 , bh2 , bh3 ] = 1 для всех h, hi ∈ H〉.

Тогда группа H действует на B естественным образом: (bh)h
′
= bhh

′
для любых

h, h′ ∈ H.
Ясно, что [bh1 , bh2 ]2 = [(bh1)2, bh2 ] = 1 для любых h1, h2 ∈ H, поэтому B′ —

элементарная абелева 2-группа. Также ясно, что B/B′ — элементарная абелева
2-группа, поэтому f2 ∈ B′ для любого f ∈ B. В частности, f2 лежит в центре
группы B. Отметим, что B — группа экспоненты 4.

Пусть < — произвольный линейный порядок на H такой, что h > 1 для
всех h ∈ H, h 6= 1. Легко видеть, что множество

{[bh1 , bh2 ](h1, h2 ∈ H) | h1 > h2}

является базисом B′ (как элементарной абелевой 2-группы). Пусть K — под-
группа в B, порожденная всеми элементами вида [bh1 , bh2 ][bh1h2 , b] (h1, h2 ∈ H).
Нетрудно проверить, что K — H-замкнутая подгруппа, лежащая в центре груп-
пы B. Также легко проверить, что базисом K является множество

{[bh1 , bh2 ][bh1h2 , b](h1, h2 ∈ H) | h1 > h2}.

Следовательно, коммутант B
′
группы B = B/K имеет базисом (как элементар-

ная абелева 2-группа) множество {[b̄, b̄h] | h ∈ H,h 6= 1}, где b̄ = bK.
Пусть W = BH — полупрямое произведение групп B и H. На подгруппе B

′

группаH действует тривиально, поэтому B
′
лежит в центре группыW . Нетруд-

но проверить, что W/B
′
— метабелева группа, поэтому группа W центрально-

метабелева.

Лемма. Пусть h ∈ H, f = b̄h1 . . . b̄hl ∈ B. Тогда (hf)4 = [b̄, b̄h]l.
Доказательство. Ясно, что (hf)2 = h2fhf = fhf . Так как f2 лежит в

центре группы B и f4 = 1 для любого f ∈ B, то

(hf)4 = (fh)2f2[f, fh] = (f2)hf2[f, fh] = f4[f, fh] = [f, fh].

Далее,

[f, fh] = [b̄h1 . . . b̄hl , b̄h1h . . . b̄hlh] =
∏
i<j

[b̄hi , b̄hjh][b̄hj , b̄hih]
l∏

i=1

[b̄hi , b̄hih].

Поскольку [b̄hi , b̄hjh][b̄hj , b̄hih] = [b̄hihjh, b̄]2 = 1 для всех i, j и [b̄hi , b̄hih] = [b̄, b̄h]
для всех i, имеем [f, fh] = [b̄, b̄h]l.

Таким образом, (hf)4 = [b̄, b̄h]l. Лемма доказана.
Пусть N — подгруппа в B

′
, порожденная всеми элементами [b̄, b̄h], где h

является произведением не более чем n−1 элементов множества {z1, z2, . . . , zn}
(эквивалентно: h 6= z1 . . . zn). Так как B

′
лежит в центре группы W , то N —

нормальная подгруппа вW . Отметим, что B
′
/N — циклическая группа порядка

2 с порождающим элементом [b̄, b̄z1...zn ]N .
ПоложимGn = W/N . Ясно, чтоGn центрально-метабелева. Определим по-

рождающее множество A группы Gn как образ в Gn множества {b̄, z1, . . . , zn}.
Группа Gn имеет экспоненту в точности 8, поскольку по лемме (z1 . . . znb̄)4 =
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[b̄, b̄z1...zn ], значит, (z1 . . . znb̄)4 6∈ N . С другой стороны, если G̃ — произвольная
подгруппа в Gn, порожденная n элементами множества A, то для любого эле-
мента g ∈ G̃ выполнено g4 = 1. Действительно, если G̃ порождается образами
элементов z1, . . . , zn, то G̃ ' H и g2 = 1. Если же G̃ порождается образами эле-
ментов b̄, z1, . . . , zi−1, zi+1, . . . , zn, то g = hb̄h1 . . . b̄hlN , где h, h1, . . . , hl лежат в
подгруппе H̃ группы H, порожденной z1, . . . , zi−1, zi+1, . . . zn. Так как по лемме
(hb̄h1 . . . b̄hl)4 = [b̄, b̄h]l и [b̄, b̄h] ∈ N для любого h ∈ H̃ по определению подгруппы
N , то g4 = 1. Теорема 2 доказана. �

Замечание. Метод доказательства теоремы 2 позволяет построить для
любых положительных целых n и k > 1 группу Gn, порожденную множеством
A мощности n+1, в которой все подгруппы, порожденные не более чем n элемен-
тами множества A, удовлетворяют тождеству x2k = 1, тогда как сама группа Gn

этому тождеству не удовлетворяет. Указанная группаGn имеет экспоненту 2k+1

и нильпотентный ступени 2 коммутант. Аналогичный результат, по-видимому,
можно получить тем же методом и для любого простого p, при этом можно до-
биться того, чтобы группа Gn оказалась разрешимой ступени 3 и одновременно
с нильпотентным ступени p коммутантом.
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