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1. Введение

Вопросы классификационного характера традиционно занимают важное
место в теории линейных групп. Одним из основных методов получения клас-
сификационных результатов является описание линейных групп, заключенных
между двумя заданными линейными группами. Наиболее полный обзор работ,
относящихся к этой теме, который дает хорошее представление о современном
ее состоянии, сделан в [1]. В частности, большое значение имеет проблема изу-
чения линейных групп, содержащих подгруппу, которая состоит только из уни-
потентных элементов. Задачи подобного рода привлекали и продолжают при-
влекать внимание многих авторов [2, 3]. Настоящая статья посвящена изучению
некоторых аспектов следующего вопроса, относящегося к указанной проблеме.
Пусть поле D характеристики, отличной от 2, является алгебраическим рас-
ширением поля k. Квадратичной унипотентной k-подгруппой вычета r ≥ 1
назовем любую подгруппу полной линейной группы GLn(D) (n ≥ 2r), сопря-
женную в GLn(D) с группой, состоящей из всех матриц вида
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, . . . ,
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)
, a ∈ k.

Задача описания подгрупп группы GLn(D), содержащих квадратичную
унипотентную k-подгруппу, интересна по ряду причин, в том числе в силу своей
связи с построением бесконечного аналога теории квадратичных пар Томпсо-
на. Полученные к настоящему времени частные результаты, идущие в этом
направлении, показывают сложность поставленной проблемы и весьма малую
вероятность ее полного решения [4, 5]. Поэтому имеет смысл ограничиться вна-
чале рассмотрением линейных групп, содержащих квадратичную унипотентную
подгруппу с малым значением вычета. В [6] описаны подгруппы группыGLn(D)
(n ≥ 2), содержащие квадратичную унипотентную k-подгруппу вычета 1, назы-
ваемую просто корневой k-группой. Описание подгрупп группыGLn(D) (n ≥ 4),
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содержащих квадратичную унипотентную k-подгруппу вычета 2 (длинную кор-
невую k-подгруппу), начато автором в [7, 8]. Одной из основных возникающих
здесь трудностей является необходимость изучения линейных групп над телом
кватернионов. В [9] описаны линейные группы, лежащие между специальными
линейными группами степени n ≥ 3 над различными ассоциативными телами,
являющимися алгебрами над некоторым полем. Случай групп степени 2, ко-
гда бо́льшая из этих алгебр является телом кватернионов, рассмотрен в [10]. В
настоящей работе описываются подгруппы полной линейной группы над телом
кватернионов, содержащие симплектическую группу над некоторым подполем
этого тела. Основной результат статьи заключается в том, что если такая груп-
па не нормализует симплектическую или специальную линейную группу, то она
содержит специальную унитарную группу над некоторым полем. Следователь-
но, задача описания групп, указанных в названии статьи, сводится к описанию
линейных групп, содержащих специальную унитарную группу. Такое описание
автором уже получено и частично опубликовано [11, 12].

Введем обозначения, необходимые для формулировки основного утвержде-
ния настоящей работы. Эти обозначения сохраняют силу на протяжении всей
статьи.

Пусть D — произвольное ассоциативное тело, n ≥ 2 — целое число, E —
правый n-мерный унитарный D-модуль, E∗ — cопряженный с E модуль (левый
над D). Если L — тело, L ⊇ D, то через EL обозначается правый L-модуль,
полученный из E расширением тела скаляров D до L. Если e1, e2, . . . , ep ∈ EL

(p ≥ 1), то через 〈e1, . . . , ep〉L обозначается подмодуль модуля EL, порожден-
ный элементами e1, . . . , ep. Специальной линейной группой SLn(D) = SL(E)
модуля E называется подгруппа полной линейной группы GLn(D) = GL(E)
этого модуля, порожденная всеми трансвекциями модуля E, т. е. линейными
преобразованиями E → E : x → x + tφ(x), где t ∈ E \ {0}, φ ∈ E∗ \ {0}, и
φ(t) = 0. Предположим, что D обладает инволюцией σ. Через S+

D(σ) обознача-
ется множество всех σ-симметричных элементов из D. Пусть � — невырожден-
ная σ-косоэрмитова форма на модуле E, индекс Витта которой больше нуля (ко-
соэрмитовы формы всюду в этой статье полулинейны по первому аргументу).
Через Tn(D,�) = Tn(D,�, σ) обозначается нормальная подгруппа унитарной
группы Un(D,�, σ) формы �, порожденная всеми унитарными трансвекциями,
т. е. преобразованиями τt,λ : x → x + tλ�(t, x), где t ∈ E — изотропный век-
тор, λ ∈ S+

D(σ). Пусть теперь n четно, D коммутативно. Через q0 обозначим
кососимметрическую матрицу
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Симплектическая группа Spn(D) — это группа, состоящая из всех матриц y ∈
GLn(D) таких, что tyq0y = q0, где ty — матрица, транспонированная к y. Если
D-модуль E снабжен невырожденной знакопеременной формой �, то симплек-
тическую группу этой формы, обозначаемую Sp(E), отождествляем с помощью
фиксированного базиса модуля E с группой Spn(D). Базис модуля E, снабжен-
ного невырожденной знакопеременной формой �, называется гиперболическим,
если матрица этой формы относительно выбранного базиса равна q0. Пусть
поле D1 является квадратичным расширением поля D, и пусть σ1 — инволю-
тивный автоморфизм над D поля D1. Матрица q0 является σ1-косоэрмитовой
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и, следовательно, определяет унитарную группу Un(D1, q0, σ1). Если D-модуль
E снабжен невырожденной знакопеременной формой �, то на модуле ED1 од-
нозначно определяется σ-косоэрмитова форма �D1 , ограничение которой на E
совпадает с �. Введя эти обозначения, можно сформулировать наш основной
результат.

Теорема 1.1. Пусть F — поле характеристики, отличной от 2, D — тело
кватернионов над F , K — подполе тела D, m ≥ 2 — целое число, n = 2m.
Предположим, чтоD алгебраично над полем k = K∩F и что k содержит больше
пяти элементов. Тогда если Spn(K) ≤ X ≤ GLn(D), то либо X содержит
нормальную подгруппу, совпадающую с SLn(L) или с Spn(L), где L — подполе
тела D, k ⊆ L, либо существует подполе K1 тела D, содержащее k и обладающее
инволютивным автоморфизмом σ, такое, что Tn(K1, q0, σ) ≤ X.

Из теоремы 1.1 с учетом упомянутого выше результата о линейных груп-
пах над телом кватернионов, содержащих специальную унитарную группу над
полем, получаем следующее описание линейных групп над телом кватернионов,
содержащих симплектическую группу.

Теорема 1.2. Пусть F,D,K, k,X, n обозначают то же, что и в теореме 1.1,
причем D и k удовлетворяют предположениям, сделанным о них в этой теореме.
Тогда X содержит нормальную подгруппу G, для которой выполняется одно из
следующих утверждений:

1) G = Spn(L), где L — подполе тела D, k ⊆ L;
2) G = SLn(L) или G = Tn(L, q0, σ), где L — подтело тела D, k ⊆ L, σ —

инволюция тела L;
3) n = 4, и G изоморфна спинорной группе Spinl(P, f), где P — подполе

поля F , k ⊆ P , l = 7 или l = 8, f — невырожденная симметрическая билинейная
форма от l переменных над полем P , индекс Витта которой равен 2.

2. Обозначения и предварительные результаты

В этом пункте мы продолжим введение обозначений, используемых в на-
стоящей статье. Будут приведены также результаты, необходимые для доказа-
тельства теоремы 1.1.

Пусть D — произвольное ассоциативное тело, n ≥ 2 — целое число, E —
унитарный правый n-мерный D-модуль. 1n — единичная матрица степени n,
tij(α) (1 ≤ i 6= j ≤ n) — матрица степени n, у которой по диагонали стоят
единицы, позиция (i, j) занята элементом α ∈ D, а остальные элементы равны
нулю. Если Y ⊆ D, то tij(Y ) = {tij(α) | α ∈ Y }. Трансвекция g, соответству-
ющая элементам t ∈ E и φ ∈ E∗, обозначается через g = g(t, φ). Если α ∈ D,
то через gα обозначается трансвекция g(t, αφ) = g(tα, φ). Если P — подгруппа
аддитивной группы тела D, то g(P ) = {gα | α ∈ P}. Очевидно, g(P ) ≤ SLn(D).
Если группа P изоморфна аддитивной группе тела Q ⊆ D, то g(P ) называется
корневой Q-группой. Если X ⊆ GLn(D), то через T (X) обозначается множество
всех трансвекций из X, а через 〈X〉 — подгруппа группы GLn(D), порожденная
множеством X. 1E — тождественное преобразование модуля E.

Пусть существует поле k ⊆ D такое, что D является k-алгеброй. Предпо-
ложим, что charD 6= 2. Если для любых a, b ∈ D положить a ◦ b = 1

2 (ab+ ba), то
k-модуль D вместе с операцией умножения ◦ является йордановой k-алгеброй,
которая обозначается через D(+). Предположим, что D имеет инволюцию σ.
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Если модуль E снабжен невырожденной σ-косоэрмитовой формой �, то че-
рез Ist(E,�) обозначается множество всех изотропных векторов из E. Если
t ∈ Ist(E,�), то τt = τt,1. Sfq(P ) — множество всех тел кватернионов над полем
P . Если A ∈ Sfq(P ), charP 6= 2, то любой базис 1, u, v, w тела A над P такой,
что u2, v2 ∈ P, uv = −vu = w, называется стандартным базисом.

Лемма 2.1 [13]. Пусть k — поле такое, что char k 6= 2 и k 6= GF (3). Ес-
ли α — элемент из алгебраического замыкания поля k, то подгруппа группы
SL2(k(α)), порожденная всеми матрицами(

1 1
0 1

)
,

(
1 0
rα 1

)
, r ∈ k,

совпадает с SL2(k(α)).

Лемма 2.2 [6, теорема 3.1]. Пусть k — поле, char k 6= 2, k 6= GF (3), по-
ле K — алгебраическое расширение поля k, m ≥ 2 — целое число, n = 2m.
Если Spn(k) ≤ G ≤ GLn(K), то G содержит нормальную подгруппу, совпадаю-
щую с одной из групп Spn(L), Tn(L,�), SLn(L), где L — поле, k ⊆ L ⊆ K,� —
косоэрмитова форма, индекс Витта которой больше 1.

Лемма 2.3 [6, лемма 3.6]. Пусть k — поле, char k 6= 2, k 6= GF (3), поле P —
квадратичное расширение поля k, σ — инволютивный автоморфизм поля P над
k, n — четное число, n ≥ 4. Если Spn(k) ≤ G ≤ Tn(P, q0, σ), то G содержит
нормальный делитель, совпадающий с одной из групп Spn(k), Tn(P, q0, σ).

Лемма 2.4 [10]. Пусть k — поле, char k 6= 2, k 6= GF (3), D — ассоциативная
k-алгебра с делением, n ≥ 2, G ≤ GLn(D). Предположим, что D алгебраично
над k, и G содержит подгруппу t12(k). Если C = {a ∈ D | t12(a) ∈ G}, то C —
подалгебра йордановой k-алгебры D(+).

Установим теперь два простых утверждения, используемых в доказатель-
стве основной теоремы.

Пусть D — произвольное ассоциативное тело, k — некоторое его подтело,
m ≥ 2 — целое число, n = 2m. Рассмотрим элементы λ1, . . . , λn, µ1, . . . , µn из
D, удовлетворяющие следующим включениям:

λ2iµ2i−1 ∈ k (1 ≤ i ≤ m), (1)
λ2i−1µ2i ∈ k (1 ≤ i ≤ m), (2)

λ2iµ2j−1 + λ2jµ2i−1 ∈ k (1 ≤ i 6= j ≤ m), (3)
λ2j−1µ2i + λ2i−1µ2j ∈ k (1 ≤ i 6= j ≤ m), (4)
λ2j−1µ2i−1 − λ2iµ2j ∈ k (1 ≤ i, j ≤ m). (5)

Лемма 2.5. Пусть элементы λ1, λ2, . . . , λn, µ1, µ2, . . . , µn ∈ D удовлетворя-
ют включениям (1)–(5). Тогда выполняются следующие утверждения:

(а) если λ1, λ2, . . . , λn ∈ k и не все эти элементы нулевые, то µ1, µ2, . . . , µn ∈
k;

(б) если µ1, µ2, . . . , µn ∈ k и не все эти элементы нулевые, то λ1, λ2, . . . , λn ∈
k.

Доказательство. Докажем (а). Пусть 1 ≤ i ≤ m. Покажем, что µ2i−1 ∈
k. Если λ2i 6= 0, то это следует из (1). Предположим, что λ2i = 0. Пусть i0
таково, что λ2i0 6= 0. Включение (3) при i = i0, j = i влечет µ2i−1 ∈ k. Пусть
λ2i0−1 6= 0. Тогда включение µ2i−1 ∈ k вытекает из (5) при j = i0. Точно так же
проверяется включение µ2i ∈ k, чем заканчивается доказательство п. (а). П. (б)
доказывается аналогично. Лемма доказана.
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Лемма 2.6. Предположим, что тело k коммутативно. Пусть E — n-мерное
векторное k-пространство, снабженное невырожденной знакопеременной фор-
мой �, e1, . . . , en — гиперболический базис пространства E,

g = g

(
n∑
i=1

eiλi,
n∑
i=1

µie
′
i

)
∈ T (SL(E)) (λi, µi ∈ D).

Предположим, что λ1, . . . , λn, µ1, . . . , µn удовлетворяют включениям (1)–(5).
Тогда если для некоторого i, 1 ≤ i ≤ m, выполняется одно из следующих усло-
вий:

(а) λ2i−1 = 0, µ2i 6= 0,
(б) λ2i = 0, µ2i−1 6= 0,
(в) µ2i = 0, λ2i−1 6= 0,
(г) µ2i−1 = 0, λ2i 6= 0,

то g ∈ SLn(k) \ Spn(k).
Доказательство. Положим

s =
n∑
i=1

eiλi, ψ =
n∑
i=1

µie
′
i.

Пусть выполнено условие (а). Так как g = g
(
sµ2i, µ

−1
2i ψ

)
, можно считать µ2i = 1.

Включения (5) и (4), где i, j меняются местами, показывают, что λ1, λ2, . . . , λn ∈
k. По лемме 2.5 µ1, µ2, . . . , µn ∈ k. Следовательно, g ∈ SLn(k), и, очевидно,
g 6∈ Spn(k). Аналогично лемма доказывается при выполнении одного из условий
(б), (в), (г). Лемма 2.6 доказана.

3. Доказательство теоремы 1.1

Положим H = Spn(k). Очевидно, H ≤ X. Применение леммы Цорна, а
также лемм 2.1 и 2.2 показывает, что группуH можно рассматривать как макси-
мальную среди всех групп, содержащих H и содержащихся в X, которые явля-
ются группами типа Spn над некоторым подполем поля F . Пусть E — n-мерное
векторное k-пространство, на котором определена невырожденная знакопере-
менная форма �. Зафиксируем в E гиперболический базис (относительно �)
и не будем отличать линейные преобразования пространства ED от матриц,
определяемых ими в этом базисе. Положим C = {α ∈ D | t12(α) ∈ X}. Из мак-
симальности H вытекает максимальность поля k среди всех подполей поля F ,
содержащихся в C. По лемме 2.4 C — подалгебра йордановой k-алгебры D(+).
Поэтому, учитывая максимальность k, легко убедиться (см. [10]) в том, что для
C могут представиться следующие четыре возможности:

1) C — поле, C 6⊆ F ;
2) существует стандартный базис 1, u1, v1, w1 тела D над F такой, что u2

1, v
2
1

∈ k и C = k + kv1 + kw1;
3) существуют стандартный базис 1, u1, v1, w1 тела D над F и элемент u2 ∈

F \ k такие, что u2
1, v

2
1 , u

2
2 ∈ k и C = k + ku1u2 + kv1 + kw1;

4) C = k.
В соответствии с этими возможностями дальнейшее доказательство разо-

бьем на несколько пунктов. Через J обозначим инволюцию тела D, для которой
S+
D(J) = F .

1. Пусть C — поле, C 6⊆ F . Обозначим через M максимальное подполе
тела D, содержащее C. Стандартный базис 1, u1, v1, w1 тела D над F выберем
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так, что M = F (u1). Поскольку C — поле, то по лемме 2.2 Spn(C) ≤ X. Пусть
g = g(s, ψ) ∈ T (X) (s ∈ ED, ψ ∈ (ED)∗). Применение леммы 2.1 показывает, что
для любого t ∈ E

�(t, s)ψ(t) ∈ C. (6)

Положим

s =
n∑
i=1

eiλi, ψ =
n∑
i=1

µie
′
i (λi, µi ∈ D).

Если α — произвольный элемент из C, то, полагая в (6) t равным последова-
тельно

e2i−1, e2i (1 ≤ i ≤ m), e2i−1 + e2j−1α,

e2i + e2jα (1 ≤ i 6= j ≤ m), e2i−1 + e2jα (1 ≤ i, j ≤ m),

получаем, что
λ2iµ2i−1 ∈ C (1 ≤ i ≤ m), (7)

λ2i−1µ2i ∈ C (1 ≤ i ≤ m), (8)

λ2iµ2j−1α+ αλ2jµ2i−1 ∈ C (1 ≤ i 6= j ≤ m), (9)

αλ2j−1µ2i + λ2i−1µ2jα ∈ C (1 ≤ i 6= j ≤ m), (10)

αλ2j−1µ2i−1 − λ2iµ2jα ∈ C (1 ≤ i, j ≤ m). (11)

Перейдя в случае необходимости от базиса e1, . . . , en к другому гиперболическо-
му базису пространства E, можно считать λ2m = 1. Согласно (7) µ2m−1 ∈ C.
Пусть i0 — фиксированное число, 1 ≤ i0 ≤ m. Покажем, что λ2i0−1 ∈ M . До-
пустим противное, т. е. λ2i0−1 6∈ M . Тогда (8) показывает, что µ2i0 = λ−1

2i0−1c1
для некоторого c1 ∈ C. Из (11) при j = i0, i = m получаем, что для неко-
торого c ∈ M будет αλ2i0−1µ2m−1 − λJ2i0−1cα ∈ C при всех α ∈ C. Положим
λ2i0−1 = a + bv1, где a, b ∈ M . Так как b 6= 0, то αµJ2m−1 + cJαJ = 0 при всех
α ∈ C. Полагая α = 1, получим cJ = −µJ2m−1 и, значит, µJ2m−1(α − αJ) = 0.
Поскольку C 6⊆ F , то найдется α0 ∈ C \ F , откуда µ2m−1 = 0. Из (11) тогда
вытекает, что µ2i0α ∈ C при всех α ∈ C. В частности, µ2i0 ∈ C. Если µ2i0 6= 0,
то λ2i0−1 ∈ C ⊆ M , что противоречит сделанному предположению. Следова-
тельно, µ2i0 = 0. Полагая в (10) и (11) j = i0, получаем, что λ2i0−1µp ∈ C при
всех p = 1, 2, . . . , n. Из (11) при i = m и (9) при j = m вытекает, что µp ∈ C при
всех p = 1, 2, . . . , n. Среди элементов µp найдется µp0 6= 0. Для этого элемента
имеем λ2i0−1µp0 ∈ C, µp0 ∈ C, и, значит, λ2i0−1 ∈ C ⊆ M . Таким образом, ра-
венство µ2i0 = 0 приводит к противоречию с предположением λ2i0−1 6∈M . Ана-
логично с помощью включений (7)–(11) показывается, что λ2i0 ∈ M . Значит,
λ1, λ2, . . . , λn ∈ M . По лемме 2.5 тогда µ1, µ2, . . . , µn ∈ M , откуда g ∈ SLn(M).
Следовательно, если обозначить через G нормальную подгруппу 〈T (X)〉 группы
X, то в силу произвола в выборе g получим Spn(k) ≤ G ≤ SLn(M), и утвер-
ждение теоремы 1.1 вытекает в этом случае из леммы 2.2.

2. Пусть 1, u1, v1, w1 — стандартный базис тела D над F такой, что u2
1, v

2
1 ∈

k, и C = k + kv1 + kw1. Ясно, что A = k + ku1 + kv1 + kw1 ∈ Sfq(k). По-
ложим P = k(v1). На пространстве EP введем знакопеременную форму �0,
полученную из � расширением тела скаляров k до P . Пусть J1 — инволюция
тела A такая, что S+

A (J1) = k+ kv1 + kw1. Обозначим через � J1-косоэрмитову
форму на модуле EA, ограничение которой на EP совпадает с �0. Положим
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G = 〈H, t12(C)〉 и покажем, что G = Tn(A,�, J1). Отсюда будет следовать спра-
ведливость теоремы 1.1, ибо

Tn(A,�, J1) ≥ Tn(k(u1), �, J1).

Положим � = Spn(P ). По лемме 2.3 G = 〈� , t12(w1)〉. Каждый вектор из
EA однозначно записывается в виде x + yw1, где x, y ∈ EP . Инволютивный
автоморфизм поля P над k является ограничением на P инволюции J тела D.
Поэтому обозначим этот автоморфизм также через J . Так как

�(x+ yw1, x+ yw1) = (�0(x, y)− �0(x, y)J)w1,

то x + yw1 ∈ Ist(EA, �) тогда и только тогда, когда �0(x, y) ∈ k. Из транзи-
тивности действия группы � на множестве EP \ {0} следует, что τs,λ ∈ G при
всех s ∈ EP и всех λ ∈ S+

A (J1). Пусть теперь s ∈ Ist(EA, �), λ ∈ S+
A (J1). Нуж-

но показать, что τs,λ = g ∈ G. Положим s = x + yw1, где x, y ∈ EP . Если
x = 0, то g = τy,v1λv1 ∈ G согласно сделанному выше замечанию. Пусть x 6= 0.
Трансформируя g подходящим элементом из � , можно считать x = e1. Пусть
y = e1b1 + e2b2 + y1, где b1, b2 ∈ P , y1 ∈ 〈e3, e4, . . . , en〉P . Если y1 = 0 и b2 = 0, то
g = τe1,(1+b1w1)λ(1+b1w1)J1 ∈ G. Если y1 = 0, b2 6= 0, то g = τe1(b1b−1

2 +b−1
2 w−1

1 )+e2,λ0
,

где λ0 ∈ S+
A (J1). Так как b2 ∈ k, то z = τe1,−(b1b−1

2 +b−1
2 w−1

1 ) ∈ G и zgz−1 = τe2,λ0 ∈
G, откуда g ∈ G. Пусть y1 6= 0. Трансформировав g подходящим элементом из
группы diag(12, Spn−2(P )) ≤ G, можно считать, что s = e1(1 + b1w1) + e2b2w1 +
e3w1. Пусть b2 6= 0. Будем считать, что

g = τe1(b1b−1
2 +b−1

2 w−1
1 )+e2+e3b−1

2 ,λ.

Поскольку b2 ∈ k, то z1 = τe1,−(b1b−1
2 +b−1

2 w−1
1 ) ∈ G. Следовательно, z1gz−1

1 =
τe2+e3b−1

2 ,λ ∈ G, и можно считать g = τe2+e3b−1
2 ,λ. Ограничения формы � на

подпространства 〈e1, e2〉A, 〈e3, e4〉A эквивалентны. Поэтому обозначим эти огра-
ничения одной буквой q. Очевидно,

diag(T2(A, q, J1), T2(A, q, J1), 1n−4) ≤ G.

Но J1 — инволюция первого типа и, значит, T2(A, q, J1) = U2(A, q, J1) [14, гл. II,
§ 5]. Поэтому преобразование d ∈ GLn(D), для которого d(e3) = e3b2, d(e4) =
e4b

−J1
2 , d(ep) = ep (1 ≤ p ≤ n, p 6= 3, 4), содержится в G и dgd−1 = τe2+e3,λ ∈ G,

откуда g ∈ G. Пусть b2 = 0, т. е. s = e1(1 + b1w1) + e3w1. Тогда преобразование
d1 ∈ GLn(D), для которого d1(e1) = e1(1 + b1w1)−1, d1(e2) = e2(1 + b1w1)J1 ,
d1(e3) = e3w

−1
1 , d1(e4) = e4w1, d1(ep) = ep (5 ≤ p ≤ n), содержится в G. Так как

d1gd
−1
1 = τe1+e3,λ ∈ G, то вновь g ∈ G, что и требовалось.
3. Если C = k + ku1u2 + kv1 + kw1, где 1, u1, v1, w1 — стандартный базис

тела D над F такой, что u2
1, v

2
1 ∈ k, а u2 — элемент из F \k, для которого u2

2 ∈ k,
то C ⊇ k + kv1 + kw1, и утверждение теоремы 1.1 в этом случае следует из
доказанного в п. 2.

4. Пусть C = k. Если T (X) ⊆ GLn(F ), то 〈T (X)〉 — подгруппа группы
GLn(F ), cодержащая H, и утверждение теоремы следует из леммы 2.2. Пусть
T (X) 6⊆ GLn(F ). Выберем в X трансвекцию g = g(s, ψ) 6∈ GLn(F ). Положим

s =
n∑
i=1

eiλi, ψ =
n∑
i=1

µie
′
i (λi, µi ∈ D).
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Поскольку C = k, по лемме 2.1 �(t, s)ψ(t) ∈ k при всех t ∈ E. Заставив t
пробегать множество всех векторов e2i−1, e2i (1 ≤ i ≤ m), e2i−1 + e2j−1, e2i + e2j
(1 ≤ i 6= j ≤ m), e2i−1+e2j (1 ≤ i, j ≤ m), получим, что λ1, . . . , λn, µ1, . . . , µn удо-
влетворяют условиям (1)–(5). Пусть 1 ≤ i ≤ m. Если λ2i 6= 0, то из включения
(1) следует, что для некоторого r2i−1 ∈ F

µ2i−1 = r2i−1λ
J
2i. (12)

Если λ2i = 0, то по лемме 2.6 µ2i−1 = 0 и равенство (12) также справедливо, ибо
в качестве r2i−1 можно взять любой элемент поля F . Точно так же включение
(2) влечет равенство

µ2i = r2iλ
J
2i−1, (13)

где r2i ∈ F . Подставляя значения µ2i−1, µ2i, даваемые равенствами (12), (13) в
включения (3)–(5), приходим к равенствам

(r2j−1 − r2i−1)
(
λ2iλ

J
2j − λ2jλ

J
2i
)

= 0 (1 ≤ i 6= j ≤ m), (14)

(r2i − r2j)
(
λ2j−1λ

J
2i−1 − λ2i−1λ

J
2j−1

)
= 0 (1 ≤ i 6= j ≤ m), (15)

(r2i−1 + r2j)
(
λ2j−1λ

J
2i − λ2iλ

J
2j−1

)
= 0 (1 ≤ i, j ≤ m). (16)

Зафиксируем число i0, 1 ≤ i0 ≤ m, и покажем, что r2i0−1 = −r2i0 . Если
λ2i0−1 = 0, то равенство r2i0−1 = −r2i0 выполняется, поскольку µ2i0 = 0 и в
качестве r2i0 можно взять произвольный элемент из F . По аналогичной причине
это равенство выполняется в случае λ2i0 = 0. Предположим, что λ2i0−1λ2i0 6= 0,
но r2i0−1 6= −r2i0 . Равенство (16) при i = i0, j = i0 дает λ2i0−1λJ2i0 ∈ F , откуда
λ2i0 = λ2i0−1t, где t ∈ F ∗. Пусть 1 ≤ j ≤ m, i = i0. Тогда (16) принимает вид

(r2i0−1 + r2j)
(
λ2j−1λ

J
2i0−1t− λ2i0−1λ

J
2j−1t

)
= 0

и, значит,
(r2i0−1 + r2j)

(
λ2j−1λ

J
2i0−1 − λ2i0−1λ

J
2j−1

)
= 0.

Сложив последнее равенство с равенством (15), где положено i = i0, получаем

(r2i0−1 + r2i0)
(
λ2j−1λ

J
2i0−1 − λ2i0−1λ

J
2j−1

)
= 0 (j 6= i0),

откуда следует λ2j−1λJ2i0−1 ∈ F (j 6= i0). Из (14) при j = i0 вытекает равенство

(r2i0−1 − r2i−1)
(
λ2iλ

J
2i0−1 − λ2i0−1λ

J
2i
)

= 0 (i 6= i0).

Вычитая из этого равенства равенство (16), в котором положено j = i0, полу-
чаем

(r2i0−1 + r2i0)
(
λ2iλ

J
2i0−1 − λ2i0−1λ

J
2i
)

= 0 (i 6= i0),

откуда λ2i0−1λJ2i ∈ F при всех i = 1, 2, . . . ,m. Так как λ2i0−1 6= 0, можно считать
λ2i0−1 = 1 и тем самым λ1, λ2, . . . , λn ∈ F . Тогда по лемме 2.5 µ1, µ2, . . . , µn ∈ F ,
т. е. g ∈ SLn(F ), вопреки предположению. В силу произвола в выборе i0 мы
установили выполнение равенств

r1 = −r2, r3 = −r4, . . . , r2m−1 = −r2m.

Подобным образом с помощью соотношений (14)–(16) и предположения g 6∈
SLn(F ) устанавливается справедливость равенств

r2 = −r3, r4 = −r5, . . . , r2m−2 = −r2m−1.
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Значит, для некоторого r ∈ F

r1 = −r2 = r3 = −r4 = · · · = r2m−1 = −r2m = r,

т. е.

ψ = r
m∑
i=1

(
λJ2ie

′
2i−1 − λJ2i−1e

′
2i
)
.

Обозначим через �D J-косоэрмитову форму на ED, ограничение которой на E
совпадает с �. Так как ψ(s) = 0, то s ∈ Ist(ED, �D) и g ∈ Tn(D,�D, J), g = τs,r.
Кроме того,

rλ2iλ
J
2i ∈ k, rλ2i−1λ

J
2i−1 ∈ k (1 ≤ i ≤ m),

r
(
λ2iλ

J
2j + λ2jλ

J
2i
)
∈ k (1 ≤ i 6= j ≤ m),

r
(
λ2j−1λ

J
2i−1 + λ2i−1λ

J
2j−1

)
∈ k (1 ≤ i 6= j ≤ m),

r
(
λ2j−1λ

J
2i + λ2iλ

J
2j−1

)
∈ k (1 ≤ i, j ≤ m).

Среди элементов λ1, λ2, . . . , λn найдется λp 6= 0. Так как g = τsλ−1
p ,rλpλJp

, то,
заменив λi на λiλ−1

p (1 ≤ i ≤ m) и r на rλpλJp ∈ k, можно считать, что g = τs,r,
где

s =
n∑
i=1

eiλi ∈ Ist(ED, �D) (λi ∈ D), r ∈ k,

и λ2iλJ2i ∈ k, λ2i−1λJ2i−1 ∈ k (1 ≤ i ≤ m), λ2iλJ2j + λ2jλJ2i ∈ k, λ2j−1λJ2i−1 +
λ2i−1λJ2j−1 ∈ k (1 ≤ i 6= j ≤ m), λ2j−1λJ2i + λ2iλJ2j−1 ∈ k (1 ≤ i, j ≤ m). Запишем
эти включения единообразно в виде

λpλ
J
l + λlλ

J
p ∈ k (1 ≤ l, p ≤ n). (17)

Обозначим через D+ F -подпространство всех J-кососимметричных элементов
тела D. Зафиксируем стандартный базис 1, u1, v1, w1 тела D над F и положим
λp = ap + bpu1 + cpv1 + dpw1 (ap, bp, cp, dp ∈ F , 1 ≤ p ≤ n). Среди элемен-
тов λ1, λ2, . . . , λn найдется отличный от нуля. Перейдя от базиса {e1, . . . , en}
к другому гиперболическому базису пространства E, можно считать λ1 6= 0 и,
значит, λ1 = 1. Полагая в (17) l = 1, получим ap ∈ k (1 ≤ p ≤ n). Положим
λ′p = bpu1 + cpv1 + dpw1. Тогда

s = e1 + e2(a2 + λ′2) + f +
n∑

p=3

epλ
′
p,

где f =
n∑

p=3
epap ∈ E. Пусть f 6= 0. Заменив базис {e3, e4, . . . , en} подпро-

странства 〈e3, e4, . . . , en〉k гиперболическим базисом этого подпространства, в
котором первым элементом является f , можно считать, что

s = e1 + e2(a2 + λ2) + e3(1 + λ3) +
n∑

p=4

epλp,

где λp ∈ D+ (2 ≤ p ≤ n). Если a2 6= 0, то, перейдя к базису {e1+e2a2, e2, e3, . . . , en}
пространства E, будем считать a2 = 0. Перейдя к базису {e1 + e3, e2,−e3, e2 −
e4, e5, . . . , en}, который также является гиперболическим, можно считать

s = e1 +
n∑

p=2

epλp,
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где λp ∈ D+ (2 ≤ p ≤ n). Если f = 0, то, перейдя в случае необходимости к
базису {e1 + e2a2, e2, . . . , en}, можно добиться того, что a2 = 0. Таким образом,
в любом случае можно считать

s = e1 +
n∑

p=2

epλp,

где λp ∈ D+ (2 ≤ p ≤ n). Могут представиться две возможности:
а) λ2 6= 0;
б) λ2 = 0.
Пусть λ2 6= 0. Если элементы λ3, λ4, . . . , λn коммутируют с λ2, то в силу

условия λ2 6∈ F все элементы λ2, λ3, . . . , λn содержатся в одном максималь-
ном подполе K ′ тела D. Отсюда следует, что g ∈ SLn(K ′) и утверждение
теоремы 1.1 в этом случае вытекает из леммы 2.2. Пусть среди λ3, λ4, . . . , λn
найдется элемент, не коммутирующий с λ2. Меняя, если нужно, нумерацию
векторов e3, e4, . . . , en, а также знаки перед некоторыми из них, можно счи-
тать, что λ2λ3 6= λ3λ2. Поскольку λ2λ3 + λ3λ2 ∈ k, то k-подпространство
A0 = k + kλ2 + kλ3 + kλ2λ3 тела D замкнуто относительно умножения, за-
данного в этом теле, и, следовательно, A0 ∈ Sfq(k). Заменив в случае необхо-
димости базис 1, u1, v1, w1 стандартным базисом тела A0 над k, можно считать,
что u2

1, v
2
1 ∈ k. Так как λ2 ∈ D+ \ {0}, можно считать λ2 = u1. Поскольку

λ2λ3 6= λ3λ2, то c3v1 + d3w1 6= 0 и можно за v1 принять c3v1 + d3w1. Таким
образом, можно считать, что

s = e1 + e2u1 + e3(b3u1 + v1) +
n∑

p=4

ep(bpu1 + cpv1 + dpw1),

причем b3 ∈ k. Полагая в (17) l = 2, а затем l = 3, получаем bp, cp ∈ k (4 ≤ p ≤
n). Так как λ2

p ∈ k, то d2
p ∈ k (4 ≤ p ≤ n). Предположим, что d4 = d5 = · · · =

dn = 0. Тогда s = x+ yu1 + zv1, где

x = e1, y = e2 +
n∑

p=3

epbp, z = e3 +
n∑

p=4

epcp,

и x, y, z ∈ E. Поэтому �(x, y) = 1. С другой стороны, поскольку s ∈ Ist(ED, �D),
то �(x, y) = 0. Полученное противоречие показывает, что для некоторого p0
(4 ≤ p0 ≤ n) будет dp0 6= 0. Пусть 4 ≤ p ≤ n. Так как λpλp0 + λp0λp ∈ k,
то dpdp0 ∈ k. Предположим, что dp0 6∈ k. Тогда dp = rpdp0 для любого
p = 4, 5, . . . , n, где rp ∈ k, и s = x+ yu1 + zv1 + tdp0w1, где

x = e1, y = e2 +
n∑

p=3

epbp ∈ E, z = e3 +
n∑

p=4

epcp ∈ E, t =
n∑

p=4

eprp ∈ E.

Учитывая, что dJp0
= dp0 , а вектор s изотропен, имеем �(x, y) = 0. С другой

стороны,

�(x, y) = �

(
e1, e2 +

n∑
p=3

epbp

)
= 1.

Полученное противоречие показывает, что dp0 ∈ k и, значит, dp ∈ k при всех
p = 4, 5, . . . , n. Следовательно, s = x+ yu1 + zv1 + tw1, где

x = e1, y = e2 +
n∑

p=3

epbp, z = e3 +
n∑

p=4

epcp, t =
n∑

p=4

epdp.
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Очевидно, x, y, z, t ∈ E. Так как s ∈ Ist(ED, �D), то

�(x, y) + �(z, t)v2
1 = �(x, z)− �(y, t)u2

1 = �(x, t)− �(y, z) = 0.

Значит,

�(x, y) = 1, �(x, z) = �(x, t) = �(y, z) = �(y, t) = 0, �(z, t) = −v−2
1 .

Пусть α, β, γ, δ ∈ k таковы, что xα+ yβ + zγ + tδ = 0, т. е.

e1α+ e2β + e3(b3β + γ) +
n∑

p=4

ep(bpβ + cpγ + dpδ) = 0,

откуда α = β = γ = δ = 0 и dimk〈x, y, z, t〉k = 4. Поскольку группа H действует
транзитивно на множестве всех гиперболических базисов пространства E [15,
гл. 3, § 5], можно считать g = τe1+e2u1+e3v1−e4v−2

1 w1
. Так как

τe2+e4v1 = g−1τ−1
e2,(1−v2

1)−1τ
−1
e4,(1−v2

1)−1g(1−v2
1)2τe4,(1−v2

1)−1τe2,(1−v2
1)−1g,

то X ≥ 〈H, τe2+e4v1〉. Но по лемме 2.3 〈H, τe2+e4v1〉 = Tn(k(v1), �, J), что и
требовалось.

Рассмотрим, наконец, случай λ2 = 0, т. е. s = e1 + e3λ3 + · · ·+ enλn. Пусть
i — инволюция из H такая, что

i(e1) = −e1, i(e2) = −e2, i(ep) = ep (3 ≤ p ≤ n).

Непосредственно проверяется, что (gi)2 = τe1,2τe3λ3+···+enλn,2 и тем самым

τe3λ3+···+enλn(k) ≤ X.

В этом случае теорема вытекает из индуктивного предположения, примененного
к группе

Spn−2(k) ∼= Sp(〈e3, . . . , en〉k).
Теорема доказана.
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