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Аннотация: Получены оценки норм типа Шаттена — Неймана аппроксимативных
чисел интегрального оператора Харди с переменными пределами интегрирования.
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Данная работа является продолжением [1] и посвящена оценкам норм типа
Шаттена — Неймана аппроксимативных чисел оператора H : Lp(R+) → Lq(R+)
с переменными пределами интегрирования вида

Hf(x) = v(x)

ψ(x)∫
ϕ(x)

u(y)f(y) dy, (1)

где u(y) ∈ Lp
′

loc(R+), v(x) ∈ Lqloc(R+) и ϕ(x), ψ(x) — возрастающие дифферен-
цируемые функции такие, что ϕ(0) = ψ(0) = 0, ϕ(x) < ψ(x) для x ∈ (0,∞) и
ϕ(∞) = ψ(∞) = ∞.

Об истории исследований, связанных с данным классом операторов, см.
во введении к [1]. Напомним, что если X и Y — банаховы пространства,
B : X → Y — линейный ограниченный оператор, то последовательность ап-
проксимативных чисел (a-чисел) оператора B определена по формуле

am(B) = inf
P :X→Y, rankP<m

‖B − P‖, m = 1, 2, . . . .

Будем говорить, что оператор B принадлежит классу Шаттена — Ней-
мана Sα, 1 < α <∞, если {an(B)} ∈ `α, при этом

‖B‖Sα = ‖{ak(B)}‖`α =

( ∞∑
k=1

aαk (B)

)1/α

и B принадлежит Sα,weak, если

‖B‖Sα,weak = ‖{ak(B)}‖`αw = sup
t>0

t(n(t, a(B))1/α,

где счетная функция последовательности {an(B)} задается в виде

n(t, a(B)) = card{k ∈ N : ak(B) > t}, t > 0.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 01–01–00239) и гранта Министерства образования РФ E00–1.0–215.
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Известно, что

‖B‖Sα =

α ∞∫
0

tα−1n(t, a(B)) dt

1/α

.

Основные результаты статьи заключаются в следующем. Во-первых, для
операторов S, T : Lp(R+) → Lp(R+) вида

Sf(x) = v(x)

ψ(x)∫
0

u(y)f(y) dy, (2)

Tf(x) = v(x)
∞∫

ϕ(x)

u(y)f(y) dy, (3)

устанавливается эквивалентность норм Шаттена — Неймана интегральным вы-
ражениям вида

‖T‖Sα ≈

 ∞∫
0

 ∞∫
ϕ(x)

|u(y)|p
′
dy

α/p′ x∫
0

|v(t)|p dt

α/p−1

|v(x)|p dx

1/α

, (4)

‖S‖Sα ≈

 ∞∫
0

 ψ(x)∫
0

|u(y)|p
′
dy

α/p′ ∞∫
x

|v(t)|p dt

α/p−1

|v(x)|p dx

1/α

, (5)

где 1 < p <∞ и 1 < α <∞, а также оценка сверху для оператора

H : Lp(R+) → Lp(R+),

‖H‖αSα �
∑
m

( ∫
�m

|v|p
)α/p−1 ∫

�m

 ψ(x)∫
ϕ(x)

|u|p
′

α/p′

|v(x)|p dx, (6)

где
⋃
m
�m =

⋃
m

[ζm, ζm+1) = R+ — специальное разбиение полуоси.

Для случая H : L2(R+) → L2(R+) и 1 < α < ∞ доказана двусторонняя
оценка

‖H‖Sα ≈

 ∞∑
k=1

∫
�k

 ϕ(ζk+1)∫
ϕ(x)

u2(y) dy

α/2 x∫
ζk

v2(x) dx

α/2−1

v2(x) dx

+
∞∑
k=1

∫
�k

 ψ(x)∫
ψ(ζk)

u2(y) dy

α/2 ζk+1∫
x

v2(x) dx

α/2−1

v2(x) dx

1/α

, (7)

причем для 2 < α <∞ этой эквивалентности можно придать более компактный
вид типа формулы Гильберта — Шмидта

‖H‖Sα ≈

 ∞∫
0

 ψ(x)∫
ϕ(x)

u2(y) dy

α/2 ϕ−1(σ(x))∫
ψ−1(σ(x))

v2(t) dt

α/2−1

v2(x) dx

1/α

, (8)
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где функция σ(x) определяется из соотношения

σ(x)∫
ϕ(x)

u2(y) dy =

ψ(x)∫
σ(x)

u2(y) dy.

Для исследований мы строим разбиение (0,∞) =
⋃
k
�k, где � = [ζk, ζk+1) и

δk = [ηk, ηk+1) определяются для k ∈ Z следующим образом:

ζ0 = 1, η0 = ϕ(1), η1 = ψ(1), ζk+1 = (ϕ−1 ◦ ψ)k(1), k ∈ Z,

ηk = ψ(ϕ−1 ◦ ψ)k−1(1), k ∈ Z.
(9)

Пусть x ∈ �k = [ζk, ζk+1), тогда

Hf(x) = �kf(x) + �kf(x),

где

�kf(x) = v(x)

ψ(ζk)∫
ϕ(x)

u(y)f(y) dy, �kf(x) = v(x)

ψ(x)∫
ψ(ζk)

u(y)f(y) dy,

что позволит использовать оценки для операторов с одним переменным преде-
лом.

Будем говорить, что оператор B : Lp(R+) → Lq(R+) имеет блочно-диаго-
нальное разложение, если существуют два семейства дизъюнктных интервалов
{δk} и {�k} такие, что (0,∞) =

⋃
k
δk, (0,∞) =

⋃
k
�k и

Bf(x) =
∑
k

χ�k(B(fχδk))(x).

Пусть
Pkf(y) = χδk(y)f(y), Qkf(x) = χ�k(x)f(x).

Очевидно,
‖Pk‖Lp→Lp = 1, ‖Qk‖Lq→Lq = 1.

Положим
Bk = QkBPk

и обозначим через B̃k сужение Bk на Lp(δk), т. е. Bkf = B̃kf для всех f ∈ Lp(δk).
Легко видеть, что

a(Bk) = a(B̃k),

отметим также, что при 1 < p ≤ q <∞

‖B‖Lp→Lq = sup
k
‖Bk‖Lp→Lq = sup

k
‖B̃k‖Lp(δk)→Lq(�k).

Итак,

H = �+ � =
∑
k

�k +
∑
k

�k =
∑
k

QkHPk +
∑
k

QkHPk+1, (10)

где � и � имеют блочно-диагональное разложение.
Без потери общности всюду в статье неопределенности вида 0 · ∞, 0/0,

∞/∞ полагаются равными нулю. Неравенство A � B означает A ≤ CB, где
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константа C зависит только от p, q; соотношение A ≈ B понимается как A �
B � A; Z и N — множества всех целых и натуральных чисел соответственно,
‖K‖X→Y — норма линейного оператора K : X → Y .

Пусть последовательности {ξn} и {τn} определяются формулами

U(ψ(ξn)) =

ψ(ξn)∫
0

|u(t)|p
′
dt = 2n, −∞ < n ≤ Nψ ≤ ∞,

U(ϕ(τn)) =
∞∫

ϕ(τn)

|u(y)|p
′
dy = 2−n, −∞ ≤ Nϕ ≤ n <∞.

Обозначим

σn =

 ξn+1∫
ξn

Up/p
′
(ψ(x))|v(x)|p dx


1/p

, κn =

 τn+1∫
τn

Up/p
′
(ϕ(x))|v(x)|p dx

1/p

.

В теоремах 1 и 2 для операторов S и T c одним переменным пределом
интегрирования устанавливаются эквивалентности

‖{σk}‖`αω(Z) ≈ ‖{ak(S)}‖`αω(N), ‖{κk}‖`αω(Z) ≈ ‖{ak(T )}‖`αω(N)

и
‖{σk}‖`α(Z) ≈ ‖{ak(S)}‖`α(N), ‖{κk}‖`α(Z) ≈ ‖{ak(T )}‖α`α(N).

Эти важные соотношения следуют из эквивалентности счетных функций после-
довательностей {σk} и {ak(S)}, {κk} и {ak(T )}, которая доказывается в серии
лемм 1–7. Далее, теорема 3 устанавливает, что

‖{σk}‖`α(Z) ≈

 ∞∫
0

 ψ(x)∫
0

|u|p
′

α/p′ ∞∫
x

|v|p
α/p−1

|v(x)|p dx

1/α

,

и аналогичное утверждение справедливо для нормы последовательности {κk}.
Отсюда вытекают формулы (4) и (5), на основе которых, используя блочно-
диагональное представление (10), получаем основные результаты работы — со-
отношения (6)–(8).

Как было указано выше, нам потребуется несколько технических лемм.

Лемма 1. Пусть 1 < p <∞, � = (c, d) ⊂ R+, Jn = (ξn, ξn+1),

Aψ,1(�) = sup
c<t<d

 ψ(d)∫
ψ(t)

|u(y)|p
′
dy

1/p′ t∫
c

|v(x)|p dx

1/p

,

Aψ,2(�) = sup
c<t<d

 ψ(t)∫
ψ(c)

|u(y)|p
′
dy

1/p′ d∫
t

|v(x)|p dx

1/p

.

Тогда
Aψ,1(Jn ∪ Jn+1) ≥ σn, Aψ,2(Jn ∪ Jn+1) ≥ 2−2/p′σn+1.
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Доказательство. Имеем

Aψ,1(Jn ∪ Jn+1) = sup
ξn<t<ξn+2

 ψ(ξn+2)∫
ψ(t)

|u(y)|p
′
dy

1/p′ t∫
ξn

|v(x)|p dx

1/p

≥

 ψ(ξn+2)∫
ψ(ξn+1)

|u(y)|p
′
dy

1/p′ ξn+1∫
ξn

|v(x)|p dx

1/p

= 2
n+1
p′

 ξn+1∫
ξn

|v(x)|p dx

1/p

≥ σn,

Aψ,2(Jn ∪ Jn+1) = sup
ξn<t<ξn+2

 ψ(t)∫
ψ(ξn)

|u(y)|p
′
dy

1/p′ ξn+2∫
t

|v(x)|p dx

1/p

≥

 ψ(ξn+1)∫
ψ(ξn)

|u(y)|p
′
dy

1/p′ ξn+2∫
ξn+1

|v(x)|p dx

1/p

≥ 2−2/p′σn+1. �

Лемма 2. Пусть 0 < c < d <∞, � = (c, d) ⊂ R+. Положим

Dψ(�) = max(Aψ,1(c, s), Aψ,2(s, d)),

где

Aψ,1(c, s) = sup
c<t<s

 ψ(s)∫
ψ(t)

|u(y)|p
′
dy

1/p′ t∫
c

|v(x)|p dx

1/p

,

Aψ,2(s, d) = sup
s<t<d

 ψ(t)∫
ψ(s)

|u(y)|p
′
dy

1/p′ d∫
t

|v(x)|p dx

1/p

и точка s ∈ (c, d) выбрана так, чтобы выполнялось равенство
s∫
c

|v(x)|p dx =
1
2

d∫
c

|v(x)|p dx.

Пусть 0 < ε < ‖S‖, где ε достаточно мало и

��(ε) = {n ∈ Z : Jn ⊂ �, σn > 22/p′ε}, card��(ε) ≥ 4.

Тогда
Dψ(�) > ε.

Доказательство. Если n1 = min{n : n ∈ ��(ε)}, n2 = max{n : n ∈
��(ε)}, то Jn1 ∪ Jn1+1 ⊂ (c, s), и в силу леммы 1 получаем

Aψ,1(c, s) ≥ Aψ,1(Jn1 ∪ Jn1+1) ≥ σn1 > 22/p′ε > ε.

Аналогично Jn2−1 ∪ Jn2 ⊂ (s, d) и

Aψ,2(s, d) ≥ Aψ,2(Jn2−1 ∪ Jn2) ≥ 2−2/p′σn2 > ε.

Следовательно, D(�) = max(Aψ,1(c, s), Aψ,2(s, d)) > ε. �
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Лемма 3. Пусть 0 < ε < ‖S‖, card��(ε) ≥ 4, тогда ‖S�‖ > ε.

Доказательство. По [2, с. 158, теорема 2.2] будет ‖S�‖ ≈ Dψ(�). При-
меняя лемму 2, получаем требуемую оценку. �

Лемма 4. Пусть 0 < ε < ‖S‖ и N = N(ε) целое. Тогда

card{k ∈ Z : σk > 22/p′+1ε} ≤ 6N(ε).

Доказательство. Заметим, что

card{k ∈ Z : ci ∈ Jk для некоторых i, 1 ≤ i ≤ N} ≤ 2N.

Для остальных k ∈ Z, не относящихся к указанному выше множеству, имеем
Jk ⊂ Ii = (ci, ci+1) для некоторых 1 ≤ i ≤ N и

card{k ∈ Z : Jk ⊂ Ii, σk > 22/p′+1ε} ≤ 3.

Следовательно,

card{k ∈ Z : σk > 22/p′+1ε} =
N∑
i=0

card{k ∈ Z : Jk ⊂ Ii, σk > 22/p′+1ε}+ 2N

≤ 3(N + 1) + 2N ≤ 6N. �

Лемма 5. Для всех t > 0 выполняется

card{k ∈ Z : σk > t} ≤ 6 card{k ∈ N : ak(S) ≥ t/22/p′+2}.

Доказательство. Используя оценку [3 с. 23], получаем

card{k ∈ N : ak(S) ≥ 1/2ε} ≥ N(ε).

По лемме 4

card{k ∈ Z : σk > t} ≤ 6N(t/cb) ≤ 6 card{k ∈ N : ak(S) ≥ t/22/p′+2}. �

Аналогичные леммы справедливы и для оператора T .

Теорема 1. Пусть 1 < α <∞. Тогда

‖{σk}‖`αω(Z) � ‖{ak(S)}‖`αω(N), ‖{κk}‖`αω(Z) � ‖{ak(T )}‖`αω(N),

‖{σk}‖α`α(Z) � ‖{ak(S)}‖α`α(N), ‖{κk}‖α`α(Z) � ‖{ak(T )}‖α`α(N).

Доказательство теоремы проведем для оператора S, для T рассуждения
аналогичны. Пусть {ak(S)} ∈ `αω(N). По лемме 5 имеем

card{k ∈ Z : σk > t} ≤ 6 card{k ∈ N : ak(S) ≥ t/2}.
Следовательно,

‖{σk}‖α`αω(Z) ≤ 6 · 2α‖{ak(S)}‖α`αω(N).

Далее,

‖{σk}‖α`α(Z) = α

∞∫
0

tα−1 card{k ∈ Z : σk > t} dt

≤ 6α
∞∫
0

tα−1 card{k ∈ N : ak(S) ≥ t/2} dt = 6 · 2α‖{ak(S)}‖α`α(N). �

Для доказательства обратных оценок нам необходимы следующие две лем-
мы.
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Лемма 6. Пусть n1, n2, n3 ∈ Z, n1 < n2 < n3 и c0 ∈ Zn1 , x0 ∈ Zn2 , c1 ∈ Zn3 .
Тогда  ψ(x0)∫

ψ(c0)

|u(y)|p
′
dy

1/p′ c1∫
x0

|v(x)|p dx

1/p

≤ 22/p max
n2≤n≤n3

σn.

Доказательство. Имеем ψ(x0)∫
ψ(c0)

|u(y)|p
′
dy

1/p′ c1∫
x0

|v(x)|p dx

1/p

≤

 ψ(ξn2+1)∫
ψ(ξn1 )

|u(y)|p
′
dy

1/p′ ξn3+1∫
ξn2

|v(x)|p dx

1/p

≤ 21/p2n2/p

(
σpn2

2(n2)
+

σpn3

2(n3)
+ . . .

)1/p

≤ 21/p2n2/p max
n2≤n≤n3

σn

(
2

2n2

)1/p

= 22/p max
n2≤n≤n3

σn. �

Лемма 7. Пусть Ik = (ck, ck+1), xk ∈ Ik, Jk = (ψ(ck), ψ(ck+1)) и ξn < c1 <
c2 < · · · < cl < ξn+1. Тогда

l∑
k=1

 ψ(xk)∫
ψ(ck)

|u(y)|p
′
dy

1/p′ ck+1∫
xk

|v(x)|p dx

1/p

≤ 21/p(1− 2−p
′/p)σn.

Доказательство. Применяя неравенство Гёльдера, получаем

l∑
k=1

 ψ(xk)∫
ψ(ck)

|u(y)|p
′
dy

1/p′ ck+1∫
xk

|v(x)|p dx

1/p

≤
l∑

k=1

(∫
Jk

|u(y)|p
′
dy

)1/p′(∫
Ik

|v(x)|p dx
)1/p

≤

 ψ(ξn+1)∫
ψ(ξn)

|u|p
′

1/p′ ξn+1∫
ξn

|v|p
1/p

≤ (2
(n+1)p′

p − 2
(n)p′
p )1/p

σn
2n/p

= 2
(n+1)
p (1− 2−p

′/p)1/p
′ σn
2n/p

≤ 21/pσn. �

Теорема 2. Пусть операторы S : Lp(R+) → Lp(R+), T : Lp(R+) → Lp(R+),
определенные формулами (2) и (3), компактны. Тогда

‖{ak(S)}‖`αω(N) � ‖{σk}‖`αω(Z), ‖{ak(T )}‖`αω(N) � ‖{κk}‖`αω(Z),



Оценки аппроксимативных чисел 379

‖{ak(S)}‖`α(N) � ‖{σk}‖`α(Z), ‖{ak(T )}‖`α(N) � ‖{κk}‖`α(Z).

Доказательство. Доказательство теоремы проведем для оператора S,
для T рассуждения аналогичны. Пусть 0 < ε < ‖S‖, N = N(ε) определя-
ются, как и в [3, с. 23]. Тогда для каждого сk существует число jk такое, что
ck ⊂ Jjk . Возможны два случая:

1) jk0 < jk0+1,
2) jk = jk+1 = · · · = jk+mk , Ii ⊂ Jjk , k ≤ i ≤ k +mk, mk > 1.

Используя леммы 6 и 7, в первом случае получаем

ε = ‖SIk0 ‖ ≤ C1D(Ik0) ≤ C1(Aψ,1(Ik0) +Aψ,2(Ik0)) ≤ C sup
jk0≤j≤jk0+1

σj ≡ Cσjk

для jk ∈ [jk0 , jk0+1] и во втором —

εmk =
k+mk∑
i=k

‖SIi‖ ≤ Cσjk ,

N(ε) = card
{
k : σjk ≥

ε

C

}
+

∑
k:mk>1

card
{
k : σjk ≥

εmk

C

}

≤
∞∑
n=1

card
{
k : σk ≥

nε

C

}
.

Используем результаты из [3, с. 23] в случае 1 < p = q <∞. Тогда

card{k ∈ N : ak(S) > ε} ≤ N(ε) + 1 ≤ 2N(ε),

‖{ak(S)}‖α`αω(N) = 2 sup
t>0

tαN(t)

≤ 2 sup
t>0

tα
∞∑
n=1

card
{
k ∈ Z : σk ≥

nt

C

}
= 2Cα

( ∞∑
n=1

1
nα

)
‖{σk}‖α`αω(Z).

Аналогичный результат может быть получен и для пространств `α:

‖{ak(S)}‖α`α(N) = α

∞∫
0

tα−1 card{k ∈ N : ak(S) > t} dt

≤ α

∞∫
0

tα−12N(t) dt ≤ 2α
∞∫
0

∞∑
n=1

tα−1 card∞
{
k ∈ Z : σk ≥

nt

C

}
dt

= 2αCα
∞∫
0

∞∑
n=1

1
nα

(
tnα

C

)α−1

card
{
k : σk ≥

nt

C

}
d

(
nt

C

)

= 2Cα
( ∞∑
n=1

1
nα

)
‖{σk}‖α`α(Z) ≡ Cα(p)β(α)‖{σk}‖α`α(Z). �
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Положим

Jα =

 ∞∫
0

 ψ(x)∫
0

|u|p
′

α/p′ ∞∫
x

|v|p
α/p−1

|v(x)|p dx

1/α

,

J ′α =

 ∞∫
0

 y∫
0

|u|p
′

α/p′−1 ∞∫
ψ−1(y)

|v|p
α/p

|u(y)|p
′
dy

1/α

.

Лемма 8. Пусть 0 < α <∞. Предположим, что Jα <∞ (J ′α <∞). Тогда
J ′α <∞ (Jα <∞), и в этом случае Jα = (p/p′)1/αJ ′α.

Доказательство. Если 0 ≤ Jα <∞, то

lim
t→∞

∞∫
t

 ψ(x)∫
0

|u|p
′

α/p′ ∞∫
x

|v|p
α/p−1

|v(x)|p dx = 0.

Это означает, что

lim
t→∞

 ψ(t)∫
0

|u|p
′

α/p′ ∞∫
t

|v|q
α/q

= 0.

Интегрированием по частям находим

∞ > Jαα =
p

α

∞∫
0

 ψ(x)∫
0

|u|p
′

α/p′

α

p

 ∞∫
x

|v|p
α/p−1

|v(x)|p dx

=
p

α

∞∫
0

 ψ(x)∫
0

|u|p
′

α/p′

d

− ∞∫
x

|v|p
α/p

≥ p

α

∞∫
0

 ∞∫
x

|v|p
α/p

d

 ψ(x)∫
0

|u|p
′

α/p′

=
p

p′

∞∫
0

 x∫
0

|u|p
′

α/p′−1 ∞∫
x

|v|q
α/q

|u(x)|p
′
dx =

p

p′
J ′α

α
.

Таким образом,

Jα ≥
(
p

p′

)1/α

J ′α,

поэтому J ′α < ∞. Обратно, предположим, что J ′α < ∞. Тогда аналогичные
рассуждения показывают, что

lim
t→0

 t∫
0

|u|p
′

α/p′ ∞∫
ψ−1(t)

|v|q
α/q

= 0, J ′α ≥
(
p′

p

)1/α

Jα. �

Пусть

Aα =
(∑
k∈Z

σαk

)1/α
.
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Теорема 3. Если 0 < α <∞, 1 < p <∞, то

Aα ≈ Jα ≈ J ′α.

Доказательство. Последняя эквивалентность следует из леммы 8. По-
кажем первую. Имеем

Aαα =
∑
k

σαk ≤
∑
k

2(k+1)α/p′

 ξk+1∫
ξk

|v(x)|p dx

α/p

≤
∑
k

2(k+1)α/p′

 ∞∫
ξk

|v(x)|p dx

α/p

.

Обозначим ∑
k

2(k+1)α/p′

 ∞∫
ξk

|v(x)|p dx

α/p

= A
α
α.

Тогда

Jαα =
∑
k

ξk+1∫
ξk

 ψ(x)∫
0

|u|p
′

α/p′ ∞∫
x

|v|p
α/p−1

|v|p dx

≥
∑
k

ξk+1∫
ξk

 ψ(ξk)∫
0

|u|p
′

α/p′ ∞∫
x

|v|p
α/p−1

|v|p dx

=
p

α

∑
k

2kα/p
′

 ∞∫
ξk

|v|p
α/p

−

 ∞∫
ξk+1

|v|p
α/p

≥ p

α
2−2α/p′ [2α/p

′
− 1]A

α
α ≥

p

α
2−2α/p′ [2α/p

′
− 1]Aαα,

Jαα ≥
p

α22α/p′ [2
α/p′ − 1]Aαα.

Следовательно,

Aα =
(∑

k

σαk

)1/α
≤
[

α22α/p′

p(2α/p′ − 1)

]1/α
Jα, 0 < α <∞.

Для доказательства обратного неравенства предположим, что 0 < α ≤ p. Тогда
α

p
≤ 1,

α

p
− 1 ≤ 0,

и если
ξk+1∫
x

|v|p ≤
∞∫
x

|v|p,
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получаем  ∞∫
x

|v|p
α/p−1

≤

 ξk+1∫
x

|v|p
α/p−1

,

 ξk+1∫
ξk

|v|p
α

p

= α/p

ξk+1∫
ξk

 ξk+1∫
x

|v|p
α/p−1

|v(x)|p dx

≥ α

p

ξk+1∫
ξk

 ∞∫
x

|v|p
α/p−1

|v(x)|p dx.

Итак,  ξk+1∫
ξk

|v|p
α/p

≥ α

p

ξk+1∫
ξk

 ∞∫
x

|v|p
α

p−1

|v(x)|p dx,

∑
k

2kα/p
′

 ξk+1∫
ξk

|v|p
α/p

≥ α

p

∑
k

2kα/p
′

ξk+1∫
ξk

 ∞∫
x

|v|p
α/p−1

|v(x)|p dx,

Aαα ≥
α

p

∑
k

ξk+1∫
ξk

2kα/p
′
2α/p

′
2−α/p

′

 ∞∫
x

|v|p
α/p−1

|v(x)|p dx

=
α

p

∑
k

2−α/p
′

ξk+1∫
ξk

2(k+1)α/p′

 ∞∫
x

|v|p
α/p−1

|v(x)|p dx

(заметим: 2(k+1)α/p′ =

 ψ(ξk+1)∫
0

|u|p
′

α/p
′

≥

 ψ(x)∫
0

|u|p
′

α/p
′

, ξk ≤ x ≤ ξk+1)

≥ α

p
2−α/p

′∑
k

ξk+1∫
ξk

 ψ(x)∫
0

|u|p
′

α/p′ ∞∫
x

|v|p
α/p−1

|v(x)|p dx

=
α

p
2−α/p

′
∞∫
0

 ψ(x)∫
0

|u|p
′

α/p′ ∞∫
x

|v|p
αp−1

|v(x)|p dx =
α

p
2−α/p

′
Jαα .

Получаем (
α

p2α/p′

)1/α

Jα ≤
(∑

k

σαk

)1/α
, 0 < α ≤ p.

Рассмотрим случай, когда 1 < p < α <∞. Имеем

Jαα =
∑
k

ξk+1∫
ξk

 ψ(x)∫
0

|u|p
′

α/p′ ∞∫
x

|v|p
α/p−1

|v|p dx
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≤
∑
k

ξk+1∫
ξk

 ψ(ξk+1)∫
0

|u|p
′

s/p′ ∞∫
x

|v|p
α/p−1

|v|p dx

=
∑
k

ξk+1∫
ξk

2(k+1)α/p′

 ∞∫
x

|v|p
α/p−1

|v|p dx

=
p

α

∑
k

2(k+1)α/p′

 ∞∫
ξk

|v|p
α/p

−

 ∞∫
ξk+1

|v|p
α/p ≤ p

s

∑
k

2(k+1)α/p′

 ∞∫
ξk

|v|p
α/p

.

Пусть θ = p/2p′. Применяя неравенство Гёльдера, получаем

∞∫
ξk

|v|p =
∑
m≥k

ξm+1∫
ξm

|v|p =
∑
m≥k

2θm
ξm+1∫
ξm

|v|p
2−θm

≤

∑
m≥k

2
θmα
p

 ξm+1∫
ξm

|v|p
α/pp/α[∑

m≥k

2−θm·
α

α−p

]1−p/α

= C12−kθ

∑
m≥k

2
θmα
p

 ξm+1∫
ξm

|v|p
α/pp/α,

где C1 = 2θ

(2
θα
α−p−1)

α−p
α

. Следовательно,

Jαα ≤
p

α

∑
k

2(k+1)α/p′Cα/p1 2
−kθα
p

∑
m≥k

2
θmα
p

 ξm+1∫
ξm

|v|p
α/p

= C2
∑
k

2
kα
2p′
∑
m≥k

2
ms
2p′

 ξm+1∫
ξm

|v|p
α/p

,

где

C2 =
p

α
· 23α/2p′

(2
pα

2p′(α−p) − 1)
α
p−1

.

Далее,

C2
∑
k

2
kα
2p′
∑
m≥k

2
mα
2p′

 ξm+1∫
ξm

|v|p
α/p

= C2
∑
m

2
mα
2p′

 ξm+1∫
ξm

|v|p
α/p ∑

k≤m

2
kα
2p′ ≤ C3A

α
α,

где

C3 =
p

α
· 22α/p′

(2
pα

2p′(α−p) − 1)
α
p−1(2

α
2p′ − 1)

.
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Итак,
Jα ≤ C1/α

3 Aα, 1 < p < α <∞,

и мы получаем требуемую эквивалентность

(∑
k

σαk

)1/α
≈

 ∞∫
0

 ψ(x)∫
0

|u|p
′

α/p′ ∞∫
x

|v|p
α/p−1

|v(x)|p dx

1/α

. �

Следствие 1. Пусть 1 < p < ∞, 1 < α < ∞ и S : Lp(R+) → Lp(R+) —
компактный оператор (2). Тогда

(∑
n

aαn(S)
)1/α

≈

 ∞∫
0

 ψ(x)∫
0

|u|p
′

α/p′ ∞∫
x

|v|p
α/p−1

|v(x)|p dx

 1
α

. (11)

Положим

Iα =

 ∞∫
0

 ∞∫
ϕ(x)

|u|p
′

α/p′ x∫
0

|v|p
α/p−1

|v(x)|p dx

1/α

,

I ′α =

 ∞∫
0

 ∞∫
y

|u|p
′

α/p′−1 ϕ−1(y)∫
0

|v|p
α/p

|u(y)|p
′
dy

1/α

.

Лемма 9. Пусть 0 < α < ∞, 1 < p < ∞, и предположим, что Iα < ∞
(I ′α <∞), тогда I ′α <∞ (Iα <∞), и в этом случае Iα = ( pp′ )

1/αI ′α.

Доказательство. Лемма 9 доказывается аналогично лемме 8.
Пусть

Bα =
(∑
k∈Z

καk
)1/α

.

Теорема 4. Если 0 < α <∞, 1 < p <∞, то

Bα ≈ Iα ≈ I ′α.

Доказательство. Теорема 4 доказывается аналогично теореме 3.

Следствие 2. Пусть 1 < p < ∞, 1 < α < ∞ и T : Lp(R+) → Lp(R+)
компактен. Тогда

(∑
n

aαn(T )
)1/α

≈

 ∞∫
0

 ∞∫
ϕ(x)

|u(y)|p
′
dy

α/p′ x∫
0

|v(t)|p dt

α
p−1

|v(x)|p dx

1/α

.

(12)
Используя лемму 2.2 из [1], получаем

‖{ak(H)}‖α`α ≤
∑
m

‖{ak(�m)}‖α`α +
∑
m

‖{ak(�m)}‖α`α

≤
∑
m

ζm+1∫
ζm

 ψ(x)∫
ψ(ζm)

|u|p
′

α/p′ ζm+1∫
x

|v|p
α/p−1

|v(x)|p dx
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+
∑
m

ζm+1∫
ζm

 ϕ(ζm+1)∫
ϕ(x)

|u|p
′

α/p′ x∫
ζm

|v|p
αp−1

|v(x)|p dx

≤
∑
m

∫
�m

(∫
�m

|v|p
)α/p−1


 ψ(x)∫
ψ(ζm)

|u|p
′

α/p′

+

 ϕ(ζm+1)∫
ϕ(x)

|u|p
′

α/p′|v(x)|p dx

≤ 2
∑
m

(∫
�m

|v|p
)α/p−1 ∫

�m

 ψ(x)∫
ϕ(x)

|u|p
′

α/p′

|v(x)|p dx.

Таким образом, мы получили верхнюю оценку для компактного оператора H с
переменными пределами интегрирования

‖{ak(H)}‖α`α �
∑
m

(∫
�m

|v|p
)α

p−1 ∫
�m

 ψ(x)∫
ϕ(x)

|u|p
′

α/p′

|v(x)|p dx, (13)

где �m = [ζm, ζm+1) — специальное разбиение (9).

Лемма 10. Пусть B : L2(R+) → L2(R+) — компактный оператор, имею-
щий блочно-диагональное разложение B =

∑
k
Bk. Обозначим

|B| = (B∗B)1/2 =
∑
k

(B∗kBk)
1/2,

σ(|B|) и σ(|Bk|) — спектры операторов |B| и |Bk| соответственно. Тогда

σ(|B|) =
⋃
k

σ(|Bk|).

Доказательство. Сначала мы покажем вложение

σ(|B|) ⊂
⋃
k

σ(|Bk|).

Пусть λn ∈ σ(|B|). Тогда существует собственная функция fn такая, что |B|fn =
λnfn. Выберем

fn =
∑
k

fn,k, где R+ =
⋃
k

�k, supp fn,k ⊂ �k.

Имеем
|B|fn = |B|

∑
k

fn,k =
∑
k

|Bk|fn,k = λn
∑
k

fn,k.

Если x ∈ �k, fn,k 6= 0, то |Bk|fn,k = λnfn,k, а это означает, что λn ∈ σ(|Bk|) и
λn ∈

⋃
k
σ(|Bk|).

Обратно, если λn ∈ σ(|Bk|), то существует собственная функция fn,k такая,
что

|Bk|fn,k = λnfn,k, supp fn,k ∈ �k,
∑
k

|Bk|fn,k = λn
∑
k

fn,k.
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Мы получили, что |B|fn = λnfn, т. е. λn ∈ σ(|B|) с собственной функцией
fn =

∑
k
fn,k. �

Лемма 10 показывает, что для оператора H : L2(R+) → L2(R+) выполнено
равенство

n(ε, a(H)) =
∑
k

n(ε, a(Hk)). (14)

В силу блочно-диагонального представления (10) оператора H и предложе-
ния 6 из [4, с. 123] для 1 < α <∞ будет

‖�‖Sα ≤ ‖H‖Sα , ‖�‖Sα ≤ ‖H‖Sα .

Тогда

‖{an(�)}‖α`α =
∞∑
n

aαn(�) = α

∞∫
0

tα−1n(t, a(�)) dt

= α

∞∫
0

tα−1
∞∑
k=1

n(t, a(�k)) dt =
∞∑
k=1

α

∞∫
0

tα−1n(t, a(�k)) dt =
∞∑
k=1

∞∑
n=1

aαn(�k).

Итак,

‖{an(�)}‖α`α �
∞∑
k=1

ζk+1∫
ζk

 ψ(x)∫
ψ(ζk)

u2(y) dy


α/2 ζk+1∫

x

v2(x) dx

α/2−1

v2(x) dx

=
∞∑
k=1

∫
�k

 ψ(x)∫
ψ(ζk)

u2(y) dy

α/2 ζk+1∫
x

v2(x) dx

α/2−1

v2(x) dx,

а также

‖{an(�)}‖α`α �
∞∑
k=1

∫
�k

 ϕ(ζk+1)∫
ϕ(x)

u2(y) dy


α/2 x∫

ζk

v2(x) dx


α/2−1

v2(x) dx.

На основании рассуждений, проведенных выше, получим следующий ре-
зультат.

Теорема 5. Пусть операторH : L2(R+) → L2(R+) компактен и 1 < α <∞.
Тогда

‖H‖Sα ≈

 ∞∑
k=1

∫
�k

 ϕ(ζk+1)∫
ϕ(x)

u2(y) dy

α/2 x∫
ζk

v2(x) dx

α/2−1

v2(x) dx

+
∞∑
k=1

∫
�k

 ψ(x)∫
ψ(ζk)

u2(y) dy

α/2 ζk+1∫
x

v2(x) dx

α/2−1

v2(x) dx

1/α

. (15)
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Замечание. При α = 2 в предыдущей формуле имеет место равенство в
соответствии с известной формулой Гильберта — Шмидта, а при 2 < α < ∞
(15) имеет более компактный вид.

Для функций ϕ(x) и ψ(x) оператора (1) определим фарватер-функцию σ(x)
такую, что ϕ(x) < σ(x) < ψ(x) и

σ(x)∫
ϕ(x)

u2(y) dy =

ψ(x)∫
σ(x)

u2(y) dy

для любого x ∈ R+.

Следствие 3. Пусть оператор H : L2(R+) → L2(R+) компактен и 2 < α <
∞. Тогда

‖H‖Sα ≈

 ∞∫
0

 ψ(x)∫
ϕ(x)

u2(y) dy

α/2 ϕ−1(σ(x))∫
ψ−1(σ(x))

v2(t) dt

α/2−1

v2(x) dx

1/α

. (16)

Доказательство. По теореме 2 из [5, с. 301], полагая

s = α− 1, p =
2(α− 1)
α− 2

, α > 2,
1
s

=
1
2
− 1
p
,

получаем

‖H‖αSα ≈
∞∑
k=1

 ∫
�k

 ϕ(ζk+1)∫
ϕ(x)

u 2(1−p)
p (y)

−p′

dy

s/p′ x∫
ζk

v2(t) dt

s/2−1

v2(x) dx

+
∫
�k

 ψ(x)∫
ψ(ζk)

u 2(1−p)
p (y)

−p′

dy

s/p′ ζk+1∫
x

v2(t) dt

s/2−1

v2(x) dx


≈ ‖H‖sLp(R+)→L2(R+),

где оператор H имеет вид

Hf(x) = v(x)

ψ(x)∫
ϕ(x)

f(y)u
2(1−p)

p (y) dy.

По теореме 1 из [5, с. 300]

‖H‖sLp→L2 ≈
∞∫
0

 ψ(x)∫
ϕ(x)

(u
2(1−p)

p )−p
′

s/p′ ϕ−1(σ(x))∫
ψ−1(σ(x))

v2

s/2−1

v2(x) dx

≈
∞∫
0

 ψ(x)∫
ϕ(x)

u2(y) dy

α/2 ϕ−1(σ(x))∫
ψ−1(σ(x))

v2(t) dt

α/2−1

v2(x) dx,

что и доказывает следствие 3. �
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