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Аннотация: Исследуются 6-мерные ориентируемые подмногообразия алгебры Кэ-
ли, на которых 3-векторные произведения индуцируют эрмитову структуру. Дока-
зано, что типовое число косимплeктической гиперповерхности 6-мерного эрмитова
подмногообразия алгебры Кэли не превосходит трех, а 6-мерное келерово подмно-
гообразие алгебры октав не допускает косимплектических гиперповерхностей с ти-
повым числом, большим единицы.

Ключевые слова: алгебра Кэли, эрмитово многообразие, гиперповерхность, ко-
симплектическая структура, типовое число.

Особенностью геометрии гиперповерхностей почти эрмитова многообразия
является наличие на них внутренним образом определенной почти контактной
метрической структуры. Такие структуры чаще всего изучались для гиперпо-
верхностей келеровых [1, 2], приближенно келеровых, а также квазикелеровых
[3, 4] многообразий. В случае, когда объемлющее многообразие эрмитово, о гео-
метрии его гиперповерхностей известно сравнительно мало.

В настоящей работе приводятся несколько результатов, полученных в этом
направлении с использованием структурных уравнений гиперповерхности эрми-
това многообразия, записанных на пространстве присоединенной G-структуры.
Эти результаты продолжают и развивают предыдущие исследования автора в
этой области (см. [5–10] и др.).

Автор выражает сердечную благодарность профессорам М. Трипати (уни-
верситет Лахнау, Индия) и Х. Курихаре (университет Сэйтама, Япония) за со-
веты по поводу этой статьи. Автор признателен рецензенту за внимательное
отношение к работе и ценные замечания.

1. Известно, что один из наиболее содержательных источников примеров
почти эрмитовых структур обусловлен существованием 3-векторных произведе-
ний на пространстве R8, несущем структуру алгебры Кэли. Напомним, что по-
нятие r-векторного произведения в n-мерном евклидовом пространстве {E, 〈·, ·〉}
введено Б. Экманном [11]: r-векторным произведением называется непрерыв-
ное отображение

P : Er → E,

обладающее свойствами:
1) 〈P (X1, . . . , Xr), Xj〉 = 0;
2) ‖P (X1, . . . , Xr)‖2 = det(〈Xj , Xk〉),

где X1, . . . , Xr ∈ E; k, j = 1, . . . , r.
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В [11, 12] Б. Экманн и Г. Уайтхед средствами алгебраической топологии
доказали, что r-векторные произведения существуют только в следующих слу-
чаях:

1) n четное, r = 1;
2) n — произвольное натуральное число, r = n− 1;
3) n = 7, r = 2;
4) n = 8, r = 3.
С точки зрения геометрии наибольший интерес представляют r-векторные

произведения, являющиеся r-линейными отображениями. Этот случай в пред-
положении псевдоевклидовости метрики 〈·, ·〉 изучен американскими математи-
ками Р. Брауном и А. Греем чисто алгебраическими средствами. Оказалось,
что в этом случае результат Экманна и Уайтхеда сохраняет силу [13]. Более
того, Браун и Грей указали явную конструкцию таких r-векторных произведе-
ний. Так, например, (n − 1)-векторное произведение — это просто тензор типа
(n−1, 1), полученный при помощи операции поднятия индекса у элемента объе-
ма евклидова пространства. Кроме того, в [14] доказано, что r-векторное произ-
ведение в n-мерном евклидовом пространстве индуцирует (m−n+r)-векторное
произведение в m-мерном его подпространстве. Отметим, что конструкция r-
векторных произведений переносится и на случай отображения

P : (ℵ(M2n))r → ℵ(M2n),

где ℵ(M2n) — модуль гладких векторных полей на четномерном многообра-
зии M2n.

Что касается 3-векторного произведения, то его существование связано с
существованием классической структуры алгебры Кэли в 8-мерном евклидовом
пространстве. В [13] указаны два неизоморфных 3-векторных произведения в
алгебре октав:

P1(X,Y, Z) = −X(Y Z) + 〈X,Y 〉Z + 〈Y,Z〉X − 〈Z,X〉Y,
P2(X,Y, Z) = −(XY )Z + 〈X,Y 〉Z + 〈Y,Z〉X − 〈Z,X〉Y,

(1)

где X,Y, Z ∈ O, O ≡ R8 — алгебра октав, X → X — оператор сопряжения в O,
〈·, ·〉 — скалярное произведение в O. Оказалось [14], что при этом любое другое
3-векторное произведение в алгебре октав изоморфно одному из приведенных.
Существование же 2-векторного произведения в R7, установленное Экманном и
Уайтхедом, следует из вышеупомянутого результата Брауна и Грея и включения
R7 ⊂ R8 ≡ O.

С другой стороны, из названного результата Брауна и Грея следует, что
каждое из канонических 3-векторных произведений на любом 6-мерном подмно-
гообразии M6 ⊂ O индуцирует 1-векторное произведение, т. е. почти эрмитову
структуру. Подобные почти эрмитовы структуры на 6-мерных подмногообра-
зиях алгебры октав хорошо изучены лишь в случае так называемых структур
Калаби. Американский геометр Т. Калаби [15] указал несколько конкретных
почти эрмитовых 6-мерных подмногообразий алгебры Кэли. Структуры Кала-
би индуцируются 2-векторными произведениями в R7. Эти произведения, как
мы уже напоминали, могут рассматриваться как индуцированные вложением
R7 ⊂ R8. Таким образом, структуры Калаби — частный случай почти эрми-
товых структур, индуцированных на M6 ⊂ O. Самые значительные работы,
посвященные структурам Калаби на 6-мерных подмногообразиях алгебры ок-
тав, на наш взгляд, принадлежат А. Грею [16, 17] и К. Яно и Т. Сумитомо [18].
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Об общем случае ориентируемых 6-мерных почти эрмитовых подмногооб-
разий алгебры октав известно гораздо меньше. Из полученных ранее результа-
тов, несомненно, следует отметить принадлежащую В. Ф. Кириченко полную
классификацию приближенно келеровых [19] и келеровых [20] 6-мерных подмно-
гообразий алгебры Кэли, а также изученное им же M6 ⊂ O с так называемой
устойчивой почти эрмитовой структурой [21]. Кроме того, выделим и несколько
совсем новых значительных работ [22–24], посвященных, в основном, изучению
келеровых и квазикелеровых структур на M6 ⊂ O.

Геометрия эрмитовых (т. е. интегрируемых почти эрмитовых) структур на
M6 ⊂ O изучалась до сих пор сравнительно мало и только в частных случа-
ях. Здесь можно отметить работу В. Ф. Кириченко [25], где приведена полная
классификация локально-симметрических эрмитовых 6-мерных подмногообра-
зий алгебры Кэли. В этой же работе указан такой изящный пример 6-мерного
эрмитова подмногообразия алгебры октав, как произведение келеровых мно-
гообразий C2 и CH1, «скрученное» вдоль CH1. (Здесь через C2 обозначено
двумерное комплексное евклидово пространство, через CH1 — комплексное ги-
перболическое пространство).

2. Напомним [26], что почти эрмитовой (AH-)структурой на четномер-
ном многообразии M2n называется пара {J, g = 〈·, ·〉}, где J — почти комплекс-
ная структура, g = 〈·, ·〉 — риманова метрика. При этом J и g должны быть
согласованы условием

〈JX, JY 〉 = 〈X,Y 〉 ∀X,Y ∈ ℵ(M2n).

Здесь ℵ(M2n) — модуль гладких (класса C∞) векторных полей на M2n. Много-
образие с фиксированной на нем почти эрмитовой структурой называется почти
эрмитовым (AH-)многообразием. С каждой AH-структурой {J, g = 〈·, ·〉} на
многообразии M2n связано поле дважды ковариантного кососимметрического
тензора (т. е. 2-формы) F , определяемого равенством

F (X,Y ) = 〈X, JY 〉 ∀X,Y ∈ ℵ(M2n)

и называемого фундаментальной (или келеровой [27]) формой структуры.
Пусть (M2n | {J, g = 〈·, ·〉}) — почти эрмитово многообразие. Зафиксируем

точку p ∈ M2n. Пусть Tp(M2n) — пространство, касательное к многообразию
в точке p, {Jp, gp = 〈·, ·〉} — почти эрмитова структура, порожденная парой
{J, g = 〈·, ·〉}. Реперы, адаптированные почти эрмитовой структуре (или A-
реперы), устроены следующим образом:

(p, ε1, . . . , εn, ε1̂, . . . , εn̂),

где εa — собственные векторы оператора структуры Jp, отвечающие собственно-
му значению оператора i, а εâ — собственные векторы оператора Jp, отвечающие
собственному значению −i. Здесь i =

√
−1; a = 1, . . . , n; â = a + n. Матрица

оператора структуры Jp в точке p в A-репере выглядит так:

(
Jkj
)

=

(
iIn 0

0 −iIn

)
,

где In — единичная матрица порядка n; k, j = 1, . . . , 2n. Непосредственная
проверка показывает, что матрицы римановой метрики g и фундаментальной
формы F в A-репере примут соответственно вид
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(gkj) =

(
0 In

In 0

)
, (Fkj) =

(
0 iIn

−iIn 0

)
.

Первая группа структурных уравнений эрмитова многообразия в A-репере
имеет вид [26]

dωa = ωab ∧ ωb +Bab
cω

c ∧ ωb,
dωa = −ωba ∧ ωb +Bab

cωc ∧ ωb,
(2)

где
{
Bab

c

}
и
{
Bab

c
}

— компоненты виртуальных тензоров Кириченко [28].
Пусть M6 ⊂ O — 6-мерное ориентируемое подмногообразие алгебры Кэли.

Тогда каждое из 3-векторных произведений (1) в O индуцирует на M6 почти
эрмитову структуру {Jα, 〈·, ·〉}, определяемую в каждой точке p ∈ M6 соотно-
шением

Jα(X) = Pα(X, e1, e2), α = 1, 2,

где {e1, e2} — произвольный ортонормированный базис нормального к M6 под-
пространства в точке p, X ∈ Tp(M6) [14]. Как мы уже отмечали, подмного-
образие M6 ⊂ O называется эрмитовым, если индуцированная на нем почти
эрмитова структура интегрируема. Напомним [19], что точка p ∈ M6 называ-
ется общей, если

e0 6∈ Tp(M6),

где e0 ∈ O — единица алгебры Кэли. Подмногообразие M6 ⊂ O, состоящее
только из общих точек, называется подмногообразием общего типа [20]. Все
рассматриваемые далее подмногообразия M6 ⊂ O подразумеваются подмного-
образиями общего типа.

Ранее установлено [20], что для эрмитовых M6 ⊂ O структурные уравне-
ния (2) принимают следующий вид:

dωa = ωab ∧ ωb +
1√
2
εabhDhcω

c ∧ ωb,

dωa = −ωba ∧ ωb +
1√
2
εabhD

hcωc ∧ ωb;

dωab = ωac ∧ ωcb −
(

1
2
δahbg DhdD

gc +
∑
ϕ

Tϕ
âĉT

ϕ
bd

)
ωc ∧ ωd.

(3)

Здесь εabc = ε123abc , ε
abc = εabc123 — компоненты тензора Кронекера порядка три

[29];
Dhc = ±T 8

hc + iT 7
hc, Dhc = Dĥĉ = ±T 8

ĥĉ
− iT 7

ĥĉ
,

где
{
Tϕ
kj

}
— компоненты конфигурационного тензора эрмитова подмногообра-

зия M6 ⊂ O (в наиболее употребительной терминологии Грея [16, 17], или тен-
зора эйлеровой кривизны [30]). Здесь и далее ϕ = 7, 8; a, b, c, d, g, h = 1, 2, 3;
â = a+ 3; k, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

3. Пусть N — ориентируемая гиперповерхность эрмитова подмногообразия
M6 ⊂ O, σ — вторая квадратичная форма ее погружения в M6. Как хоро-
шо известно [3, 31], на N внутренним образом индуцируется почти контактная
метрическая структура. Напомним [31], что почти контактной метрической
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структурой на многообразии N называется система {�, ξ, η, g} тензорных по-
лей на этом многообразии, где ξ — векторное поле, η — ковекторное поле, � —
поле тензора типа (1, 1), g — риманова метрика на N . При этом

η(ξ) = 1, �(ξ) = 0, η ◦ � = 0, �2 = −id+ ξ ⊗ η,

〈�X,�Y 〉 = 〈X,Y 〉 − η(X)η(Y ) ∀X,Y ∈ ℵ(N).
Почти контактная метрическая структура называется косимплектической,

если
∇η = ∇� = 0

(здесь ∇ — риманова связность метрики g). В [32] В. Ф. Кириченко доказал, что
всякое косимплектическое многообразие локально эквивалентно произведению
келерова многообразия на вещественную прямую.

Таким образом, самым простым примером пятимерного косимплектическо-
го многообразия может служить C2×R, поскольку хорошо известно, что на C2

индуцируется каноническая келерова структура.
Первая группа структурных уравнений гиперповерхности N эрмитова мно-

гообразия M6 имеет вид [4, 8]

dωα = ωαβ ∧ ωβ +Bαβ
γω

γ ∧ ωβ +
(√

2Bα3
β + iσαβ

)
ωβ ∧ ω

+
(
− 1√

2
Bαβ

3 + iσαβ
)
ωβ ∧ ω,

dωα = −ωβα ∧ ωβ +Bαβ
γωγ ∧ ωβ +

(√
2Bα3

β − iσβα
)
ωβ ∧ ω

+
(
− 1√

2
Bαβ

3 − iσαβ

)
ωβ ∧ ω; (4)

dω =
(√

2B3α
β −

√
2B3β

α − 2iσαβ
)
ωβ ∧ ωα +

(
B3β

3 + iσ3β
)
ω ∧ ωβ

+
(
B3β

3 − iσβ3
)
ω ∧ ωβ ,

здесь и далее α, β, γ = 1, 2.
Принимая во внимание, что первая группа структурных уравнений косим-

плектической структуры должна иметь следующий вид [33]:

dωα = ωαβ ∧ ωβ ,
dωα = −ωβα ∧ ωβ ,

dω = 0,

получаем условия, одновременное выполнение которых есть критерий косим-
плектичности гиперповерхности N :

Bαβ
γ = 0, (51)

√
2Bα3

β + iσαβ = 0, (52)

− 1√
2
Bαβ

3 + iσαβ = 0, (53)
√

2B3α
β −

√
2B3β

α − 2iσαβ = 0, (54)

B3β
3 − iσβ3 = 0, (55)

и формулы комплексного сопряжения, запись которых мы опустим.
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Лемма 1. Матрица второй квадратичной формы погружения косимплек-
тической гиперповерхностиN в эрмитово подмногообразие общего типаM6 ⊂ O
имеет вид

σ =


0 0 0 iD12 iD22

0 0 0 −iD11 −iD12

0 0 σ33 0 0
−iD12 −iD22 0 0 0
iD11 iD12 0 0 0

 .

Доказательство. Из (53) следует, что

σαβ = − i√
2
Bαβ

3.

Проальтернируем это соотношение:

0 = σ[αβ] = − i√
2
B[αβ]

3 = − i

2
√

2

(
Bαβ

3 −Bβα
3
)

= − i√
2
Bαβ

3.

Следовательно, Bαβ
3 = 0, а значит, и σαβ = 0. Из (52) получаем, что B3α

β =
− i√

2
σαβ . Подставим в (54). В итоге окажется, что

σαβ = i
√

2B3β
α.

Теперь воспользуемся выражением для виртуальных тензоров Кириченко
6-мерных эрмитовых подмногообразий алгебры Кэли (см. (2), (3)):

Bab
с =

1√
2
εabhDhc; Bab

c =
1√
2
εabhD

hc.

Из (51) можем извлечь:

Bαβ
γ = 0 ⇔ 1√

2
εαβcDcγ = 0 ⇔ εαβ3D3γ = 0 ⇔ D3γ = 0.

Точно такие же рассуждения применим к условию Bαβ
3 = 0, полученному вы-

ше:
Bαβ

3 = 0 ⇔ 1√
2
εαβcDc3 = 0 ⇔ εαβ3D33 = 0 ⇔ D33 = 0.

Итак, D3γ = D33 = 0, т. е.
D3c = 0.

Из (55) получаем

σβ3 = σ3β̂ = −iB3β
3 = −i 1√

2
ε3βcDc3 = 0.

Следовательно, σαβ = σα̂β̂ = σ3β = σ3β̂ = 0. Вычислим и остальные компоненты
второй квадратичной формы σ, используя (52):

σα̂β = σαβ = i
√

2Bα3
β = i

√
2 · 1√

2
εα3cDcβ = iεα3γDγβ .

Тогда

σ1̂1 = iε13γDγ1 = iε132D21 = −iD21, σ1̂2 = iε13γDγ2 = iε132D22 = −iD22,

σ2̂1 = iε23γDγ1 = iε231D11 = iD11, σ2̂2 = iε23γDγ2 = iε231D12 = iD12,

σ11̂ = σ1̂1 = iD12, σ12̂ = σ1̂2 = iD22, σ21̂ = σ2̂1 = −iD11, σ22̂ = σ2̂2 = −iD12.

Лемма 1 полностью доказана.
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Лемма 2. Для всякого 6-мерного эрмитова (общего типа) подмногообра-
зия алгебры Кэли имеют место тождества

D11D22 = (D12)2, D11D22 = (D12)2.

Доказательство. Продифференцировав внешним образом структурные
уравнения (3) 6-мерного эрмитова подмногообразия алгебры октав, получим
такие дифференциальные следствия:

ε1αγDγ[cT
8
b]α = 0, (61)

ε1βγDγ[cT
8
b]1 + ε1αβD1[cT

8
b]α = 0, (62)

ε1αγDγ[cT
7
b]α = 0, (63)

ε1βγDγ[cT
7
b]1 + ε1αβD1[cT

7
b]α = 0, (64)

где по индексам в квадратных скобках подразумевается альтернирование. Со-
отношения (61) и (62) равносильны системе

D22T 8
13 +D13T 8

22 = D23T 8
12 +D12T 8

23

D33T 8
12 +D12T 8

33 = D23T 8
13 +D13T 8

23

D11T 8
23 +D23T 8

11 = D13T 8
12 +D12T 8

13

D33T 8
22 +D22T 8

33 = 2D23T 8
23

D33T 8
11 +D11T 8

33 = 2D13T 8
13

D22T 8
11 +D11T 8

22 = 2D12T 8
12.

(7)

Аналогично соотношения (63) и (64) приведут нас к такой системе:

D22T 7
13 +D13T 7

22 = D23T 7
12 +D12T 7

23

D33T 7
12 +D12T 7

33 = D23T 7
13 +D13T 7

23

D11T 7
23 +D23T 7

11 = D13T 7
12 +D12T 7

13

D33T 7
22 +D22T 7

33 = 2D23T 7
23

D33T 7
11 +D11T 7

33 = 2D13T 7
13

D22T 7
11 +D11T 7

22 = 2D12T 7
12.

(8)

Из (7) и (8) получаем

−D22T 8
13+iD22T 7

13 −D13T 8
22+iD13T 7

22=−D23T 8
12+iD23T 7

12 −D12T 8
23+iD12T 7

23

−D33T 8
12+iD33T 7

12 −D12T 8
33+iD12T 7

33=−D23T 8
13+iD23T 7

13 −D13T 8
23+iD13T 7

23

−D11T 8
23+iD11T 7

23 −D23T 8
11+iD23T 7

11=−D13T 8
12+iD13T 7

12 −D12T 8
13+iD12T 7

13

−D33T 8
22+iD33T 7

22 −D22T 8
33+iD22T 7

33=− 2D23T 8
23+2iD23T 7

23

−D33T 8
11+iD33T 7

11 −D11T 8
33+iD11T 7

33=− 2D13T 8
13+2iD13T 7

13

−D22T 8
11+iD22T 7

11 −D11T 8
22+iD11T 7

11=− 2D12T 8
12+2iD12T 7

12.
(9)

После очевидных упрощений система (9) примет вид

D22D13 = D23D12

D33D12 = D23D13

D11D23 = D13D12

D22D33 = (D23)2

D11D33 = (D13)2

D11D22 = (D12)2.

(10)
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Из последнего равенства (10) с помощью комплексного сопряжения получаем

D11D22 =
(
D12)2 .

Итак, лемма 2 полностью доказана.

4. Прежде чем перейти к основному результату статьи, напомним, что ти-
повым числом поверхности риманова многообразия называется ранг ее второй
квадратичной формы. Это определение, введенное в [34], эквивалентно приве-
денному в [35].

Отметим, что в настоящее время именно математики Азии наиболее пло-
дотворно занимаются изучением свойств типового числа гиперповерхностей по-
чти комплексных (и, в частности, почти эрмитовых) многообразий. При этом
они опираются на классические работы Р. Такаджи по геометрии гиперповерх-
ностей (см., например, [36–38]). Не вдаваясь в подробности столь обширной
тематики, выделим две работы о гиперповерхностях комплексного проектив-
ного пространства [39, 40], а также статьи о гиперповерхностях комплексных
пространственных форм [41] и кватернионных пространственных форм [42].

Теорема. Пусть t — типовое число косимплектической гиперповерхности
N 6-мерного эрмитова подмногообразия общего типа M6 алгебры Кэли O. То-
гда

1) t ≤ 3;
2) N окажется минимальной гиперповерхностью в том и только том случае,

когда t четное (t = 0 или t = 2);
3) келерово подмногообразие M6 ⊂ O не допускает косимплектических ги-

перповерхностей с типовым числом, большим единицы.

Доказательство. 1. Матрица второй квадратичной формы вложения ко-
симплектической гиперповерхности N в эрмитово M6 ⊂ O имеет вид (см. лем-
му 1):

σ =


0 0 0 iD12 iD22

0 0 0 −iD11 −iD12

0 0 σ33 0 0
−iD12 −iD22 0 0 0
iD11 iD12 0 0 0

 .

Поэтому

rang σ ≤ rang
(
D12 D22
D11 D12

)
+ rang

(
D12 D22

D11 D12

)
+ 1.

Поскольку матрицы
(
D12 D22
D11 D12

)
и
(
D12 D22

D11 D12

)
вырожденные (см. лем-

му 2), то сумма их рангов не больше двух. Следовательно,

rang σ ≤ 3.

2. Известно [35], что критерием минимальности гиперповерхности N явля-
ется тождество

gpsσps = 0,

где p, s = 1, 2, 3, 4, 5.
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Матрица метрического тензора гиперповерхности N ⊂ M6 в A-репере вы-
глядит так:

g =


0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 1 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

 .

Проделав следующие выкладки:

gpsσps = gαβσαβ + gα̂β̂σα̂β̂ + gα̂βσα̂β + gαβ̂σαβ̂ + g33σ33

= iD12 − iD12 + iD12 − iD12 + σ33 = σ33,

получим
gpsσps = 0 ⇔ σ33 = 0.

Следовательно, гиперповерхность N эрмитова M6 ⊂ O будет минимальной то-
гда и только тогда, когда матрица σ имеет вид

σ =


0 0 0 iD12 iD22

0 0 0 −iD11 −iD12

0 0 0 0 0
−iD12 −iD22 0 0 0
iD11 iD12 0 0 0

 .

Поскольку ранги матриц
(
D12 D22
D11 D12

)
и
(
D12 D22

D11 D12

)
одинаковы, то

t = 0 или t = 2.

3. Если t = rang σ > 1, то ни одна из матриц
(
D12 D22
D11 D12

)
и
(
D12 D22

D11 D12

)
не может быть нулевой. Почти эрмитова (в нашем случае эрмитова) структура
на 6-мерном подмногообразии алгебры октав является келеровой в том и только
том случае [20], когда

Dkj ≡ 0.

Но в рассматриваемом случае на M6 найдутся точки, в которых некоторые
компоненты D отличны от нуля. Поэтому структура не может быть келеровой.
Теорема полностью доказана.
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