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СВОЙСТВА ОТОБРАЖЕНИЙ,

БЛИЗКИХ К ГАРМОНИЧЕСКИМ. II
А. П. Копылов

Аннотация: Продолжается изучение свойств отображений, близких к гармони-
ческим (ε-квазигармонических отображений с малыми значениями параметра ε),
начало которому положено в более ранних работах автора (см., например, [1–5]).

К числу результатов работы относятся теорема о связи между понятием ε-
квазигармонического отображения и решениями систем Бельтрами, аналог свой-
ства среднего арифметического гармонических функций для ε-квазигармонических
отображений, теорема об устойчивости в формуле Пуассона для гармонических
отображений в шаре и теорема о локальном сглаживании ε-квазигармонических
отображений при малых значениях параметра ε с сохранением близости к гармо-
ническим отображениям.

Ключевые слова: устойчивость классов гармонических отображений, квазигар-
монические отображения, свойство среднего арифметического, формула Пуассона,
регуляризация.

Юрию Григорьевичу Решетняку посвящается

Введение. Настоящая работа посвящена решению следующей проблемы
(проблемы устойчивости классов гармонических отображений): если отображе-
ние f : U → Rm, где U — открытое множество в вещественном арифметическом
n-мерном евклидовом пространстве Rn, близко (в том или ином смысле) к гар-
моническим отображениям, то можно ли ожидать, что f хоть в какой-либо мере
наследует свойства последних?

Ряд ответов утвердительного характера на этот вопрос дан в [1–5]. При
этом близость рассматриваемого отображения f к гармоническим отображени-
ям понималась в духе концепции ξ1-устойчивости в C1-норме классов отображе-
ний [3, 4]. Согласно результатам статьи [4] в асимптотическом смысле наличие
такого рода близости эквивалентно выполнению следующего условия: f есть
W 2(U,Rm)-решение дифференциального неравенства

|4f(x)| ≤ ε

{
n

n∑
j,s=1

|∂jsf(x)|2
}1/2

(1)

с малым значением параметра ε1) (в (1) и далее ∂js = ∂2

∂xj∂xs
— символ частной

производной второго порядка и 4 =
n∑
j=1

∂jj — оператор Лапласа; как и в [1–
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1)Здесь и ниже W l(U,Rm) = W l,n,m(U,Rm) =
⋃
p>n

W l
p,loc(U,R

m), где W l
p,loc(U,R

m) —

пространство всех отображений h : U → Rm, удовлетворяющих условию: для каждого огра-
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5], мы будем далее называть решения неравенства (1) ε-квазигармоническими
отображениями).

В работах [1–5] показано, что к числу свойств ε-квазигармонических отоб-
ражений f относятся свойства, представленные, например, такими утвержде-
ниями, как теорема об устойчивости в C1-норме на компактных подмножествах
области определения отображения f ; теорема об устойчивости в C-норме гармо-
нических отображений в классе квазигармонических; теорема о том, что степень
суммируемости обобщенных частных производных второго порядка ∂jsf неогра-
ниченно возрастает, когда коэффициент квазигармоничности K(f) отображе-
ния f стремится к нулю; теорема, в которой для любого p > 1 дается оценка бли-
зости производных ∂jsf к производным ∂jsg гармонических отображений g в Lp-
норме; ряд теорем, представляющих собой аналоги для ε-квазигармонических
отображений f и их производных 1-го порядка ∂jf = ∂f

∂xj
, j = 1, 2, . . . , n, клас-

сической теоремы Лиувилля о постоянстве ограниченной гармонической функ-
ции g : Rn → R; теоремы о замкнутости классов ε-квазигармонических отоб-
ражений, 0 ≤ ε < 1, и о компактности семейств отображений из этих классов
в топологии локально равномерной сходимости; теорема о полунепрерывности
коэффициента квазигармоничности.

Заметим, что побудительной причиной в наших исследованиях устойчи-
вости классов отображений явилось желание выяснить следующее: можно ли
построить общие подходы к исследованию проблем устойчивости, которые регу-
лярным образом были бы связаны с теорией устойчивости конформных отобра-
жений в классе квазиконформных (относительно основных положений послед-
ней см. [6]) и которые позволили бы с единых позиций исследовать устойчивость
важнейших в анализе классов отображений. Решая эту задачу, мы предложили
концепцию ξ-устойчивости в C-норме классов отображений (см. [7] и библиогра-
фию там же) и в развитие ее — концепцию их ξ1-устойчивости в C1-норме [3, 4]
(и, более общо, концепцию ξl-устойчивости в Cl-норме, l = 0, 1, 2, . . . [8, 9]).
Эти концепции позволили построить основы теории устойчивости таких клас-
сов, как классы многомерных голоморфных отображений (см. монографию [7,
гл. 2] и библиографию к ней, а также статьи [10–14]) и классы гармонических
отображений [1–5], пучки решений эллиптических систем линейных уравне-
ний с частными производными [15–23, 1–5, 8, 9] (см. также [7, гл. 3]), клас-
сы отображений нескольких n-мерных переменных, конформных по каждо-
му из них [24–26], и др. При этом отмеченные выше утверждения о свой-
ствах ε-квазигармонических отображений получены в рамках исследований ξ1-
устойчивости классов гармонических отображений.

Недавно появился новый стимул в проведении исследований ξl-устойчиво-

ниченного открытого множества V пространства Rn, замыкание clV которого содержится в U ,
ограничение отображения h на множество V принадлежит пространству Соболева W l

p(V,Rm)
отображений g : V → Rm, обладающих всеми обобщенными (по Соболеву) частными про-
изводными l-го порядка, суммируемыми в V в степени p. Если A — какое-либо из про-
странств Соболева отображений, заданных на (открытом множестве) U ⊂ Rn, то всюду в
настоящей работе A -решением (решением из пространства A ) системы дифференциаль-
ных уравнений (неравенств) мы называем отображение f ∈ A , удовлетворяющее этой систе-
ме почти всюду в U . Заметим также, что априорное условие принадлежности пространству
W 2(U,Rm) в определении ε-квазигармонического отображения (при малых значениях ε) мо-
жет быть существенно снижено. В самом деле, в силу теоремы 6 статьи [1] для каждого
числа p > 1 существует число εp, 0 < εp < 1, такое, что для того чтобы отображение f было
ε-квазигармоническим с ε < εp, необходимо и достаточно, чтобы f являлось непрерывным
решением класса W 2

p,loc(U,R
m) дифференциального неравенства (1) с этим же ε.
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сти классов отображений и, в частности, исследований устойчивости классов
гармонических отображений. Этим стимулом являются результаты статей [27,
28], согласно которым хорошо известные и важные результаты Л. Ниренберга и
Ч. Морри о гёльдеровости старших производных C2-гладких решений эллипти-
ческого нелинейного уравнения с частными производными 2-го порядка [29] и
эллиптических систем нелинейных уравнений того же порядка [30] распростра-
няются на системы произвольного порядка и весьма общего вида (см. теоремы 1
и 1′ статей [27, 28]). При этом как доказательство теоремы Ниренберга в [29],
так и доказательство теорем 1 и 1′ статьи [28] основываются на идеях из ква-
зиконформного анализа.

Действительно, теорема Ниренберга выводится из теоремы о равномерной
непрерывности по Гёльдеру класса отображений h = (h1, h2, . . . , hn) : U → Rn,
U — область (открытое связное множество) в Rn, которые он рассматривает
как обобщения квазиконформных отображений на плоскости. Эти отображения
являются решениями дифференциального неравенства вида

n∑
i,j=1

(∂jhi)2 ≤ k
n∑

i,j=1

(∂jhi∂ihj − ∂ihi∂jhj) + k1, (2)

где k и k1 — неотрицательные константы, причем

k <
n− 1
n− 2

. (3)

Если k1 = 0 и n = 2, то такого рода отображения суть квазиконформные отоб-
ражения (точнее, решения систем Бельтрами, причем в случае n = 2 ограниче-
ние (3) на параметр k в (2) не накладывается).

Обратимся теперь к основному результату статьи [28] — теореме 1, согласно
которой старшие частные производные эллиптических решений систем нелиней-
ных уравнений в частных производных произвольного порядка удовлетворяют
локально условию Гёльдера (по поводу определения эллиптичности см. [28]).
Обсуждаемая теорема вытекает из теоремы 2 этой же работы о непрерывности
по Гёльдеру частных производных (l − 1)-го порядка решений систем (5) урав-
нений с частными производными из [28], близких к эллиптическим системам
линейных уравнений с постоянными коэффициентами. Если для такой систе-
мы выполнено условие2) T (x; vl−1) = 0, (x; vl−1) ∈ U × RNl−1−n, U — область в
Rn, то ее решения являются решениями дифференциального неравенства (60)
в [28], которое в асимптотическом смысле эквивалентно неравенству3)

|Df(x)| ≤ ε

{
n∑

µ1,...,µl=1

∣∣∂µ1...µlf(x)
∣∣2}1/2

, (4)

где f = (f1, f2, . . . , fm) : U → Rm — отображение класса W l
p,loc(U,Rm), удовле-

творяющее (4) почти всюду в U , и D = (D1, D2, . . . , Dk) =
∑
|p|=l

ap∂p — эллип-

тический линейный дифференциальный оператор l-го порядка с постоянными
коэффициентами (ap =

(
ajκp
)
j=1,...,k

κ=1,...,m
— вещественная (k × m)-матрица, p —

2)Мы используем здесь обозначения и понятия из [28].
3)Обращаем внимание читателя на то, что если в (1) заменить ε

√
n на ε, то в этой новой

записи неравенство (1) обретает вид неравенств типа (4).
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мультииндекс порядка |p| = l, суммирование осуществляется по всем таким
мультииндексам и эллиптичность оператора D означает выполнение условия
rankσD(ζ) = rank

{ ∑
|p|=l

ζpap
}

= m для каждого ζ ∈ Rn \ {0}). В свою оче-

редь, результаты работ [3, 4, 8, 9, 22, 23], а также монографии [7] позволяют рас-
сматривать W l-решение неравенства (4) (при малом значении параметра ε) в
определенном отношении как аналог квазиконформного отображения4). Изу-
чение свойств решений дифференциальных неравенств типа (4), роднящих эти
решения с решениями эллиптических систем Dg(x) = 0 линейных уравнений
в частных производных с постоянными коэффициентами, как раз и составляет
предмет исследований ξl−1-устойчивости в Cl−1-норме пучков решений систем
линейных дифференциальных уравнений [8, 9]. Следует отметить также, что
доказательство упомянутой выше теоремы 2 статьи [28] основывается на ре-
зультатах статей [31–33], которые естественным образом вкладываются в рамки
исследований ξl−1-устойчивости классов отображений.

В настоящей работе, исходя из вышесказанного и имея в виду использова-
ние ее результатов в исследованиях, связанных с изучением свойств решений
эллиптических систем дифференциальных уравнений с частными производны-
ми, мы продолжаем изучение свойств ε-квазигармонических отображений при
малых значениях параметра ε.

В первом пункте статьи мы прослеживаем (прямую) связь между понятием
ε-квазигармонического отображения (случай n = 2, m = 1) и решениями систем
Бельтрами (5).

Во втором получаем аналог свойства среднего арифметического гармони-
ческих функций для ε-квазигармонических отображений при малых значениях
параметра ε.

В третьем пункте мы доказываем теорему 3 об устойчивости в формуле
Пуассона для гармонических отображений в шаре.

Наконец, используя результаты третьего пункта, в четвертом мы устанав-
ливаем возможность локального сглаживания ε-квазигармонических отображе-
ний для малых ε с сохранением близости к гармоническим отображениям.

1. Связь между квазигармоническими (случай n = 2, m = 1) и
квазиконформными отображениями. С точки зрения круга вопросов, свя-
занных с изучением явлений устойчивости для гармонических отображений,
понятие квазигармонического отображения соотносится с понятием гармониче-
ского примерно так же, как понятие квазиконформного отображения (и более

4)В этой связи отметим еще следующее утверждение.
Теорема A. Если f : U → C, U ⊂ C, — непрерывное W 1

2,loc(U,C)-решение дифференци-
ального неравенства

|∂z̄f(z)| ≤ ε{|∂zf(z)|2 + |∂z̄f(z)|2}1/2 (5)

(∂z = 1
2 (∂x− i∂y), ∂z̄ = 1

2 (∂x+ i∂y), x = Re z, y = Im z, i — мнимая единица; неравенство (5) —
это неравенство (4) в комплексной записи в том случае, когда в (4) n = 2, m = 2, k = 2, l = 1
и D — оператор Коши — Римана), причем 0 ≤ ε < 1√

2
, то тогда f есть решение некоторой

системы Бельтрами 




∂z̄f(z) = µ(z)∂zf(z),
M = ess sup

z∈U
|µ(z)| < 1, (6)

где M ≤ ε/
√

1− ε2. С другой стороны, если f — непрерывное W 1
2,loc(U,C)-решение системы

Бельтрами (6) с M < 1, то оно является также и решением неравенства (5) с ε = M .
Доказательство теоремы A не составляет труда, поэтому мы его опускаем.
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общо — понятие отображения с ограниченным искажением по Решетняку [34])
связано с понятием конформного (в случае отображений на плоскости — голо-
морфного) отображения. Более того, между теорией устойчивости конформных
отображений (см. [6] и библиографию там же) и теорией устойчивости гармо-
нических отображений [1–5] существует самая прямая связь и по постановке
задач, и по характеру результатов, и по методике исследований. Например, в
том случае, когда n = 2 и m = 1, имеет место

Теорема 1. Пусть 0 ≤ ε < 1√
2
. Если f : U → R, U — область в R2, —

ε-квазигармоническое отображение, то отображение

F = F1 + F2 = ∂xf − i∂yf (7)

есть решение некоторой системы Бельтрами (6) с M ≤ ε√
1−ε2 . Далее, если

непрерывная функция f : U → R, U ⊂ R2, принадлежит классу W 2
2,loc(U,R) и

отображение F , определяемое посредством равенств (7), является решением си-
стемы Бельтрами (6), где M = ε, 0 ≤ ε < 1, то тогда f — ε-квазигармоническое
отображение.

Теорема 1 вытекает непосредственно из теоремы A сноски 4 и следующего
утверждения.

Лемма 1. Непрерывная функция f : U → R, U — область в R2, является
ε-квазигармоническим отображением, 0 ≤ ε < 1, тогда и только тогда, когда
отображение F , определяемое равенствами (7), есть непрерывное W 1

2,loc(U,R2)-
решение дифференциального неравенства (5).

Доказательство леммы 1 легко осуществить, поэтому мы его не приводим.
Отметим еще, что в определенном отношении система дифференциальных

уравнений в частных производных из работы [5]5)

4f(x) = Q(x)f ′′(x), (11)

f = (f1, . . . , fm) : U → Rm, U — область в Rn, n ≥ 2, Q(x) — (m×mn2)-матрица
с измеримыми коэффициентами, причем

‖Q‖∞ = ess sup
x∈U

‖Q(x)‖ ≤ ε
√
n (12)

(‖Q(x)‖ — операторная норма матрицы Q(x)), в теории устойчивости классов
гармонических отображений играет роль, близкую к той роли, которую система
Бельтрами играет в теории квазиконформных отображений на плоскости. В
частности, теореме A соответствует

5)Здесь и ниже

f ′′(x) = (∂11f1(x) . . . ∂1nf1(x) . . . ∂n1f1(x) . . . ∂nnf1(x) . . .

. . . ∂11fm(x) . . . ∂1nfm(x) . . . ∂n1fm(x) . . . ∂nnfm(x))T , (8)

f ′(x) = (∂1f1(x) . . . ∂nf1(x) . . . ∂1fm(x) . . . ∂nfm(x))T , (9)

f(x) = (f1(x) . . . fm(x))T (10)

((·)T — операция транспонирования матриц; f ′(x) мы отождествляем также с производной
(дифференциалом) отображения f в точке x).
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Лемма 2 (см. лемму 1 в [5]). Отображение f : U → Rm является ε-ква-
зигармоническим, 0 ≤ ε < 1, в том и только том случае, когда оно есть W 2-
решение в U системы (11) уравнений с частными производными, для которой
выполнено условие (12).

2. Аналог свойства среднего арифметического гармонических
функций для ε-квазигармонических отображений при малых значе-
ниях параметра ε.

Теорема 2. Пусть 0 < ρ < 1. Существует неотрицательная функция αρ =
αρ,n,m : [0,+∞[→ [0,+∞[, удовлетворяющая условиям:

(i) αρ(ε) → αρ(0) = 0 при ε↘ 0;
(ii) если f : U → Rm, где U — открытое множество в Rn, есть ε-квази-

гармоническое отображение, то для каждой сферы σ(x, r) = {y ∈ Rn, |y − x| =
r} такой, что шар B(x, ρ−1r) = {y ∈ Rn, |y − x| < ρ−1r} содержится в U ,
выполняется неравенство∣∣∣∣f(x)− 1

Snrn−1

∫
|y−x|=r

f(y)dsy

∣∣∣∣ ≤ 4αρ(ε)r diam{f ′(B(x, ρ−1r))}, (13)

где Sn = 2πn/2
� (n/2) — площадь единичной сферы в Rn и diam{f ′(B(x, ρ−1r))} =

sup
t1,t2∈B(x,ρ−1r)

‖f ′(t1)−f ′(t2)‖ (‖a‖ — операторная норма линейного отображения

a : Rn → Rm);
(iii) если f — непрерывное отображение класса W 2

p,loc(U,Rm), p > n, причем
для каждой точки x ∈ U найдется число rx > 0 такое, что∣∣∣∣f(x)− 1

Snrn−1

∫
|y−x|=r

f(y)dsy

∣∣∣∣ ≤ εr diam{f ′(B(x, ρ−1r))} (14)

всякий раз, когда B(x, ρ−1r) ⊂ U и r < rx, то тогда f есть {αρ(ε)}-квазигармо-
ническое отображение.

Доказательство. Предположим, что 0 < ρ < 1. Тогда в силу теоремы 6
статьи [4] существует неотрицательная функция ζρ = ζρ,n,m : [0, 1[→ [0,+∞[,
обладающая свойствами: (a) ζρ(ε) → ζρ(0) = 0, когда ε ↘ 0; (b) если f :
U → Rm, U — область в Rn, является ε-квазигармоническим отображением
(0 ≤ ε < 1), то для каждого шара B = B(x, r) такого, что B(x, ρ−1r) ⊂ U , и
для каждого числа γ > 0 существует гармоническое отображение g : B → Rm,
удовлетворяющее неравенствам

|f(y)− g(y)|/2ρr+ ‖f ′(y)− g′(y)‖ ≤ [ζρ(ε)+ γ] diam f ′(B(x, ρ−1r)), y ∈ B. (15)

Учитывая, что из неравенств (15) вытекают, в свою очередь, неравенства

|f(y)− g(y)| ≤ 2ρr[ζρ(ε) + γ] diam f ′(B(x, ρ−1r)), y ∈ clB,

которым можно придать вид равенств

f(y) = g(y) + 2ρr[ζρ(ε) + γ]u(y) diam f ′(B(x, ρ−1r)), |u(y)| < 1, y ∈ clB(x, r),
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мы посредством цепочки последовательных выкладок получаем следующие со-
отношения:∣∣∣∣f(x)− 1

Snrn−1

∫
|y−x|=r

f(y) dsy

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣f(x)− g(x)− 2ρr[ζρ(ε) + γ]{diam f ′(B(x, ρ−1r))} 1

Snrn−1

∫
|y−x|=r

u(y) dy
∣∣∣∣

≤ |f(x)− g(x)|+ 2ρr[ζρ(ε) + γ]{diam f ′(B(x, ρ−1))}
≤ 4ρr[ζρ(ε) + γ] diam f ′(B(x, ρ−1r)). (16)

Соотношения (16), произвол в выборе числа γ и условие (a), которому удовле-
творяет функция ζρ, приводят нас к утверждению (ii) теоремы. При этом в
качестве функции αρ в неравенстве (13) можно принять функцию ε 7→ ρζρ(ε).

Докажем теперь утверждение (iii). С этой целью рассмотрим непрерыв-
ное отображение f ∈ W 2

p,loc(U,Rm), p > n, удовлетворяющее соотношению (14)
с ε < 4−1n−1/2ρ. В силу определения квазигармонического отображения нам
достаточно доказать выполнение неравенства (1), в котором роль ε в данном
случае будет играть величина αρ(ε) = 4n

1
2 ρ−1ε, почти во всех точках множе-

ства U . Пусть x — точка множества U такая, что в этой точке f дважды
дифференцируемо (заметим, что этим свойством обладают почти все точки U),
и пусть V — достаточно малая окрестность точки x. Тогда если число r таково,
что B(x, ρ−1r) ⊂ V , то

f(x)− 1
Snrn−1

∫
|y−x|=r

f(y)dsy =
1

Snrn−1

∫
|y−x|=r

[f(x)− f(y)]dsy

=
1

2Snrn−1

{ ∫
|y−x|=r

n∑
j=1

∂jjf(x)(yj − xj)2 dy +
∫

|y−x|=r

o(|y − x|2) dy
}

=
1

2Snrn−1 {n
−1Snr

n+14f(x) + Snr
n+1o(r)} =

r2

2
{n−14f(x) + o(r)}. (17)

Далее,

diam f ′(B(x, ρ−1r)) = sup
t1,t2∈B(x,ρ−1r)

‖f ′(t1)−f ′(t2)‖ ≤ 2ρ−1r

{
n∑

s,k=1

|∂skf(x)|2
}1/2

.

Следовательно, в силу соотношений (14) и (17) имеем

r2

2
|n−14f(x) + o(r)| ≤ εr diam f ′(B(x, ρ−1r)) ≤ 2ερ−1r2

{
n∑

s,k=1

|∂skf(x)|2
}1/2

и (тем самым)

|4f(x) + o(r)| ≤ 4nερ−1

{
n∑

s,k=1

|∂skf(x)|2
}1/2

. (18)

Устремляя теперь в (18) r к нулю, мы приходим для отображения f к нера-
венству (1), где роль параметра ε играет сейчас величина 4n

1
2 ρ−1ε. Теорема 2

доказана.
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Замечание 1. В доказательстве теоремы 2 мы строим функцию αρ не на
всем промежутке [0,+∞[, а на конечном его подпромежутке вида [0, c[. Очевид-
но, что продолжение этой функции на весь промежуток [0,+∞[ не только не
составляет трудностей, но в нем нет и необходимости в силу асимптотического
характера рассматриваемых в теореме эффектов устойчивости.

Замечание 2. В ходе доказательства теоремы 2 мы получили явную оцен-
ку для функции αρ в утверждении (iii): если ε < 4−1n−

1
2 ρ, то в качестве αρ

можно принять функцию ε 7→ 4n
1
2 ρ−1ε.

Замечание 3. Обращаем внимание читателя на то, что в статье [35], в
которой анонсированы основные результаты настоящей работы, в формулиров-
ке обсуждаемой сейчас теоремы допущена описка: в правой части неравенства,
соответствующего неравенству (13) данной статьи, пропущен множитель r (см.
теорему 5 в [35]).

3. Об устойчивости в формуле Пуассона для гармонических отоб-
ражений в шаре. В данном пункте мы устанавливаем, что в формуле Пуассо-
на для гармонических функций в шаре имеет место следующий эффект устой-
чивости: при малых значениях параметра ε для ε-квазигармонических отобра-
жений шара можно предъявить формулу решений внутренней задачи Дирихле,
близкую к формуле Пуассона и превращающуюся в саму эту формулу в слу-
чае гармонических отображений. Заметим, что в силу леммы 2 достаточно
убедиться в наличии обсуждаемого эффекта устойчивости для W 2

p -решений си-
стем (11), (12). В действительности же мы решаем более общую задачу, которая
состоит в следующем.

Пусть n и m — натуральные числа, n ≥ 2, m ≥ 1, и
Df(x) = Y (x)f ′′(x) + Z(x)f ′(x) + E(x)f(x) +G(x) = 0 (19)

— система линейных дифференциальных уравнений в частных производных 2-
го порядка с измеримыми коэффициентами, областью определения которых яв-
ляется единичный шар B = B(0, 1) пространства Rn, f = (f1, . . . , fm) : B → Rm

— отображение в Rm шара B. Заметим, что запись в (19) матричная: Y (x),
Z(x), E(x) и G(x) — (m×mn2)-, (m×mn)-, (m×m)- и (m× 1)-матрицы соот-
ветственно.

Предполагая далее, что дифференциальный оператор D близок к опера-
тору Лапласа, в настоящем пункте для W 2

p -решений системы (19) мы решаем
задачу, поставленную в начале пункта для решений систем (11), (12).

Перейдем к точным формулировкам и подробному обсуждению результа-
тов. С этой целью обозначим символами �, T , R и Ĩ оператор со значения-
ми в пространстве A (B,Rm) вещественно аналитических отображений, обла-
стью определения которого является пространство C(σ,Rm) (всех) непрерыв-
ных отображений ψ : σ → Rm в Rm единичной сферы σ = σ(0, 1) пространства
Rn, такой, что �ψ, ψ ∈ C(σ,Rm), представляет собой интеграл Пуассона

(�ψ)(x) =
1
Sn

∫
σ

1− |x|2

|y − x|n
ψ(y)dsy, x ∈ B, (20)

и (соответственно) интегральные операторы

(Th)(x) =


− 1

(n−2)Sn

∫
|y|<1

[ 1
|y−x|n−2 − |y|n−2

|y−|y|2x|n−2

]
h(y) dy, n ≥ 3,

− 1
2π

∫
|y|<1

[
ln 1

|y−x| − ln |y|
|y−|y|2x|

]
h(y) dy, n = 2,
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(Rjh)(x) = − 1
Sn

∫
|y|<1

{
yj − xj
|y − x|n

− |y|n yj − |y|
2xj

|y − |y|2x|n

}
h(y) dy, j = 1, . . . , n,

(Ĩ h)(x) = {(Ĩjsh)(x), j, s = 1, . . . , n},

где

(Ĩssh)(x) =
1
n
h(x) + (Issh)(x) =

1
n
h(x)

− 1
Sn

∫
|y|<1

[
n(ys−xs)2 − |y−x|2

|y−x|n+2 − |y|n+2n(ys − |y|2xs)2 − |y − |y|2x|2

|y − |y|2x|n+2

]
h(y) dy

и

(Ĩjsh)(x) = (Ijsh)(x)

= − n

Sn

∫
|y|<1

[
(yj − xj)(ys − xs)

|y − x|n+2 − |y|n+2 (yj − |y|2xj)(ys − |y|2xs)
|y − |y|2x|n+2

]
h(y) dy,

j 6= s (x ∈ B; h ∈ Lp(B,Rm), p > 1). Обращаем внимание читателя на то,
что ядра операторов T , R и I представляют собой соответственно функцию
G (x, y) Грина «внутренней» задачи Дирихле для шара B в случае уравнения
Лапласа и ее производные (по x) 1-го и 2-го порядков. При этом последний из
этих операторов строится на основе интегралов, понимаемых в смысле главного
значения по Коши, и является ограниченным линейным оператором банаховых
пространств Lp(B,Rm) и Lp(Rn,Rmn2

) (см. [5])6).

Теорема 3. Предположим, что n < p < +∞ и Z ∈ Lp(B,Rm×mn), E ∈
Lp(B, Rm×m) и G ∈ Lp(B,Rm×1). Тогда существует число εp = εp,n,m > 0
такое, что если условие

|Y (x)g′′(x)−4g(x)| = |Q(x)g′′(x)| =

{
m∑
k=1

[
n∑

j,s=1

m∑
l=1

Qk
j,s,l(x)∂jsgl(x)

]2}1/2

≤ ε

{
n

n∑
j,s=1

|∂jsg(x)|2
}1/2

, 0 ≤ ε < εp, (21)

выполняется почти всюду в B всякий раз, когда отображение g принадлежит
пространству W 2

1,loc(B,Rm), то каждое
{
W 2

2,loc(B,Rm) ∩C1(B,Rm)
}
-решение f

системы (19) является ее W 2
p,loc(B,Rm)-решением. Далее, допустим, кроме того,

что p-норма

‖ET + ZR+QĨ ‖p = sup
h∈Lp(B,Rm),‖h‖p,B=1

‖(ET + ZR+QĨ )h‖p,B

6)Отметим, что в формулировке леммы 3 в [5] имеются следующие описки.
1. В 5-й и 6-й строках сверху на с. 347 вместо «Lp(Rn,Rm)» следует читать «Lp(B,Rm)».
2. Последнее предложение первого абзаца на с. 348 должно выглядеть так: «В свою

очередь последнее (при p > n) вытекает из теоремы 1 монографии [4, § 6]».
Обращаем внимание читателя также на то, что в формулировке леммы 2 в [5], с которой

лемма 3 (из [5]) находится в тесной связи, вместо «И пусть f : clB → Rm — отображение...»
следует читать «И пусть f : clB → Rm — непрерывное отображение...»
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(‖h‖p,B = ‖h‖Lp(B,Rm) =
{ ∫
|x|<1

|h(x)|pdx
}1/p) линейного интегрального операто-

ра7) ET + ZR+QĨ меньше 1. Тогда
(i) если ψ : σ → Rm есть след (в смысле теории пространств Соболева) на

сфере σ отображения пространства W 2
p (B,Rm), то формула8)

f(x) = (�ψ)(x)

− (T ([I + (ET + ZR+QĨ )]−1(G+ E(�ψ) + Z(�ψ)′ +Q(�ψ)′′)))(x) = (�ψ)(x)

−
∞∑
ν=0

(T ((−[ET + ZR+QĨ ])ν(G+ E(�ψ) + Z(�ψ)′ +Q(�ψ)′′)))(x), (22)

x ∈ B, определяет
{
W 2

p (B,Rm) ∩ C1(B,Rm)
}
-решение системы (19), непрерыв-

ное в замыкании clB шара B и удовлетворяющее краевому условию f |σ = ψ;
(ii) для каждого непрерывного решения f : clB → Rm класса W 2

p (B,Rm)
системы (19) имеет место формула (22), где ψ = f |σ.

Замечание 1. Lp(B,Rµ×ν) — лебегово пространство измеримых матрич-
нозначных отображений шара B, суммируемых с p-й степенью; C1(B,Rm) —
пространство непрерывно дифференцируемых отображений в Rm шара B. Сле-
дует отметить, что в силу теорем вложения [36] и теорем об (l, p)-продолжении
[37] каждое отображение f ∈ W 2

p (B,Rm) при p > n принадлежит классу
C1(B,Rm) и как само оно, так и его частные производные ∂jf , j = 1, . . . , n,
1-го порядка продолжаются по непрерывности в замыкание clB шара B.

Замечание 2. Отображение Q(x) =
{
Qk
j,s,l(x)

}
, x ∈ B, из соотношений

(21) определяется для почти всех x ∈ B равенствами Qk
j,s,l(x) = Y k

s,s,l(x) − 1,
если j = s, и = Y k

j,s,l(x), если j 6= s, j, s = 1, 2, . . . , n; k, l = 1, 2, . . . ,m (Y (x) ={
Y k
j,s,l(x)

}
). Само условие (21) можно записать в следующей форме: ‖Q‖∞ =

ess sup
x∈B

‖Q(x)‖ ≤ ε
√
n (ср. с (12)).

Доказательство теоремы 3. Существование числа εp > 0, удовлетво-
ряющего первому из утверждений теоремы, вытекает из теоремы 2 работы [33].

Для доказательства утверждения (ii) применим лемму 2 статьи [5]. В силу
этой леммы для x ∈ B имеет место равенство

f(x) = (�ψ)(x) + (T4f)(x), (23)

если f ∈W 2
p (B,Rm), p > n (ψ — след отображения f на граничной сфере σ шара

B). Предполагая, что f : clB → Rm — непрерывное W 2
p (B,Rm)-решение, p > n,

системы (19) (т. е. f непрерывно, а его ограничение f |B на шар B является
W 2

p (B,Rm)-решением этой системы), удовлетворяющей условию ‖ET + ZR +
QĨ ‖p < 1, мы с учетом (23) и уравнений системы приходим к соотношениям

f(x) = (�ψ)(x)− (T (G+ Ef + Zf ′ +Qf ′′))(x), x ∈ B.

7)(ET +ZR+QĨ )(h) есть отображение x 7→ E(x)(Th)(x) +Z(x)(Rh)(x) +Q(x)(Ĩ h)(x),
x ∈ B, h ∈ Lp(B,Rm). Здесь (Th)(x), (Rh)(x) и (Ĩ h)(x) подобно f(x), f ′(x) и f ′′(x) в (10), (9)
и (8) рассматриваются как матрицы-столбцы ((Ĩ h)(x) можно получить, заменяя в (8) ∂jsfl
символами (Ĩjshl)(x); (Rh)(x) — заменой символов ∂jfl в (9) символами (Rjhl)(x); наконец,
(Th)(x) — заменой в (10) символов fl(x) символами (Thl)(x)).

8)I — единичный (тождественный) оператор пространства Lp(B,Rm), [·]−1 — операция
взятия обратного оператора, �ν — ν-я степень оператора �.
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Продолжая эти рассуждения и используя при этом лемму 3 статьи [5], после-
довательно получаем (для x ∈ B)

f(x) = (�ψ)(x)− (Tγ)(x)− (T ([ET + ZR+QĨ ]4f))(x)

= (�ψ)(x)− (Tγ)(x) + (T ([ET + ZR+QĨ ](G+ Ef + Zf ′ +Qf ′′)))(x)

= (�ψ)(x)− (T ((I − [ET + ZR+QĨ ])γ))(x) + (T ([ET + ZR+QĨ ]24f))(x)

= · · · = (�ψ)(x)−
µ∑

ν=0

(T ((−[ET + ZR+QĨ ])νγ))(x)

+ (T ((−[ET + ZR+QĨ ])µ+14f))(x),

µ = 0, 1, 2, . . . . Здесь (и ниже) γ = G+ E(�ψ) + Z(�ψ)′ +Q(�ψ)′′.
Учитывая теперь, что из выводимых ниже оценок (36) и (37) и из условия

‖ET + ZR+QĨ ‖p < 1 вытекают соотношения

sup
x∈B

|T ((−[ET + ZR+QĨ ])µ+14f)(x)|

≤M(p, n){‖ET + ZR+QĨ ‖p}µ+1‖4f‖p,B → 0, µ→ +∞ (24)

(величина M(p, n) определяется равенствами (28) и (29)), мы убеждаемся в

сходимости ряда
∞∑
ν=0

(T ((−[ET + ZR +QĨ ])νγ))(x) к f − �ψ в C-норме. И так

как ряд
∞∑
ν=0

(−[ET +ZR+QĨ ])ν сходится в p-норме ‖ · ‖p (более точно, в силу

условия ‖ET + ZR + QĨ ‖p < 1 он сходится «нормально»:
∞∑
ν=0

‖(−[ET + ZR +

QĨ ])ν‖p ≤
∞∑
ν=0

‖ET+ZR+QĨ ‖νp = (1−‖ET+ZR+QĨ ‖p)−1), причем его сумма

в этой норме является обратным оператором к оператору I + (ET +ZR+QĨ ),
то утверждение (ii) доказано.

Нам осталось доказать утверждение (i) теоремы. С этой целью, предпо-
лагая, что ψ : σ → Rm есть след на сфере σ некоторого отображения F ∈
W 2

p (B,Rm), p > n, применим к F формулу (23):

F (x) = (�ψ)(x) + (T4F )(x), x ∈ B. (25)

Из формулы (25) вытекает, что отображение �ψ также принадлежит простран-
ству9) W 2

p (B,Rm) и, следовательно, γ ∈ Lp(B,Rm). Принимая еще во внимание

(отмеченную выше) нормальную сходимость ряда
∞∑
ν=0

(−[ET + ZR + QĨ ])ν к

оператору [I+(ET +ZR+QĨ )]−1, мы легко убеждаемся в том, что при выпол-

нении условия ‖ET +ZR+QĨ ‖p < 1 ряд
∞∑
ν=0

(−[ET +ZR+QĨ ])νγ сходится к

отображению [I + (ET +ZR+QĨ )]−1γ в пространстве Lp(B,Rm) и тем самым

ряд
∞∑
ν=0

T ((−[ET + ZR +QĨ ])νγ) сходится в C(B,Rm), причем его сумма есть

9)‖�ψ‖W2
p (B,Rm) = {(‖�ψ‖p,B)p + (‖(�ψ)′‖p,B)p + (‖(�ψ)′′‖p,B)p}1/p

≤ ‖F‖W2
p (B,Rm) + {(‖T4F‖p,B)p + (‖R4F‖p,B)p + (‖Ĩ4F‖p,B)p}1/p < +∞.
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отображение T ([I + (ET + ZR +QĨ )]−1γ), для этих рядов и последнего отоб-
ражения имеют место равенства, указанные в (22), и ψ является граничным
значением отображения (22) (доказательство этого утверждения основывается
на соображениях, использованных при выводе соотношений (24)).

Покажем, что в условиях утверждения (i) отображение (22) является
W 2

p (B,Rm)-решением системы (19) (согласно замечанию 1 f принадлежит так-
же классу C1(clB,Rm)).

Действительно, из изложенного выше следует, что отображение

h(x) = ([I + (ET + ZR+QĨ )]−1γ)(x), x ∈ B,
принадлежит пространству Lp(B,Rm). Но тогда отображение Th (а вместе
с ним и отображение f из (22)) принадлежит пространству W 2

p (B,Rm) (см.
лемму 3 работы [5]). Далее, учитывая гармоничность интеграла Пуассона �ψ
и еще раз лемму 3 из [5] и отправляясь от (22), мы приходим (для почти всех
x ∈ B) к равенству

4f(x) = −h(x). (26)
С другой стороны, также для почти всех x ∈ B
G(x) + E(x)f(x) + Z(x)f ′(x) +Q(x)f ′′(x)

= γ(x)− ([ET + ZR+QĨ ]([I + (ET + ZR+QĨ )]−1γ))(x)

=

( ∞∑
ν=0

(−[ET + ZR+QĨ ])νγ

)
(x) = ([I + (ET + ZR+QĨ )]−1γ)(x). (27)

Из соотношений (26) и (27) и принадлежности отображения f пространству
W 2

p (B,Rm) вытекает, что f является W 2
p (B,Rm)-решением системы (19). Дока-

зательство теоремы 3 полностью завершено.
В связи с теоремой 3 возникает вопрос о явных количественных оценках

рассматриваемых в ней эффектов устойчивости в формуле Пуассона для гармо-
нических функций в шаре. Мы сейчас получим одну оценку такого типа. С этой
целью рассмотрим следующие величины (при p > n; n = 2, 3, . . . ; m = 1, 2, . . . ):

M(p, n) =
S
− 1
p

n

n− 2

(
p− 1
2p− n

)1− 1
p
[
22−n

p + 32−n
p

(
1 +

2p− n

n(p− 1)
6−

2p−n
p−1

)1− 1
p
]
, (28)

если n ≥ 3,

M(p, 2) =

 +∞∫
− ln 2

|τ |
p

p−1 e−2τdτ

1− 1
p

+

16
+∞∫

ln 2

τ
p

p−1 e−2τdτ +
ln 3∫

ln 2

τ
p

p−1 e2τdτ +
1
8
(ln 2)

p
p−1

1− 1
p

, (29)

N(p, n) =
n

1
2

S
1
p
n

(
p− 1
p− n

)1− 1
p
{

21−n
p +

[
3
p−n
p−1 +

p− n

(n+ 1)p− n
2−

2p−n
p−1

]1− 1
p

}
и

C(p, n,m) = p(mn)
1
2

{[
1
np

+ 4A11 exp
(

72
A11

(
A11 + 2(A12)2

)2)]2
+ (n− 1)

[
4A21 exp

(
72
A21

(
A21 + 2(A22)2

)2)]2} 1
2

,
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где

A11 = (1 + 4n)
{
πn

2n−1 − 1
n− 1

+ (n− 1)
(

4π + ln
27
2

+
n−1∑
k=1

2k − 1
k

)}2

+ 2n
{
n
n
2 + 4

[
πn

2n−1 − 1
n− 1

+ (n− 1)
(

ln
9
2

+
n−1∑
k=1

2k − 1
k

)]}
,

A12 =
1
2

{
πn

2n−1 − 1
n− 1

+ (n− 1)
(

4π + ln
27
2

+
n−1∑
k=1

2k − 1
k

)}
,

A21 = (1 + 4n)
{
πn

2n−1 − 1
n− 1

+
n

2

(
4π + ln

27
2

+
n−1∑
k=1

2k − 1
k

)}2

+ 2n
{
n
n
2 + 4

[
πn

2n−1 − 1
n− 1

+
n

2

(
ln

9
2

+
n−1∑
k=1

2k − 1
k

)]}
,

A22 =
1
2

{
πn

2n−1 − 1
n− 1

+
n

2

(
4π + ln

27
2

+
n−1∑
k=1

2k − 1
k

)}
.

Используя величины M(p, n), N(p, n) и C(p, n,m), упомянутую оценку мы
представим таким утверждением.

Теорема 4. Если p > n, n ≥ 2, m ≥ 1 и

M(p, n)‖E‖p,B +N(p, n)‖Z‖p,B + C(p, n,m)‖Q‖∞ < 1 (30)

(‖E‖p,B =
{ ∫
|x|<1

‖E(x)‖pdx
}1/p, ‖Z‖p,B =

{ ∫
|x|<1

‖Z(x)‖pdx
}1/p, где ‖E(x)‖ и

‖Z(x)‖ — операторные нормы матриц E(x) и Z(x)), то

‖ET + ZR+QĨ ‖p < 1.

Доказательство. Достаточно доказать, что ‖ET + ZR + QĨ ‖p меньше
левой части неравенства (30). Для этого мы сначала применим неравенство
треугольника

‖ET + ZR+QĨ ‖p ≤ ‖ET‖p + ‖ZR‖p + ‖QĨ ‖p,

а затем оценим каждое из слагаемых в его правой части в отдельности.
Оценивая ‖ET‖p, рассмотрим отображение h ∈ Lp(B,Rm) и затем оценим

Lp(B,Rm)-норму отображения (ET )h. Имеем

‖(ET )h‖p,B =
{ ∫
|x|<1

|E(x)(Th)(x)|pdx
}1/p

≤ ‖E‖p,B max
|x|<1

|(Th)(x)|. (31)

Далее возможны два случая: n ≥ 3 и n = 2.
В силу определения оператора T в первом из этих случаев

|(Th)(x)| ≤ 1
(n− 2)Sn

[∣∣∣∣ ∫
|y|<1

h(y) dy
|y − x|n−2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∫
|y|<1

|y|n−2h(y) dy
|y − |y|2x|n−2

∣∣∣∣], x ∈ B. (32)
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И так как ∣∣∣∣ ∫
|y|<1

h(y) dy
|y − x|n−2

∣∣∣∣ ≤ ‖h‖p,B‖| · −x|−(n−2)‖ p
p−1 ,B

, (33)

где

‖| · −x|−(n−2)‖ p
p−1 ,B

≤
{ ∫
|y−x|<2

|y − x|−
p(n−2)
p−1 dy

}1− 1
p

=
{
Sn

p− 1
2p− n

2
2p−n
p−1

}1− 1
p

,

а ∣∣∣∣ ∫
|y|<1

|y|n−2h(y) dy
|y − |y|2x|n−2

∣∣∣∣ ≤ ‖h‖p,B
∥∥∥∥ | · |n−2

| · −| · |2x|n−2

∥∥∥∥
p

p−1 ,B

, (34)

причем∥∥∥∥ | · |n−2

| · −| · |2x|n−2

∥∥∥∥
p

p−1 ,B

=
{ ∫
|y|>1

(
|y|

|y − x|

) p(n−2)
p−1 dy

|y|2n

}1− 1
p

≤
{ ∫
|y−x|<3,
|y|>1

+
∫

|y|>2

}1− 1
p

<

{ ∫
|y−x|<3

|y − x|−
p(n−2)
p−1 dy

+ 2
p(n−2)
p−1

∫
|y|>2

dy

|y|2n

}1− 1
p

=
{
Sn

(
p− 1
2p− n

3
2p−n
p−1 +

1
n

2−
2p−n
p−1

)}1− 1
p

(здесь использовано очевидное неравенство

2
3
<

|y|
|y − x|

< 2, (35)

|y| > 2, |x| < 1, n ≥ 2), то

|(Th)(x)| ≤M(p, n)‖h‖p,B , x ∈ B, (36)

и, следовательно, с учетом (31) мы получаем неравенство

‖ET‖p ≤M(p, n)‖E‖p,B , n ≥ 3.

В случае же n = 2 при x ∈ B

|(Th)(x)| ≤ 1
2π

[∣∣∣∣ ∫
|y|<1

h(y) ln
1

|y − x|
dy

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∫
|y|<1

h(y) ln
|y|

|y − |y|2x|
dy

∣∣∣∣] = I1 + I2,

I1 ≤
‖h‖p,B

2π

∥∥∥∥ln 1
| · −x|

∥∥∥∥
p

p−1 ,B

≤ ‖h‖p,B
2π

{ ∫
|y|<2

∣∣∣∣ln 1
|y|

∣∣∣∣
p

p−1

dy

}1− 1
p

= (2π)−
1
p ‖h‖p


+∞∫

− ln 2

|τ |
p

p−1 e−2τdτ


1− 1

p

,

I2 ≤
‖h‖p,B

2π

∥∥∥∥ln | · |
| · −| · |2x|

∥∥∥∥
p

p−1 ,B

,
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| · −| · |2x|

∥∥∥∥
p

p−1 ,B

) p
p−1

=
∫

|y|>1

∣∣∣∣ln |y|
|y − x|

∣∣∣∣
p

p−1 dy

|y|4

≤
∫

|y−x|<2,
|y|>1

∣∣∣∣ln 4
|y − x|

∣∣∣∣
p

p−1

dy +
∫

2≤|y−x|≤3,
|y|>1

(ln |y − x|)
p

p−1 dy +
∫

|y|>2

(ln 2)
p

p−1
dy

|y|4

= 32π
+∞∫

ln 2

τ
p

p−1 e−2τdτ + 2π
ln 3∫

ln 2

τ
p

p−1 e2τdτ +
π

4
(ln 2)

p
p−1

(мы воспользовались здесь, как и выше, неравенством (35), а также тем, что∣∣ln |y|
|y−x|

∣∣ ≤ ln 4
|y−x| , если |y − x| < 2, |y| > 1, |x| < 1, и

∣∣ln |y|
|y−x|

∣∣ ≤ ln |y − x|, если
2 ≤ |y − x| ≤ 3, |x| < 1). Тем самым и в этом случае

|(Th)(x)| ≤M(p, 2)‖h‖p,B , x ∈ B, (37)

что влечет искомое неравенство

‖ET‖p ≤M(p, 2)‖E‖p,B .

Аналогичным образом доказывается неравенство

‖ZR‖p ≤ N(p, n)‖Z‖p,B .

При этом неравенствам (31)–(34) соответствуют неравенства

‖(ZR)h‖p,B ≤ ‖Z‖p,B max
|x|≤1

|(Rh)(x)|,

|(Rh)(x)| =

{
n∑
j=1

[(Rjh)(x)]2
}1/2

≤
√
nmax

j
max
|x|≤1

|(Rjh)(x)|,

|(Rjh)(x)| ≤
1
Sn

[ ∫
|y|<1

|h(y)| dy
|y − x|n−1 +

∫
|y|<1

|y|n|h(y)| dy
|y − |y|2x|n−1

]
,

1
Sn

∫
|y|<1

|h(y)| dy
|y − x|n−1 ≤

‖h‖p,B
Sn

{ ∫
|y−x|<2

dy

|y − x|
p(n−1)
p−1

}1− 1
p

=
(
p− 1
p− n

)1− 1
p ‖h‖p,B
2
n
p−1S

1
p
n

и

1
Sn

∫
|y|<1

|y|n|h(y)| dy
|y − |y|2x|n−1 ≤

‖h‖p,B
Sn

{ ∫
|y|>1

[
|y|n−2

|y − x|n−1

] p
p−1 dy

|y|2n

}1− 1
p

≤ ‖h‖p,B
Sn

{ ∫
|y−x|≤3,
|y|>1

dy

|y − x|
p(n−1)
p−1

+ 2
p(n−1)
p−1

∫
|y|>2

dy

|y|2n+ p
p−1

}1− 1
p

= S
− 1
p

n

{
p− 1
p− n

3
p−n
p−1 +

p− 1
(n+ 1)p− n

2−
2p−n
p−1

}1− 1
p

‖h‖p,B .
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Оценим теперь ‖QĨ ‖p. С этой целью отметим прежде всего, что из усло-
вия (30) вытекает конечность величины ‖Q‖∞. Поэтому для отображения h ∈
Lp(B,Rm) имеем

‖(QĨ )h‖p,B ≤ ‖Q‖∞

[
m∑
l=1

n∑
j,s=1

‖Ĩjshl‖2p

] 1
2

≤ ‖Q‖∞

{
m∑
l=1

[
n∑
s=1

(
‖hl‖p,B

n
+ ‖Isshl‖p,B

)2

+
∑
j 6=s

‖Ijshl‖2p

]} 1
2

. (38)

Таким образом, вопрос сводится к оцениванию p-нормы оператора I .
Приступая к решению этой задачи, введем отображения H(x) = h(x), x ∈

B, H(x) = 0 (∈ Rm), x ∈ Rn \ B, и H̃(x) = 0, x ∈ B, H̃(x) = |x|−(n+2)h(x/|x|2),
x ∈ Rn \B. Не составляет труда проверить (см. доказательство леммы 3 в [5]),
что ‖H̃l‖p,Rn ≤ ‖Hl‖p,Rn = ‖hl‖p,B , l = 1, 2, . . . . Рассматривая далее оператор I
как оператор, действующий в пространстве Lp(Rn,Rm) (мы сохраняем для этого
оператора обозначение I ), представим его в виде разности двух операторов
I 1 −I 2, где I 1 =

{
I 1
js, j, s = 1, . . . , n

}
,

(
I 1
ssH

)
(x) = − 1

Sn

∫
Rn

n(ys − xs)2 − |y − x|2

|y − x|n+2 H(y) dy,

(
I 1
jsH

)
(x) = − n

Sn

∫
Rn

(yj − xj)(ys − xs)
|y − x|n+2 H(y) dy


(39)

и I 2 = I −I 1. Учитывая условие p > n и совершая замену переменного y 7→
y/|y|2, y ∈ Rn\{0}, мы можем аналогично тому, как это было сделано при выводе
соотношений (8) в [5], убедиться, что I 2H = I 1H̃. Последнее обстоятельство
позволяет нам ограничиться оцениванием p-нормы оператора I 1.

Из определения (39) оператора I 1 вытекает, что ядра сингулярных инте-
гральных операторов в (39) удовлетворяют тем же условиям, что и ядро сингу-
лярного интегрального оператора T из соотношений (55) работы [33] (т. е. усло-
виям теорем 2–4 монографии [38, гл. II]). По этой причине мы воспользуемся
методом оценивания p-норм последнего, содержащимся в доказательстве теоре-
мы 1 статьи [33].

Следуя рассуждениям этого доказательства, приходим к неравенствам

‖I 1
jshl‖p,B ≤ ‖I 1

jsHl‖p,Rn ≤ Ajs
p ‖H‖p,Rn = Ajs

p ‖h‖p,B , (40)

j, s = 1, . . . , n, где

Ass
p ≤ 2pA11 exp

{
72
A11

[
A11 + 2(A12)2

]2} (41)

и
Ajs
p ≤ 2pA21 exp

{
72
A21

[
A21 + 2(A22)2

]2} (j 6= s). (42)

Заметим, что при этом мы воспользовались замечанием, содержащимся в сноске
4 статьи [33], а также тем обстоятельством, что ядра

Kss(t) =
�ss(t)
|t|n

= −nt
2
s − |t|2

Sn|t|n+2 , Kjs(t) =
�js(t)
|t|n

= − ntjts
Sn|t|n+2
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операторов I 1
ss и I 1

js, s = 1, . . . , n, j 6= s, удовлетворяют условиям

|�ss(t)| ≤
n− 1
Sn

, |�js(t)| ≤
n

2Sn
(j 6= s),

[
n∑
i=1

|∂i�js(t)|2
]1/2

≤ n

Sn
(j, s = 1, . . . , n), (43)

если |t| = 1, и∫
|x|≥2|y|

∣∣∣∣�ss(x− y)
|x− y|n

−�ss(x)
|x|n

∣∣∣∣dx ≤ πn
2n−1 − 1
n− 1

+(n−1)

(
ln 2+

n−1∑
k=1

2k−1 − 1
k

)
, (44)

∫
|x|≥2|y|

∣∣∣∣�js(x− y)
|x− y|n

− �js(x)
|x|n

∣∣∣∣dx ≤ πn
2n−1 − 1
n− 1

+
n

2

(
ln 2 +

n−1∑
k=1

2k−1 − 1
k

)
(45)

(j 6= s), y 6= 0 (ср. (43)–(45) с соотношениями (27), (29) и (31) в [33]).
Принимая во внимание (38) и (40)–(42) и отмеченную выше связь между

операторами I 1 и I 2, мы легко получаем оценку

‖(QĨ )h‖p,B ≤ C(p, n,m)‖Q‖∞‖h‖p,B ,

откуда следует неравенство

‖QĨ ‖p ≤ C(p, n,m)‖Q‖∞.

Теорема 4 доказана.
Теорему 3 естественно дополняет

Теорема 5. В условиях теоремы 3 для каждого x ∈ clB имеет место нера-
венство10)

|f(x)− (�ψ)(x)| ≤ M(p, n)

1− ‖ET + ZR+QĨ ‖p
{‖G‖p,B + ‖E‖p,B sup

|x|<1
|(�ψ)(x)|

+ ‖Z‖p,B sup
|x|<1

|(�ψ)′)(x)|+ ‖Q‖∞‖(�ψ)′′‖p,B}. (46)

Доказательство. Из условий теоремы 3 вытекает (см. ее доказательст-
во), что как отображение γ = G+E(�ψ)+Z(�ψ)′+Q(�ψ)′′, так и отображение
h = [I + (ET + ZR+QĨ )]−1γ суммируемы в B с p-й степенью, причем

‖γ‖p,B≤‖G‖p,B+‖E‖p,B sup
|x|<1

|(�ψ)(x)|+‖Z‖p,B sup
|x|<1

|(�ψ)′(x)|+‖Q‖∞‖(�ψ)′′‖p,B

(47)
и

‖h‖p,B ≤ ‖[I + (ET + ZR+QĨ )]−1‖p‖γ‖p,B

≤
∞∑
ν=0

‖ET + ZR+QĨ ‖νp‖γ‖p,B = (1− ‖ET + ZR+QĨ ‖p)−1‖γ‖p,B . (48)

10)Нормы ‖G‖p,B и ‖(�ψ)′′‖p,B отображений G и (�ψ)′′ определяются тем же способом,
что и ‖E‖p,B и ‖Z‖p,B .
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Следовательно, в случае |x| < 1 неравенство (46) вытекает из соотноше-
ний (36), (37), (47) и (48).

В том же случае, когда |x| = 1, неравенство (46) превращается в равенство
f(x) = (�ψ)(x). Теорема доказана.

Неравенство (46) представляет собой оценку устойчивости обсуждаемого
нами типа в формуле Пуассона для гармонических отображений шара, т. е.
оценку близости в C-норме отображения, определяемого формулой (22), к ин-
тегралу Пуассона (20). В частности, в силу (46) имеет место соотношение
‖f − �ψ‖C → 0, когда нормы ‖Q‖∞, ‖Z‖p,B , ‖E‖p,B и ‖G‖p,B стремятся к ну-
лю, причем если последние равны 0, то формула (22) превращается в формулу
Пуассона для гармонических функций f .

Теоремы 3–5 непосредственно переносятся на случай произвольного шара
B(x0, r). Формуле (22), например, в этом случае соответствует следующая фор-
мула:
f(x) = (�rψ)(x)

−
(
Tr

([
I +

ETr + ZRr +QĨr

r2

]−1(
G+ E(�rψ) + Z(�rψ)′ +Q(�rψ)′′

r2

)))
(x),

x ∈ B(x0, r), а условие ‖ET+ZR+QĨ ‖p < 1 обретает вид ‖ETr+ZRr+QĨr‖p <
r2 (операторы Tr, Rr, Ĩr и �r строятся на основе функции Грина «внутренней»
задачи Дирихле для шара B(x0, r) способом, который мы использовали выше
для построения операторов T , R, Ĩ и �).

4. О локальном сглаживании ε-квазигармонических отображений.
В статье [39] Л. Берс показал, что каждое K-квазиконформное отображение
на плоскости аппроксимируется в топологии локально равномерной сходимо-
сти гладкими K-квазиконформными отображениями. В этой связи и в связи с
изложенным выше возникает следующий вопрос (проблема регуляризации для
квазигармонических отображений). Можно ли ε-квазигармоническое отобра-
жение f приблизить в топологии локально равномерной сходимости последова-
тельностью {fν}ν∈N гладких ε-квазигармонических отображений? Доказывае-
мая ниже теорема 6 позволяет установить, что при малых значениях параметра
ε такого рода аппроксимацию для ε-квазигармонических отображений можно
осуществить на локальном уровне, т. е. в некоторой окрестности каждой точки
области определения рассматриваемого отображения.

Теорема 6. Пусть p > 1. Существует положительное число ε∗p = ε∗p,n,m
такое, что если отображение f : B → Rm есть непрерывное решение класса
W 2

p,loc(B,Rm) (B = B(0, 1), как и выше, — единичный шар в Rn, n ≥ 2) диффе-
ренциального неравенства (1) с ε < ε∗p, то оно является ε-квазигармоническим
отображением класса W 2

2n,loc(B,Rm). При этом найдется последовательность
{fµ}µ∈N бесконечно дифференцируемых ε-квазигармонических отображений fµ :
B → Rm, сходящаяся к f локально равномерно в B.

Доказательство. В силу теорем 1 и 6 статьи [1] существует число ε0p =
ε0p,n,m > 0 такое, что при 0 ≤ ε < ε0p имеет место первое из утверждений теоре-
мы.

Приступая к доказательству второго, мы в силу леммы 2 можем считать,
что рассматриваемое отображение f : B → Rm является решением системы
вида (11), удовлетворяющей условию (12) с

ε < ε∗p = min
{
ε0p, 1/

√
n, 1/C(2n, n,m)

}
(49)
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(C(2n, n, m) — величина из неравенства (30)). Пусть Q : B → Rm×mn2
—

отображение шара B в пространство (m×mn2)-матриц, которое определяется
системой (11) в обсуждаемом нами случае. В силу леммы 3.3.5 из [7, гл. 3]
для этого отображения существует последовательность {Qν}ν∈N отображений
Qν : B → Rm×mn2

шара B в пространство (m×mn2)-матриц такая, что
(i) Qν ∈ C∞0 (B,Rm×mn2

),
(ii)

∥∥Qν
∥∥
∞ ≤ ‖Q‖∞ < ε

√
n, ν = 1, 2, . . . ,

и
(iii) для любого p ≥ 1

‖Qν −Q‖p,B =
(∫
B

‖Qν(x)−Q(x)‖pdx
)1/p

→ 0

при ν → ∞. Отправляясь от этого факта, не составляет труда установить су-
ществование последовательности

{
Qν
}
ν∈N (вещественно) аналитических отоб-

ражений, удовлетворяющей условиям (ii) и (iii). Зафиксируем ее далее и рас-
смотрим еще две последовательности

{
Fµ
}
µ∈N и

{
Fνµ

}
µ∈N отображений Fµ(x) =

f
(µ−1

µ x
)

и Fνµ(x) =
(
�F 0

µ

)
(x) −

(
T
((
I + Qν

µĨ
)−1(

Qν
µ

(
�F 0

µ

)′′)))(x), x ∈ B, где
F 0
µ : S → Rm — отображение единичной сферы S = S(0, 1) пространства Rn,
F 0
µ(x) = f

(µ−1
µ x

)
, x ∈ S, �F 0

µ — интеграл Пуассона (20), построенный на основе

F 0
µ , Qν

µ(x) = Qν
(µ−1

µ x
)
, x ∈ B, и оператор I +Qν

µĨ обратим в ‖ · ‖2n-норме (что

вытекает из теоремы 3 и неравенств
∥∥Qν

µĨ
∥∥

2n ≤ C(2n, n,m)ε < 1, последнее
из которых следует из (49)). Из теоремы 3, первого утверждения доказывае-
мой теоремы и способа построения отображения Fνµ получим, что Fνµ является
W 2

2n-решением системы
4Fνµ = Qν

µF
′′
νµ,

которая, как нетрудно проверить, при выполнении условия ε
√
n < 1 (в нашем

случае оно следует из (49)) является эллиптической. Но тогда в силу гипоэл-
липтичности эллиптических линейных дифференциальных операторов [40] Fνµ
бесконечно дифференцируемо (и даже вещественно аналитично, что вытекает
из результатов статьи [41]). Следовательно, отображение F̃νµ(x) = Fνµ

( µ
µ−1x

)
,

|x| < µ−1
µ , есть C∞-гладкое W 2

2n-решение системы

4F̃νµ(x) = Qν(x)F̃ ′′νµ(x), |x| < 1− 1
µ
.

Оценим разность f − F̃νµ в C-норме.
Воспользовавшись с этой целью вновь теоремой 3, прежде всего убеждаем-

ся в том, что (при |x| < 1− 1
µ )

f(x)− F̃νµ(x) = Fµ(y)− Fνµ(y) =
(
T
(
P ν
µ

(
�F 0

µ

)′′))(y), (50)

где y = µx
µ−1 и P ν

µ =
(
I+Qν

µĨ
)−1

Qν
µ−
(
I+QµĨ

)−1
Qµ, Qµ(y) = Q

(µ−1
µ y

)
, |y| < 1.

Далее, для разности δQν
µ = Qν

µ −Qµ, µ ≥ 2, имеем

∥∥δQν
µ

∥∥
2n,B =

(
µ

µ− 1

)1/2

‖Qν −Q‖2n,B(0,µ−1
µ ) ≤

√
2‖Qν −Q‖2n,B → 0,
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ν → +∞. Полагая теперь ν столь большим, что

C(2n, n,m)
(
ε+

√
2‖Qν −Q‖2n,B

)
< 1,

и применяя математическую индукцию и соображения, аналогичные использо-
ванным в доказательстве теоремы 3, последовательно получаем (при µ ≥ 2)(

I +Qν
µĨ
)−1

Qν
µ =

[
I +QµĨ +

(
δQν

µ

)
Ĩ
]−1

Qν
µ =

{
(I +QµĨ )

[
I + (I

+QµĨ )−1((δQν
µ

)
Ĩ
)]}−1

Qν
µ =

[
I + (I +QµĨ )−1((δQν

µ

)
Ĩ
)]−1(I +QµĨ )−1Qν

µ

= · · · =

{ ∞∑
j=0

[
−(I +QµĨ )−1((δQν

µ

)
Ĩ
)]j}(I +QµĨ )−1Qν

µ = (I +QµĨ )−1Qµ

+

{ ∞∑
j=1

[
−(I +QµĨ )−1((δQν

µ

)
Ĩ
)
]j
}

(I +QµĨ )−1Qν
µ + (I +QµĨ )−1δQν

µ,

откуда вытекает, что при этих же µ∥∥P ν
µ

∥∥
2n

≤

{
ε
∞∑
j=1

(∥∥(I +QµĨ )−1∥∥
2n‖Ĩ ‖2n

∥∥δQν
µ

∥∥
2n,B

)j +
∥∥δQν

µ

∥∥
2n,B

}∥∥(I +QµĨ )−1∥∥
2n

≤

{
ε
∞∑
j=1

(√
2C(2n, n,m)‖Qν −Q‖2n,B

1− C(2n, n,m)ε

)j
+
√

2‖Qν −Q‖2n,B

}
1

1− C(2n, n,m)ε

=
(√

2‖Qν −Q‖2n,B
)(

1−
√

2C(2n, n,m)‖Qν −Q‖2n,B
)

(1− C(2n, n,m)ε)
(
1− C(2n, n,m)

(
ε+

√
2‖Qν −Q‖2n,B

))
= κ

(
‖Qν −Q‖2n,B

)
.

Наконец, используя соотношения (36), (37) и (50), мы приходим к искомой оцен-
ке∥∥f − F̃νµ

∥∥
C(B(0,1− 1

µ ),Rm) ≤M(2n,m)
∥∥P ν

µ

∥∥
2n

∥∥(�F 0
µ

)′′∥∥
2n,B

≤M(2n,m)κ
(
‖Qν −Q‖2n,B

)∥∥(�F 0
µ

)′′∥∥
2n,B (→ 0, ν →∞), µ ≥ 2.

Для завершения доказательства нам осталось воспользоваться теоремой
Мальгранжа — Лакса о приближении (см., например, [42, гл. 3, § 3.10]). Дей-
ствительно, пусть Kµ — это замкнутый шар clB(0, 1− 3

2µ ), µ ≥ 2. Так как Qν —
аналитическое отображение, в силу (49) система

4F (x) = Qν(x)F ′′(x), x ∈ B, (51)

эллиптическая и F̃νµ — C∞-решение системы (51) в окрестности компакта Kµ,
представляющей собой шар B(0, 1 − 1

µ ), то по упомянутой теореме Мальгран-
жа — Лакса F̃νµ можно равномерно на Kµ аппроксимировать C∞-решениями
системы (51) в единичном шаре B. Дальнейшее построение искомой последо-
вательности {fµ}µ∈N очевидно. Теорема 6 полностью доказана.

Следствие. Существует положительное число ε∗∗ = ε∗∗n,m такое, что если
f : U → Rm, U — область в Rn, является ε-квазигармоническим отображени-
ем, ε < ε∗∗, то тогда каждая точка x ∈ U обладает окрестностью Vx ⊂ U , для
которой найдется последовательность

{
fµ : Vx → Rm

}
µ∈N бесконечно диффе-

ренцируемых ε-квазигармонических отображений, сходящаяся равномерно в Vx
к отображению f |Vx .
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