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СВОЙСТВА МНОЖЕСТВ ДОСТИЖИМОСТИ

ЭВОЛЮЦИОННЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ

И УПРАВЛЯЕМЫХ СИСТЕМ

СУБДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ТИПА

А. А. Толстоногов

Аннотация: В сепарабельном гильбертовом пространстве рассматривается эволю-
ционное включение с многозначным возмущением и с эволюционными операторами,
являющимися суперпозицией линейного оператора и субдифференциалов завися-
щей от времени собственной выпуклой полунепрерывной снизу функции. Наряду
с исходным включением рассматривается последовательность аппроксимирующих
эволюционных включений с тем же возмущением и с эволюционными операторами,
которые являются суперпозицией того же линейного оператора и субдифференци-
алов регуляризаций Моро — Иосиды исходной функции. Показано, что множество
достижимости исходного включения как многозначная функция времени является
равномерным по времени пределом в метрике Хаусдорфа последовательности мно-
жеств достижимости аппроксимирующих включений. Аналогичные результаты по-
лучены и для эволюционных управляемых систем субдифференциального типа со
смешанными ограничениями на управление. В качестве приложения рассмотрен
пример управляемой системы с разрывными нелинейностями, под знаком которых
стоят линейные функции переменных состояния системы.

Ключевые слова: субдифференциал, регуляризация Моро — Иосиды, непрерыв-
ный селектор, крайняя точка, множество достижимости, разрывная нелинейность.

§ 1. Постановка задачи

Пусть T = [0, 1] — отрезок числовой прямой R с мерой Лебега µ и с σ-
алгеброй � µ-измеримых множеств, R = (−∞,+∞] — расширенная числовая
прямая. Рассмотрим сепарабельное гильбертово пространство H с нормой ‖ · ‖
и со скалярным произведением 〈·, ·〉. Функция ϕ : H → R называется собствен-
ной, если она не равна тождественно +∞, т. е. если ее эффективная область
domϕ = {x ∈ H;ϕ(x) < ∞} непуста. Множество всех функций ϕ : H → R, ко-
торые являются собственными выпуклыми и полунепрерывными снизу, будем
обозначать через �0(H). Субдифференциалом ∂ϕ(x) функции ϕ ∈ �0(H) в точке
x ∈ H называется множество

∂ϕ(x) = {v ∈ H; 〈v, y − x〉 ≤ ϕ(y)− ϕ(x) ∀y ∈ H}.

Известно [1], что ∂ϕ(x) является максимально монотонным оператором,

dom ∂ϕ = {x ∈ H; ∂ϕ(x) 6= ∅} ⊂ domϕ
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и dom ∂ϕ = domϕ, где черта означает замыкание в H.
Напомним, что многозначный оператор A из H в H называется монотон-

ным, если для любых x, y ∈ domA и любых u ∈ Ax, v ∈ Ay имеет место
неравенство 〈x− y, u− v〉 ≥ 0.

Монотонный многозначный оператор A называется максимально монотон-
ным, если не существует другого монотонного многозначного оператора, гра-
фик которого содержит график A как собственное подмножество.

Для каждого λ > 0 регуляризацией Моро — Иосиды функции ϕ ∈ �0(H)
называется функция

ϕλ(x) = inf
{
ϕ(y) +

1
2λ
‖y − x‖2; y ∈ H

}
.

Функция ϕλ является конечной, непрерывной и выпуклой, ∂ϕλ — однозначной
функцией с dom ∂ϕλ = H для каждого λ > 0.

Пусть ϕt ∈ �0(H), t ∈ T , B : H → H — непрерывный линейный оператор,
yλ(0) — непрерывная функция из [0, 1] в H такая, что Byλ(0) ∈ domϕ0, λ ∈ [0, 1].

Рассмотрим эволюционное включение

−ẋ(t) ∈ ∂ϕt(Bx(t)) + F (t, x(t)), x(0) = y(0), B(y(0)) ∈ domϕ0, (1.1)

где F : T × H → H — многозначное отображение с выпуклыми компактными
значениями. Обычно функцию F (t, x) называют многозначным возмущением.

Наряду с включением (1.1) рассмотрим включение

−ẋλ(t) ∈ ∂ϕtλ(Bxλ(t)) + F (t, xλ(t)),

xλ(0) = yλ(0), B(yλ(0)) ∈ domϕ0, λ ∈ (0, 1]. (1.2)

Под решением включения (1.1) понимается пара (x(·), f(·)) такая, что: x : T →
H — абсолютно непрерывная функция, x(0) = y(0), Bx(t) ∈ dom ∂ϕt почти
всюду, f(·) ∈ L2(T,H) и почти всюду имеют место включения

−ẋ(t) ∈ ∂ϕt(Bx(t)) + f(t), (1.3)

f(t) ∈ F (t, x(t)). (1.4)

Под решением включения (1.2) при λ ∈ (0, 1] понимается пара (xλ(·), fλ(·))
такая, что: xλ : T → H — абсолютно непрерывная функция, xλ(0) = yλ(0),
fλ(·) ∈ L2(T,H) и почти всюду имеют место соотношения

−ẋλ(t) = ∂ϕtλ(Bxλ(t)) + fλ(t), (1.5)

fλ(t) ∈ F (t, xλ(t)). (1.6)

Множества всех решений включений (1.1) и (1.2) будем обозначать через
RF (y(0)) и Rλ

F (yλ(0)). Если (x(·), f(·)) ∈ RF (y(0)), то функция x(·) называется
траекторией включения (1.1). Аналогично определяется траектория включе-
ния (1.2). Множество траекторий включений (1.1) и (1.2) будем обозначать
через T rF (y(0)) и T rλF (yλ(0)) соответственно.

Множеством достижимости включения (1.1) из точки x(0) = y(0) в мо-
мент времени t ∈ T называется множество

AF (y(0))(t) = {x(t);x(·) ∈ T rF (y(0))}, t ∈ T.

Аналогично определяется множество достижимости включения (1.2):

A λ
F (yλ(0)) =

{
xλ(t);xλ(·) ∈ T rλF (yλ(0))

}
, t ∈ T, λ ∈ (0, 1].
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Тем самым будут определены многозначные отображения

t→ AF (y(0))(t), t→ A λ
F (yλ(0))(t), λ ∈ (0, 1].

Пусть extF (t, x) — совокупность всех крайних точек множества F (t, x). Из
теоремы Крейна — Мильмана следует, что extF (t, x) 6= ∅ и extF (t, x) ⊂ F (t, x).
Наряду с включениями (1.1), (1.2) будем рассматривать включения

−ẋ(t) ∈ ∂ϕt(x(t)) + extF (t, x(t)) п. в., (1.7)

x(0) = y(0), B(y(0)) ∈ domϕ0,

−ẋλ(t) ∈ ∂ϕtλ(xλ(t)) + extF (t, xλ(t)) п. в., (1.8)

xλ(0) = yλ(0), B(yλ(0)) ∈ domϕ0, λ ∈ (0, 1].

Применительно к включениям (1.7), (1.8) используем обозначения RextF (y(0)),
T rextF (y(0)), AextF (y(0)) и Rλ

extF (yλ(0)), T rλextF (yλ(0)), A λ
extF (yλ(0)), вклады-

вая в них тот же смысл, что и для включений (1.1), (1.2).
Нас будут интересовать взаимосвязи между множествами T rextF (y(0)) и

T rF (y(0)), T rλextF (yλ(0)) и T rλF (yλ(0)) и сходимость множеств T rλF (yλ(0)) к
T rF (y(0)) при λ ↓ 0. Как следствие будут получены взаимосвязи между мно-
жествами достижимости. При естественных предположениях мы доказываем,
что при λ ↓ 0

A λ
F (yλ(0))(t) → AF (y(0))(t) (1.9)

равномерно по t ∈ T в метрике Хаусдорфа и

A λ
F (yλ(0))(t) = A λ

extF (yλ(0))(t), t ∈ T, λ ∈ (0, 1], (1.10)

где черта вверху означает замыкание в H.
Подобные вопросы будут рассматриваться и для управляемых систем суб-

дифференциального типа со смешанными ограничениями на управления. Необ-
ходимость изучения подобных вопросов обусловлена прежде всего тем, что ши-
рокий класс управляемых систем, содержащих разрывные нелинейности вида
f(σ), где σ — линейная функция переменных состояния, может быть записан
в абстрактной форме в виде включения (1.1). Для таких систем актуальной
является задача численного построения множеств достижимости. Однако вы-
числительные процедуры для исследования разрывных систем не разработаны.
С другой стороны, используя подходящие однозначные аппроксимации разрыв-
ных нелинейностей, мы можем построить аппроксимирующую последователь-
ность управляемых систем, которые в абстрактной форме могут быть запи-
саны в виде включения (1.2). Численное построение множеств достижимости
для аппроксимирующих систем уже не встречает принципиальных трудностей
и может быть произведено с использованием хорошо разработанных методов и
подходов. Зная множества достижимости аппроксимирующих систем и исполь-
зуя (1.9), мы можем дать гарантированные оценки множеств достижимости ис-
ходной управляемой системы с разрывными нелинейностями. В свою очередь,
равенство (1.10) позволяет сократить вычислительные процедуры при постро-
ении множеств достижимости аппроксимирующих систем. Подобная задача
рассматривалась в [2] для случая, когда B является тождественным операто-
ром из H в H, а возмущение F (t, x) удовлетворяет более жестким, чем в данной
работе, предположениям.
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§ 2. Основные обозначения, определения
и предварительные сведения

Пусть X — сепарабельное банахово пространство с нормой ‖ · ‖. Всюду
в дальнейшем мы используем следующие обозначения: cbX — семейство всех
непустых замкнутых ограниченных подмножеств из X, compX — совокупность
всех компактных подмножеств из X, convX — совокупность всех выпуклых
компактных подмножеств из X. Для множества A ⊂ X через coA обозначается
выпуклая оболочка A, а через coA — замкнутая выпуклая оболочка A.

На множестве cbX определим метрику Хаусдорфа

DX(A,B) = max{sup
a∈A

inf
b∈B

‖a− b‖, sup
b∈B

inf
a∈A

‖a− b‖},

A,B ∈ cbX. Всюду в дальнейшем мы считаем, что пространства cbX, compX
и convX наделены метрикой Хаусдорфа.

Многозначное отображение F : X → X называется полунепрерывным снизу
по Вьеторису, если для любого открытого множества U ⊂ X множество F−1(U)
= {x ∈ X;F (x) ∩ U 6= ∅} открыто.

Отображение F : X → cbX называется полунепрерывным сверху по Вье-
торису, если для любого замкнутого множества V ⊂ X множество F−1(V )
замкнуто.

Отображение F : X → cbX называется непрерывным по Вьеторису, если
оно одновременно полунепрерывно снизу и сверху по Вьеторису.

Отображение F : X → cbX называется непрерывным по Хаусдорфу, если
оно непрерывно в метрике Хаусдорфа на пространстве cbX. Хорошо известно,
что для отображения F : X → compX понятия непрерывности по Вьеторису и
Хаусдорфу совпадают. В этом случае мы будем говорить просто о непрерывно-
сти.

Для пространства X символ ω-X означает, что пространство X наделено
слабой σ(X,X∗)-топологией, где X∗ — пространство, топологически сопряжен-
ное к X. Такое же обозначение используем и для подмножеств из X. Во всех
остальных случаях считаем, что пространство X и его подмножества наделены
сильной (нормированной) топологией.

Через C(T,X) (C(T, ω-X)) обозначаем пространство всех непрерывных
отображений из T в X (из T в ω-X) с топологией равномерной сходимости
на T .

Под M (X) понимаем совокупность всех измеримых функций из T в X.
Многозначное отображение F : T → cbX называется измеримым, если

F−1(V ) = {t ∈ T ;F (t) ∩ V 6= ∅} ∈ � для любого замкнутого множества V ⊂ X.
На пространстве L2(T,H) наряду со стандартной нормой рассмотрим дру-

гую норму:

‖f(·)‖ω = sup
0≤t≤t′≤1

∥∥∥∥∥∥
t′∫
t

f(t) dt

∥∥∥∥∥∥. (2.1)

Пространство L2(T,H) с нормой (2.1) будем обозначать через L2
ω(T,H).

В дальнейшем нам понадобится простой факт, касающийся этой нормы.

Лемма 2.1. Если последовательность fn(·) ∈ L2(T,H), n ≥ 1, ограничена
в L2(T,H) и сходится к f(·) в L2

ω(T,H), то fn(·) сходится к f(·) в ω-L2(T,H).
Пусть ϕ ∈ �0(H). Поскольку ∂ϕ является максимально монотонным опе-

ратором, для любого λ ∈ (0, 1] будет определен однозначный оператор Jλ =
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(I + λ∂ϕ)−1, где I — тождественный оператор на H. Оператор Jλ называется
резольвентой ∂ϕ. Положим

(∂ϕ)λ =
1
λ

(I − Jλ).

Следующие факты хорошо известны [1, 3]:
1) функция ϕλ(x), λ ∈ (0, 1] дифференцируема по Фреше, и ее производная

по Фреше равна ∂ϕλ, функция ∂ϕλ является липшицевой с константой Липши-
ца, равной 1

λ , и
∂ϕλ = (∂ϕ)λ;

2) для любых λ ∈ (0, 1]

ϕλ(x) ≤ ϕ(x), x ∈ H. (2.2)

В дальнейшем нам понадобятся следующие предположения.

Гипотезы H(ϕ). Функции ϕt ∈ �0(H), t ∈ T , удовлетворяют условиям:
(i) для каждого r ≥ 0 существуют абсолютно непрерывные функции ar, br:

T → R такие, что ȧ(·) ∈ L2(T,R) для любых s, t ∈ T , s ≤ t, и любого x ∈ domϕs

с ‖x‖ ≤ r найдется элемент y ∈ domϕt, удовлетворяющий неравенствам

‖x− y‖ ≤ |ar(t)− ar(s)| · (|ϕs(x)|1/2 + 1), (2.3)

ϕt(y)− ϕs(x) ≤ |br(t)− br(s)| · (|ϕs(x)|+ 1); (2.4)

(ii) для каждого t ∈ T и r > 0 множество {x ∈ H; ‖x‖ ≤ r, |ϕt(x)| ≤ r}
относительно компактно в H.

Гипотеза H(B). B : H → H является линейным самосопряженным и ко-
эрцитивным оператором, т. е.

c‖x‖2 ≤ 〈x,Bx〉, c > 0, x ∈ H, (2.5)

Гипотезы H(F ). F : T ×H → convH является отображением таким, что
(1) отображение t→ F (t, x) измеримо для каждого x ∈ H;
(2) отображение x → F (t, x) непрерывно при почти каждом t ∈ T , и для

каждого ограниченного множества C ⊂ H множество F (t, C) относительно ком-
пактно;

(3) для почти всех t ∈ T

‖F (t, x)‖ = sup{‖v‖; v ∈ F (t, x)} ≤ a(t) + b(t)‖x‖,
x ∈ H, a(·), b(·) ∈ L2(T,R+);

(2.6)

(4) для любого m > 0 существует функция km(·) ∈ L1(T,R+) такая, что
для любых x, y ∈ H, ‖x‖ ≤ m, ‖y‖ ≤ m, u ∈ F (t, x) существует v ∈ F (t, y),
удовлетворяющий неравенству

〈Bx−By, u− v〉+ km(t)‖x− y‖2 ≥ 0. (2.7)

Хорошо известно [4], что если линейный оператор B удовлетворяет неравен-
ству (2.5), то он является непрерывным и имеет непрерывный обратный B−1.

Всюду в дальнейшем считаем, что гипотезы H(ϕ), H(B), H(F )(1)–(3) вы-
полняются.
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Рассмотрим включение

−ẋ(t) ∈ ∂ϕt(Bx(t)) + f(t) п. в., (2.8)

x(0) = y(0), f(·) ∈ L2(T,H), B(y(0)) ∈ domϕ0,

и уравнение
−ẋλ(t) = ∂ϕtλ(Bx(t)) + f(t), (2.9)

xλ(0) = yλ(0), B(yλ(0)) ∈ domϕ0, λ ∈ (0, 1], f(·) ∈ L2(T,H).
Решением включения (2.8) называется абсолютно непрерывная функция

x : T → H такая, что x(0) = y(0), Bx(t) ∈ dom ∂ϕt почти всюду и также почти
всюду имеет место включение (2.8).

Решением уравнения (2.9) называется абсолютно непрерывная функция
xλ : T → H такая, что xλ(0) = yλ(0) и почти всюду выполняется равенство (2.9).

Так как оператор B является субдифференциалом функции 1
2 〈x,Bx〉, вос-

пользовавшись результатами работ [3, 5], получаем следующее утверждение.

Теорема 2.1. Для любых x(0) = y(0), By(0) ∈ domϕ0, xλ(0) = yλ(0),
Byλ(0) ∈ domϕ0, λ ∈ (0, 1], включение (2.8) и уравнение (2.9) имеют един-
ственные решения x(t), x(0) = y(0), xλ(t), xλ(0) = yλ(0) такие, что ẋ(·), ẋλ(·) ∈
L2(T,H) и функция ϕt(Bx(t)) ограничена на T . Более того, если x(0) = xλ(0),
λ ∈ (0, 1], Bx(0) ∈ domϕ0, то последовательность решений xλ(t), xλ(0) = x(0),
уравнения (2.9) сходится к решению x(t), x(0) = y(0) включения (2.8) в про-
странстве C(T,H), а последовательность ẋλ(·) сходится к ẋ(·) в пространстве
ω-L2(T,H) при λ ↓ 0.

Приведем ряд свойств функций ϕt, ϕtλ, ∂ϕ
t
λ, которые мы будем использо-

вать в дальнейшем.

Лемма 2.2 [3]. Пусть выполняется гипотеза H(ϕ)(i). Тогда
(1) существует константа K1 > 0 такая, что

ϕtλ(u) ≥ −K1(‖u‖+ 1), t ∈ T, λ ∈ (0, 1], u ∈ H; (2.10)∥∥J tλu∥∥ = ‖(I + λ∂ϕt)−1u‖ ≤ ‖u‖+K1, t ∈ T, λ ∈ (0, 1], u ∈ H; (2.11)

(2) для любой функции u(·) ∈ L1(T,H) функция t→ ϕt(u(t)) измерима;
(3) для любой функции u(·) ∈ L1(T,H) функция t → ϕtλ(u(t)) измерима,

λ ∈ (0, 1].

Лемма 2.3 [5]. Пусть выполняется гипотеза H(ϕ)(i), λ ∈ (0, 1], u : T → H
— абсолютно непрерывная функция. Тогда функция t → ϕtλ(u(t)) дифферен-
цируема почти всюду на T и ее производная интегрируема на T . Более того,
имеют место следующие неравенства:

ϕtλ(u(t))− ϕsλ(u(s)) ≤
t∫

s

d

dτ
ϕτλ(u(τ)) dτ, s, t ∈ T, s ≤ t, (2.12)

d

dt
ϕtλ(u(t))−

〈
∂ϕtλ(u(t)), u̇(t)

〉
≤ |ȧr(t)| ·

∥∥∂ϕtλ(u(t))
∥∥(∣∣ϕtλ(u(t))

∣∣1/2 + 1
)

+ |ḃr(t)|
(∣∣ϕtλ(u(t))

∣∣+ 1
)

п. в., (2.13)

где
r ≥ sup

{∥∥J tλu(t)
∥∥; t ∈ T, 0 < λ ≤ 1

}
(2.14)

и ar(·), br(·) — функции из неравенств (2.3), (2.4).
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§ 3. Вспомогательные результаты

Как уже отмечалось, оператор B имеет непрерывный обратный оператор
B−1. Ясно, что если x0 ∈ B−1 domϕ0, то Bx0 ∈ domϕ0. Поэтому согласно
теореме 2.1 будет определен оператор L : [0, 1] × B−1 domϕ0 × L2(T,H) →
C(T,H), который каждым λ ∈ (0, 1], x0 ∈ B−1 domϕ0, f(·) ∈ L2(T,H) ставит в
соответствие единственное решение xλ(x0, f), xλ(x0, f)(0) = x0 уравнения (2.9),
а при λ = 0 — единственное решение x(x0, f), x(x0, f)(0) = x0 включения (2.8).

Воспользовавшись неравенством (2.5), не нарушая общности, мы можем
считать, что

‖B‖ ≤ 1
c
. (3.1)

Лемма 3.1. Для любых λ ∈ [0, 1], x0, x1 ∈ B−1 domϕ0, f1(·), f2(·) ∈ L2(T,H)
имеет место неравенство

‖L (λ, x0, f0)(t)−L (λ, x1, f1)(t)‖ ≤
1
c2
‖x0−x1‖+

1
c2

t∫
0

‖f0(s)−f1(s)‖ ds, t ∈ T.

(3.2)
Оператор L (λ, x, f) непрерывен из [0, 1] × B−1 domϕ0 × L2(T,H) в C(T,H) в
любой точке (0, x0, f0), x0 ∈ B−1 domϕ0, f0 ∈ L2(T,H) при λ ↓ 0.

Доказательство. Пусть λ = 0. Тогда, используя определение решения
включения (2.8) и монотонность оператора ∂ϕt, получим

〈ẋ(x1, f1)(t)− ẋ(x0, f0)(t), Bx(x1, f1)(t)−Bx(x0, f0)(t)〉
≤ 〈f0(t)− f1(t), Bx(x1, f1)(t)−Bx(x0, f0)(t)〉. (3.3)

Из этого неравенства вытекает, что

1
2
〈x(x1, f1)(t)− x(x0, f0)(t), Bx(x1, f1)(t)−Bx(x0, f0)(t)〉

≤ 1
2
〈x1−x0, Bx1−Bx0〉+

t∫
0

‖B‖ · ‖f0(s)−f1(s)‖ · ‖x(x1, f1)(s)−x(x0, f0)(s)‖ ds,
(3.4)

t ∈ T . Воспользовавшись (2.5), (3.1), (3.4) и леммой A5 в [1, с. 157], получим
неравенство (3.2) при λ = 0. При λ ∈ (0, 1] неравенство (3.2) доказывается
аналогично с использованием монотонности оператора ∂ϕtλ.

Пусть x0 ∈ B−1 domϕ0, f0 ∈ L2(T,H), последовательность λn ∈ (0, 1],
n ≥ 1, монотонно сходится к 0, последовательность xn ∈ B−1 domϕ0, n ≥ 1, схо-
дится к x0 и последовательность fn ∈ L2(T,H), n ≥ 1, сходится к f0 в L2(T,H).
Тогда

‖L (λn, xn, fn)−L (0, x0, f0)‖C(T,H) ≤ ‖L (λn, xn, fn)−L (λn, x0, f0)‖C(T,H)

+ ‖L (λn, x0, f0)−L (0, x0, f0)‖C(T,H).

Из этого неравенства, (3.2) и теоремы 2.1 вытекает, что

lim
λn↓0

‖L (λn, xn, fn)−L (0, x0, f0)‖C(T,H) = 0.

Лемма доказана.
Пусть M1 > 0, y(0) ∈ B−1 domϕ0 и ϕ0(By(0)) ≤ M1. Возьмем произволь-

ную последовательность yn ∈ B−1 domϕ0, n ≥ 1, сходящуюся к y0, такую, что
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ϕ0(Byn) ≤ M1, и пусть λn ∈ (0, 1], λn ↓ 0. Положим � = {λn; n ≥ 0}, где
λ0 = 0, и определим функцию yλ(0) из � в B−1 domϕ, полагая yλn(0) = yn,
n ≥ 0. Тогда yλ(0) является непрерывной функцией на компакте � и

ϕ0(Byλ(0)) ≤M1, λ ∈ �. (3.5)

Для единообразия обозначений функции ϕt мы будем приписывать индекс λ =
0, полагая ϕt = ϕt0. В этих обозначениях включение (1.1) будет записываться,
как и включение (1.2) при λ = 0, а уравнение (2.9) при λ = 0 будет рассмат-
риваться как включение (2.8). В этих обозначениях множество Rλ

F (yλ(0)) при
λ = 0 переходит в множество RF (y(0)). Если (xλ(·), f(·)) ∈ Rλ

F (yλ(0)), λ ∈ �, то
функция xλ(·), xλ(0) = yλ(0) при λ = 0 является решением включения (2.8), а
при λ 6= 0 — решением уравнения (2.9). Чтобы не вводить новых обозначений,
будем обозначать траектории включений (1.1), (1.2) и решения включения (2.8)
и уравнения (2.9) через xλ(yλ(0), f), λ ∈ �, подчеркивая зависимость траекто-
рий от yλ(0) и f .

Лемма 3.2. Существует константа M2 > 0 такая, что для любого
(xλ(yλ(0), f), f) ∈ Rλ

F (yλ(0)), λ ∈ �, имеют место неравенства

‖L (λ, yλ(0), 0)‖C(T,H) ≤M2; (3.6)

‖xλ(yλ(0), f)(t)‖ ≤M2 +
1
c2

t∫
0

(a(s) + b(s)‖xλ(yλ(0), f)(s)‖) ds, t ∈ T. (3.7)

Доказательство. Пусть (xλ(yλ(0), f), f) ∈ Rλ
F (yλ(0)). Тогда xλ(yλ(0), f)

= L (λ, yλ(0), f), λ ∈ �. Воспользовавшись неравенством (3.2), получим

‖xλ(yλ(0), f)(t)‖ ≤ ‖L (λ, yλ(0), 0)(t)‖+
1
c2

t∫
0

‖f(s)‖ ds. (3.8)

Так как функция λ → yλ(0) непрерывна на �, согласно лемме 3.1 оператор
λ→ L (λ, yλ(0), 0) является непрерывным в точке (0, y(0), 0). Воспользовавшись
компактностью множества �, получим, что существует константа M2 > 0, при
которой имеет место неравенство (3.6). Теперь неравенство (3.7) следует из
неравенств (2.6), (3.6), (3.8). Лемма доказана.

Из (3.7) и леммы Беллмана — Гронуолла вытекает, что существует кон-
станта M > 0 такая, что

‖xλ(yλ(0), f)(t)‖ ≤M, t ∈ T, (3.9)

для любого (xλ(yλ(0), f), f) ∈ Rλ
F (yλ(0)), λ ∈ �.

Пусть
Q = {x ∈ H; ‖x‖ ≤M} (3.10)

и
G(t) = coF (t, Q), t ∈ T. (3.11)

Из гипотезы H(F )(2) следует, что t → G(t) является многозначным отобра-
жением с выпуклыми компактными значениями. Обозначим через pr : H → Q
оператор проектирования на множество Q, который каждой точке x ∈ H ставит
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в соответствие единственную точку prx ∈ Q такую, что ‖prx−x‖ = min{‖y−x‖;
y ∈ Q}. Хорошо известно, что

‖prx− pry‖ ≤ ‖x− y‖. (3.12)

Рассмотрим отображение F̃ : T ×H → convH, определенное по правилу

F̃ (t, x) = F (t, prx). (3.13)

Из (3.13) вытекает, что отображение F̃ (t, x) наследует все свойства отображения
F (t, x), приведенные в гипотезах H(F )(1)–(3). В частности,

‖F̃ (t, x)‖ ≤ a(t) + b(t)‖x‖, x ∈ H, (3.14)

‖F̃ (t, x)‖ ≤ a(t) + b(t)M, x ∈ H, (3.15)
и

F̃ (t, x) ⊂ G(t), x ∈ H. (3.16)

Если мы рассмотрим включения (1.1), (1.2) с F (t, x), замененным на F̃ (t, x), то
(3.14) влечет, что оценка (3.9) останется той же самой и для решений включений
(1.1), (1.2) с возмущением F̃ (t, x). Поэтому (xλ(yλ(0), f), f) ∈ Rλ

F (yλ(0)) тогда и
только тогда, когда (xλ(yλ(0), f), f) ∈ Rλ

F̃
(yλ(0)), λ ∈ �. Всюду в дальнейшем,

не нарушая общности и не оговаривая специально, будем считать, что

‖F (t, x)‖ ≤ a(t) + b(t)M, F (t, x) ⊂ G(t), x ∈ H, t ∈ T. (3.17)

Учитывая рассуждения, использованные в [2], получим, что отображение t →
G(t) измеримо и, следовательно, имеет измеримый селектор.

Обозначим через SG множество

SG = {f ∈ M (H); f(t) ∈ G(t) п. в.}. (3.18)

Из (3.17) следует, что для любого f(·) ∈ SG имеет место неравенство

‖f(t)‖ ≤ a(t) + b(t)M п. в. (3.19)

Поэтому SG является выпуклым компактным подмножеством пространства ω-
L2(T,H).

Пусть

RG(λ) = {xλ(yλ(0), f) = L (λ, yλ(0), f); f ∈ SG}, λ ∈ �. (3.20)

Воспользовавшись (3.7) и (3.19), получаем, что для любого xλ(yλ(0), f) ∈ RG(λ),
λ ∈ �, имеет место неравенство

‖xλ(yλ(0), f)(t)‖ ≤M2 +
1
c2

t∫
0

(a(s) + b(s)M) ds = M3. (3.21)

Лемма 3.3. Существуют константы α, β, γ > 0 такие, что для любых
xλ(yλ(0), f) ∈ RG(λ), λ ∈ �, λ 6= 0, имеет место неравенство

ϕtλ(Bxλ(yλ(0), f)(t)) + α

t∫
0

‖ẋλ(yλ(0), f)(s)‖2 ds ≤ ϕ0
λ(Byλ(0)) + β

t∫
0

‖f(s)‖2 ds

+
t∫

0

{
γ|ȧr∗(s)|2 + |ḃr∗(s)|}

(∣∣ϕsλ(Bxλ(yλ(0), f)(s)
∣∣+ 1

)}
ds, (3.22)
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где

r∗ = K1 +
1
c
M3, (3.23)

и K1, c,M3 > 0 — константы из неравенств (2.11), (3.1), (3.21).
Доказательство. Пусть xλ(f), xλ(f)(0) = x0 ∈ B−1 domϕ0, f ∈ L2(T,H),

— решение уравнения (2.9), которое существует согласно теореме 2.1. Тогда
функция t→ Bxλ(f)(t) является абсолютно непрерывной. Из леммы 2.2(3) сле-
дует, что функция t→ ϕtλ(Bxλ(f)(t)) измерима. Более того, воспользовавшись
утверждением леммы 2.3 и неравенствами (2.10), (2.12), получаем, что функция
t→ ϕtλ(Bxλ(f)(t)) ограничена на T и, следовательно, является элементом про-
странства L2(T,H). Аналогично в соответствии с утверждением теоремы 2.1
функция ∂ϕtλ(Bxλ(f)(t)) = −ẋλ(f)(t) − f(t) — элемент пространства L2(T,H).
Поскольку〈

∂ϕtλ(Bxλ(f)(t)), Bẋλ(f)(t)
〉

= −〈ẋλ(f)(t) + f(t), Bẋλ(f)(t)〉,
воспользовавшись неравенствами (2.11)–(2.14) и интегрируемостью соответству-
ющих функций, получим неравенство

ϕtλ(Bxλ(f)(t)) +
t∫

0

〈ẋλ(f)(s) + f(s), Bẋλ(f)(s)〉 ds

≤ ϕ0
λ(Bx0) +

t∫
0

{
|ȧr(s)| · ‖ẋλ(f)(s) + f(s)‖

(∣∣ϕsλ(Bxλ(f)(s)
∣∣1/2 + 1

}
ds

+
t∫

0

|ḃr(s)|
(∣∣ϕsλ(Bxλ(f)(s)

∣∣+ 1
)
ds (3.24)

с

r ≥ ‖Bxλ(f)‖C(T,H) +K1 ≥ sup
{∥∥J tµ(Bxλ(f)(t)

∥∥; t ∈ T, 0 < µ ≤ 1
}
. (3.25)

Пусть ε > 0. Тогда из (3.1) и неравенства Коши следует, что

‖Bẋλ(f)(s)‖ · ‖f(s)‖ ≤ 1
2
ε2

1
c2
‖ẋλ(f)(s)‖2 +

1
2ε2

‖f(s)‖2, (3.26)

|ȧr(s)| · ‖ẋλ(f)(s) + f(s)‖
(∣∣ϕsλ(Bxλ(f)(s)

∣∣1/2 + 1
)

≤ ε2‖ẋλ(f)‖2 + ε2‖f(s)‖2 +
1
ε2
|ȧr(s)|2

(∣∣ϕsλ(Bxλ(f)(s)
∣∣+ 1

)
. (3.27)

Нетрудно убедиться, что существует ε0 > 0 такое, что c− 1
2ε

2
0−ε20 > 0. Положим

α = c− 1
2
ε20 − ε20 > 0, β = ε20 +

1
2ε20

, γ =
1
ε20
. (3.28)

Воспользовавшись (3.24), (3.26)–(3.28), с помощью несложных преобразо-
ваний получим

ϕtλ(Bxλ(f)(t)) + α

t∫
0

‖ẋλ(f)(s)‖2 ds ≤ ϕ0
λ(Bx0) + β

t∫
0

‖f(s)‖2 ds

+
t∫

0

{γ|ȧr(s)|2 + |ḃr(s)|}(|ϕsλ(Bxλ(f)(s)|+ 1)} ds (3.29)
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с r, удовлетворяющим неравенству (3.25). Заменяя в (3.29), (3.25) xλ(f) на
xλ(yλ(0), f) ∈ RG(λ), λ ∈ �, λ 6= 0, и учитывая (3.21), (3.1), приходим к нера-
венствам (3.22), (3.23). Лемма доказана.

Обозначим

R∗
G = {∪RG(λ); λ ∈ �, λ 6= 0}, RG = {∪RG(λ);λ ∈ �}, (3.30)

и пусть
D = {x ∈ H; ‖x‖ ≤M3}, (3.31)

где M3 > 0 — константа из неравенства (3.21).

Лемма 3.4. Множество RG является равностепенно непрерывным под-
множеством пространства C(T,H).

Доказательство. Из неравенств (2.2), (2.10) следует, что для любого
xλ(yλ(0), f) ∈ R∗

G имеет место неравенство∣∣ϕtλ(Bxλ(yλ(0), f)(t))
∣∣ ≤ ϕt(Bxλ(yλ(0), f)(t))

+ 2K1(‖Bxλ(yλ(0), f)(t)‖+ 1), t ∈ T. (3.32)

Воспользовавшись неравенствами (3.5), (3.21), (3.22), (3.32), получим

∣∣ϕtλ(Bxλ(yλ(0), f)(t))
∣∣+ α

t∫
0

‖ẋλ(yλ(0), f)(s)‖2 ds ≤M1 + 2K1

(
1
c
M3 + 1

)

+ β

t∫
0

‖f(s)‖2 ds+
t∫

0

(γ|ȧr∗(s)|2 + |ḃr∗(s)|) ·
(∣∣ϕsλ(Bxλ(yλ(0), f)(s))

∣∣+ 1
)
ds,

(3.33)

t ∈ T , λ ∈ �, λ 6= 0. Из этого неравенства, (3.19) и неравенства Беллмана —
Гронуолла вытекает, что существует константа A > 0 такая, что∣∣ϕtλ(Bxλ(yλ(0), f)(t))

∣∣ ≤ A, t ∈ T, λ ∈ �, λ 6= 0.

Применяя это неравенство, а также (3.33) и (3.19), имеем∫
T

‖ẋλ(yλ(0), f)(t)‖2 dt ≤ L2, λ ∈ �, λ 6= 0, f ∈ SG, (3.34)

для некоторой константы L > 0. Из (3.34) и неравенства Гёльдера следует, что

‖xλ(yλ(0), f)(t)− xλ(yλ(0), f)(s)‖ ≤ |t− s|1/2L, λ ∈ �, λ 6= 0, f ∈ SG.

Тем самым множество R∗
G равностепенно непрерывно. Согласно лемме 3.1

RG ⊂ R
∗
G, где черта вверху означает замыкание в C(T,H). Поскольку за-

мыкание равностепенно непрерывного множества равностепенно непрерывно,
множество RG равностепенно непрерывно в C(T,H). Лемма доказана.

Следующая теорема является основополагающей в наших исследованиях.
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Теорема 3.1. Оператор (λ, f) → L (λ, yλ(0), f) непрерывен из � × ω-SG
в C(T,H).

Доказательство. Так как множество ω-SG — выпуклый метризуемый
компакт в ω-L2(T,H), достаточно доказать секвенциальную непрерывность опе-
ратора (λ, f) → L (λ, yλ(0), f).

Вначале мы покажем, что для каждого λ ∈ � оператор f → L (λ, yλ(0), f)
является непрерывным из ω-SG в C(T,H). Пусть λ ∈ � и последовательность
fn ∈ SG, n ≥ 1, сходится к f∗ в пространстве ω-L2(T,H). Воспользовавшись
монотонностью оператора ∂ϕtλ, получим

〈Bxλ(yλ(0), fn)(t)−Bxλ(yλ(0), f∗)(t), ẋλ(yλ(0), fn)(t)− ẋλ(yλ(0), f∗)(t)〉
≤ 〈Bxλ(yλ(0), fn)(t)−Bxλ(yλ(0), f∗)(t), f∗(t)− fn(t)〉. (3.35)

Из неравенств (3.21), (3.31) следует, что xλ(yλ(0), fn)(t) ∈ D, t ∈ T . В си-
лу того, что xλ(yλ(0), fn) ∈ RG, n ≥ 1, согласно лемме 3.4 последователь-
ность xλ(yλ(0), fn), n ≥ 1, равностепенно непрерывна в C(T,H). Поэтому по-
следовательность xλ(yλ(0), fn), n ≥ 1, относительно компактна в C(T, ω-H).
Поскольку C(T, ω-D) — метризуемое подмножество пространства C(T, ω-H) и
xλ(yλ(0), fn) ∈ C(T, ω-D), n ≥ 1, найдется подпоследовательность xλ(yλ(0), fnk),
k ≥ 1, последовательности xλ(yλ(0), fn), n ≥ 1, сходящаяся в топологии про-
странства C(T, ω-H) к некоторому элементу z(·) ∈ C(T, ω-D). Очевидно, что
z(·) ∈ L2(T,H). Так как f∗(t), fn(t) ∈ G(t), n ≥ 1, и при почти каждом t ∈ T
множество G(t) является компактом в H, а оператор B непрерывен из ω-H в
ω-H, то

lim
k→∞

|〈Bxλ(yλ(0), fnk)(t)−Bz(t), f∗(t)− fnk(t)〉| = 0 (3.36)

при почти каждом t ∈ T . Из (3.19), (3.21), (3.36) и теоремы Лебега об ограни-
ченной сходимости следует, что

lim
k→∞

∫
T

|〈xλ(yλ(0), fnk)(t)−Bz(t), f∗(t)− fnk(t)〉| dt = 0. (3.37)

Поскольку fnk → f∗ в ω-L2(T,H), имеем

lim
k→∞

t∫
0

〈Bz(s), f∗(s)− fnk(s)〉 ds = 0, t ∈ T. (3.38)

Из неравенства
1
2
c‖xλ(yλ(0), fnk)(t)− x∗(yλ(0), f∗)(t)‖2 ≤ 1

2
〈xλ(yλ(0), fnk)(t)

− xλ(yλ(0), f∗)(t), Bxλ(yλ(0), fnk)(t)−Bxλ(yλ(0), f∗)(t)〉

=
t∫

0

〈Bxλ(yλ(0), fnk)(s)−Bxλ(yλ(0), f∗)(s), ẋλ(yλ(0), fnk(s)−ẋλ(yλ(0), f∗(s)〉 ds

и (3.35), (3.37) и (3.38) вытекает, что

xλ(yλ(0), fnk)(t) → xλ(yλ(0), f∗)(t) в H, t ∈ T. (3.39)

Поскольку на каждом равностепенно непрерывном множестве топология пото-
чечной сходимости на компактном множестве T совпадает с топологией рав-
номерной сходимости [6], в соответствии с (3.39) xλ(yλ(0), fnk) → xλ(yλ(0), f∗)
в C(T,H).
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Если мы предположим, что сама последовательность xλ(yλ(0), fn), n ≥ 1, не
сходится к xλ(yλ(0), f∗), то найдется подпоследовательность xλ(yλ(0), fnk), k ≥
1, последовательности xλ(yλ(0), fn), n ≥ 1, такая, что любая подпоследователь-
ность последовательности xλ(yλ(0), fnk), k ≥ 1, не сходится к xλ(yλ(0), f∗). По-
вторяя рассуждения, приведенные выше, к последовательности xλ(yλ(0), fnk),
k ≥ 1, мы придем к противоречию. Тем самым оператор f → L (λ, yλ(0), f)
непрерывен из ω-SG в C(T,H).

Докажем теперь непрерывность оператора (λ, f) → L (λ, yλ(0), f) из �×ω-
SG в C(T,H). Так как множество � имеет единственную предельную точку
λ = 0, на основании доказанного выше нам нужно рассмотреть только случай,
когда λn → 0, λn ∈ � и последовательность fn ∈ SG, n ≥ 1, сходится к f∗ в
ω-L2(T,H). В этом случае имеем

‖L (0, y(0), f∗)−L (λn, yλn(0), fn)‖C(T,H)

≤ ‖L (λn, yλn(0), fn)−L (λn, yλn(0), f∗)‖C(T,H)

+ ‖L (λn, yλn(0n), f∗)−L (λn, y(0), f∗)‖C(T,H)

+ ‖L (λn, y(0), f∗)−L (0, y(0), f∗)‖C(T,H). (3.40)

Воспользовавшись теоремой 2.1, получим

lim
n→∞

‖L (λn, y(0), f∗)−L (0, y(0), f∗)‖C(T,H) = 0. (3.41)

В соответствии с неравенством (3.2)

lim
n→∞

‖L (λn, yλn(0), f∗)−L (λn, y(0), f∗)‖C(T,H) ≤ lim
n→∞

1
c2
‖yλn(0)− y(0)‖ = 0.

(3.42)
Согласно лемме 3.4 последовательность xλn(yλn(0), fn)− xλn(yλn(0), f∗), n ≥ 1,
является равностепенно непрерывной в C(T,H) и

‖xλn(yλn(0), fn)(t)− xλn(yλn(0), f∗)(t)‖ ≤ 2M3, t ∈ T, n ≥ 1.

Поэтому из последовательности xλn(yλn(0), fn)− xλn(yλn(0), f∗)(t), n ≥ 1, мож-
но выбрать подпоследовательность, сходящуюся в пространстве C(T, ω-H) к
некоторому элементу z(·) ∈ C(T, ω-H). Как будет видно из ниже приведенных
рассуждений, не нарушая общности, мы можем считать, что сама последова-
тельность xλn(yλn(0), fn)− xλn(yλn(0), f∗) сходится в C(T, ω-H) к z(·).

С помощью тех же аргументов, которые использовались при доказатель-
стве соотношений (3.37), (3.38), получим

lim
n→∞

∫
T

|〈Bxλn(yλn(0), fn)(t)−Bxλn(yλn(0), f∗)(t)−Bz(t), f∗(t)− fn(t)〉| dt = 0,

(3.43)

lim
n→∞

t∫
0

〈Bz(s), f∗(s)− fn(s)〉 ds = 0. (3.44)

Поскольку
1
2
c‖xλn(yλn(0), fn)(t)− xλn(yλn(0), f∗)(t)‖2

≤
t∫

0

〈Bxλn(yλn(0), fn)(s)−Bxλn(yλn(0), f∗)(s), f∗(s)− fn(s)〉 ds, (3.45)
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из соотношений (3.43)–(3.45) и равностепенной непрерывности последователь-
ности xλn(yλn(0), fn)− xλn(yλn(0), f∗), n ≥ 1, следует, что

lim
n→∞

‖xλn(yλn(0), fn)− xλn(yλn(0), f∗)‖C(T,H) = 0. (3.46)

Теперь утверждение теоремы вытекает из (3.40)–(3.42) и (3.46). Теорема дока-
зана.

Следствие 3.1. Множество RG является компактом в C(T,H).

Так как RG = {L (λ, yλ(0), f); λ ∈ �, f ∈ SG} и множества � и ω-SG
являются компактами, следствие вытекает из теоремы 3.1.

§4. Существование и свойства решений включений

В этом параграфе мы перейдем к изложению основных результатов.

Теорема 4.1. Пусть выполняются гипотезы H(F )(1)–(3). Тогда для лю-
бого λ ∈ � множество Rλ

extF (yλ(0)) непусто, а множество Rλ
F (yλ(0)) является

компактным подмножеством пространства C(T,H)× ω-L2(T,H).

Доказательство теоремы дословно повторяет доказательство аналогичной
теоремы 4.1 в [2].

Следствие 4.1. Пусть выполняются гипотезы H(F ) (1)–(3). Тогда для
каждого λ ∈ �

(1) множество T rλextF (yλ(0)) непусто, а множество T rλF (yλ(0)) является
компактным подмножеством пространства C(T,H);

(2) множество A λ
F (yλ(0))(t), t ∈ T , является компактом в H, и отображение

t→ A λ
F (yλ(0))(t) непрерывно из T в compH.

Следствие вытекает из теоремы 4.1.

Теорема 4.2. Пусть выполняются гипотезы H(F )(1)–(4) и λ ∈ �. Тогда
для любого x∗((yλ(0), f∗) ∈ T rλF (yλ(0)) существует последовательность
xnλ((yλ(0), fn) ∈ T rλextF (yλ(0)), n ≥ 1, сходящаяся к x∗((yλ(0), f∗) в простран-
стве C(T,H).

Доказательство. Рассмотрим отображение

F (x) = {f(·) ∈ M (H); f(t) ∈ F (t, prx(t)) п. в.}, (4.1)

x ∈ RG (см. (3.30), (3.20)). Согласно (3.21) имеем ‖x(·)‖C(T,H) ≤ M3 для
любого x(·) ∈ RG. Из (3.19) и утверждения 4.2 в [7] следует, что F (x) является
отображением из RG в cbL2(T,H) с выпуклыми значениями и непрерывным в
метрике Хаусдорфа на пространстве cbL2(T,H). Пусть λ ∈ � фиксировано и
x∗((yλ(0), f∗) ∈ T rλF (yλ(0)). Тогда

f∗(t) ∈ F (t, x∗(t)) п. в., (4.2)

где x∗(t) = x∗(yλ(0), f∗)(t), и x∗(t) ∈ Q, t ∈ T (см. (3.10)). Воспользовавшись
гипотезой H(F )(4), рассмотрим функцию

f(t, y, v) = 〈Bx∗(t)−By, f∗(t)− v〉+ kM (t)‖x∗(t)− y‖2,

где M > 0 — константа из неравенства (3.9).
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Согласно следствию 2.1 из [8] существует последовательность замкнутых

множеств Tk ⊂ Tk+1 ⊂ · · · ⊂ T , k ≥ 1, µ
(
T\

∞⋃
k=1

Tk

)
= 0 такая, что отоб-

ражение F (t, x) и функция f(t, y, v) являются непрерывными по совокупности
переменных на Tk ×Q и на Tk ×Q×H соответственно.

Рассмотрим многозначное отображение Vn : T ×Q→ H, n ≥ 1, определен-
ное по правилу

Vn(t, y) = {v ∈ H; f(t, y, v) + 1/n > 0}, t ∈ T, y ∈ Q. (4.3)

Поскольку функция f(t, y, v) линейна по v, множество Vn(t, y), t ∈ T , y ∈ Q,
выпуклое. Более того, график отображения Vn(t, y) — открытое подмножество
пространства Tk × Q × H, k ≥ 1, в силу непрерывности функции f(t, y, v) на
Tk ×Q×H, k ≥ 1. Положим

Un(t, y) = F (t, y) ∩ Vn(t, y), t ∈ T, y ∈ Q. (4.4)

Тогда согласно гипотезе H(F )(4) множество Un(t, y) непусто и выпукло. По-
скольку график отображения Vn(t, y) является открытым множеством в Tk ×
Q×H, значениями отображения Vn(t, y) будут выпуклые множества и отобра-
жение F (t, y) непрерывно на Tk × Q, k ≥ 1, то отображение (t, y) → Un(t, y)
полунепрерывно снизу по Вьеторису на Tk × Q, k ≥ 1. Этим свойством будет
обладать и отображение (t, y) → Un(t, y), где черта вверху означает замыкание
множества Un(t, y) в H.

Ясно, что
Un(t, y) ⊂ F (t, y), t ∈ T, y ∈ Q, (4.5)

и согласно (4.3), (4.4) будет иметь место неравенство

〈Bx∗(t)−By, f∗(t)− v〉+ kM (t)‖x∗(t)− y‖2 + 1/n ≥ 0 (4.6)

для любых y ∈ Q, v ∈ Un(t, y).
Из свойств отображения Un(t, y) следует, что для любой непрерывной

функции x : T → Q отображение t → Un(t, x(t)) измеримо и, значит, име-
ет измеримые селекторы. Поскольку для любого x ∈ T rλF (yλ(0)) имеет место
включение x(t) ∈ Q, t ∈ T , то мы можем определить отображение

Fλ
n (x) = {f(·) ∈ M (H); f(t) ∈ Un(t, x(t)) п. в.}, (4.7)

x ∈ T rλF (yλ(0)).
Из (4.5) вытекает, что Fλ

n (x) для каждого x ∈ T rλF (yλ(0)) является непу-
стым выпуклым слабо компактным подмножеством пространства L2(T,H). Ис-
пользуя достаточно стандартные рассуждения, например доказательство лем-
мы 4.1 в [9], получим, что отображение x → Fλ

n (x) полунепрерывно снизу по
Вьеторису на T rF (yλ(0)). Поэтому согласно теореме Майкла [10] существует
непрерывное отображение vn : T rλF (yλ(0)) → L2(T,H) такое, что

vλn(x) ∈ Fλ
n (x), x ∈ T rλF (yλ(0)). (4.8)

Из (4.1), (4.7) и (4.8) следует, что

vλn(x) ∈ F (x), x ∈ T rλF (yλ(0)). (4.9)

Поскольку множество T rλF (yλ(0)) ⊂ RG является компактом, согласно теореме
Майкла существует непрерывное отображение ṽλn : RG → L2(T,H) такое, что

ṽλn(x) ∈ F (x), x ∈ RG, (4.10)
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ṽλn(x) = vλn(x), x ∈ T rλF (yλ(0)). (4.11)

Воспользовавшись теоремой 0.2 в [11], получим, что существует непрерывное
отображение gλn : RG(λ) → L2(T,H) такое, что

gλn(x) ∈ extF (x), x ∈ RG(λ), (4.12)∥∥gλn(x)− ṽλn(x)
∥∥
ω
≤ 1/n, x ∈ RG(λ), (4.13)

где ‖ · ‖ω — норма (2.1) и ext F (x) — совокупность всех экстремальных точек
множества F (x). Из (4.1), (4.12) и следствия 5.2 [7] вытекает, что

gλn(x)(t) ∈ extF (t, prx(t)) п. в., x ∈ RG(λ), (4.14)

С учетом (3.17) extF (t, prx) ⊂ G(t), x ∈ H. Поэтому (см. (3.18))

gλn(x) ∈ SG, x ∈ RG(λ). (4.15)

Рассмотрим отображение f → gλn(L (λ, yλ(0), f)), которое согласно теоре-
ме 3.1 является непрерывным из ω-SG в L2(T,H) и тем самым из ω-SG в ω-
L2(T,H). Из (4.15) и включения L (λ, yλ(0), f) ∈ RG(λ), f ∈ SG, следует, что
gλn(L (λ, yλ(0), f) — непрерывное отображение из ω-SG в ω-SG. Поскольку SG
является выпуклым компактным подмножеством пространства ω-L2(T,H), со-
гласно теореме Шаудера существует точка fλn ∈ SG такая, что

fλn = gλn
(
L (λ, yλ(0), fλn

)
. (4.16)

Положим
xλn(·) = xn

(
yλ(0), fλn

)
= L

(
λ, yλ(0), fλn

)
. (4.17)

Тогда из (4.14), (4.16), (4.17) следует, что

fλn (t) = gλn
(
xλn
)
(t) ∈ extF

(
t, prx

λ
n(t)

)
п. в. (4.18)

Воспользовавшись (3.13) и аргументами, приведенными в § 3, получаем, что(
xλn(·), fλn

)
∈ Rλ

extF (yλ(0)). Поэтому xλn(·) ∈ T rλextF (yλ(0)). Из (4.11), (4.13),
(4.17), (4.18) вытекает, что∥∥fλn − vλn

(
xλn
)∥∥

ω
≤ 1/n, n ≥ 1. (4.19)

Поскольку xλn(t) ∈ Q, n ≥ 1, t ∈ T , согласно (4.6)–(4.8) справедливо неравенство〈
Bx∗(t)−Bxλn(t), f∗(t)− vλn

(
xλn
)
(t)
〉

+ kM (t)
∥∥x∗(t)− xλn(t)

∥∥2 + 1/n ≥ 0, n ≥ 1.
(4.20)

В силу монотонности оператора ∂ϕtλ и (2.5) имеем

1
2
c
∥∥x∗(t)− xλn(t)

∥∥2 ≤ 1
2
〈
xλ∗(t)− xλn(t), Bx∗(t)−Bxλn(t)

〉
≤

t∫
0

〈
Bxλ∗(s)−Bxλn(s), fλn (s)− f∗(s)

〉
ds

=
t∫

0

〈
Bx∗(s)−Bxλn(s), fλn (s)− vλn

(
xλn
)
(s)
〉
ds

+
t∫

0

〈
Bx∗(s)−Bxλn(s), vλn

(
xλn
)
(s)− f∗(s)

〉
ds. (4.21)
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Так как fλn , v
λ
n

(
xλn
)
∈ SG, n ≥ 1, последовательность fλn − vλn

(
xλn
)
, n ≥ 1, огра-

ничена в L2(T,H). Тогда из (4.19) и леммы 2.1 следует, что последователь-
ность fλn − vλn

(
xλn
)
, n ≥ 1, сходится в ω-L2(T,H) к нулевому элементу простран-

ства L2(T,H). Поскольку множество T rextF (yλ(0)) относительно компактно
в C(T,H), множество

{
Bxλ∗ − Bxλn

}
n≥1 относительно компактно в C(T,H) и,

следовательно, в L2(T,H). Тогда

lim
n→∞

t∫
0

〈
Bx∗(s)−Bxλn(s), fλn (s)− vλn

(
xλn
)
(s)
〉
ds = 0, t ∈ T. (4.22)

Не нарушая общности, можем считать, что последовательность xλn(·), n ≥ 1,
сходится в C(T,H) к некоторому элементу y(·). Учитывая (4.20), (4.22) и пере-
ходя к пределу в (4.21), получим

1
2
c‖x∗(t)− y(t)‖2 ≤

t∫
0

kM (t)‖x∗(s)− y(s)‖2 ds, t ∈ T. (4.23)

Из (4.23) и неравенства Беллмана — Гронуолла следует, что y(t) = x(t), t ∈ T .
Тем самым последовательность xλn(·) ∈ T rextF (yλ(0)), λ ∈ �, сходится к x∗(·) ∈
T rF (yλ(0)). Теорема доказана.

Следствие 4.2. Пусть выполняются гипотезы H(F )(1)–(4). Тогда имеют
место равенства

T rλF (yλ(0)) = T rλextF (yλ(0)), λ ∈ �,

где черта вверху означает замыкание в C(T,H), и

A λ
F (yλ(0))(t) = A λ

extF (yλ(0))(t), λ ∈ �, t ∈ T,

где черта вверху означает замыкание в H.
Следствие вытекает из следствия 4.1 и теоремы 4.2.

Теорема 4.3. Пусть выполняются гипотезы H(F )(1)–(4). Тогда отобра-
жение λ→ T rλF (yλ(0)) непрерывно из � в compC(T,H).

Доказательство. Поскольку множество � имеет только одну предель-
ную точку λ = 0, нужно показать, что при λn ∈ �, λn 6= 0, n ≥ 1, λn → 0
последовательность T rλnF (yλn(0)) сходится к T rF (y(0)) в метрике Хаусдорфа
на пространстве compC(T,H).

Вначале покажем, что отображение λ→ T rλF (yλn(0)) полунепрерывно сни-
зу по Вьеторису в точке λ = 0. Для этого достаточно доказать, что для лю-
бого x∗(y(0), f∗) ∈ T rF (y(0)) существует последовательность xλn(yλn(0), fn) ∈
T rλnF (yλn(0)), n ≥ 1, сходящаяся к x∗(y(0), f∗) в C(T,H).

Пусть x∗ = x∗(y(0), f∗) ∈ T rF (y(0)). Сохраним все обозначения и их смысл,
использованные при доказательстве теоремы 4.2. Определим F (x), f(t, y, v),
Vn(t, y), Un(t, y), Un(t, y), как и при доказательстве теоремы 4.2. Повторяя
доказательство теоремы 4.2, получим, что существуют отображения vλnn , ṽλnn ,
удовлетворяющие (4.8), (4.10), (4.11) с λ = λn.

Зафиксируем n ≥ 1 и рассмотрим отображение f → ṽλnn (L (λn, yλn(0), f),
f ∈ SG. Как и при доказательстве теоремы 4.2, получим, что существует точка
fn ∈ SG такая, что

fn = ṽλnn (L (λn, yλn(0), fn). (4.24)
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Положим
xn(·) = xλn(yλn(0), fn) = L (λn, yλn(0), fn). (4.25)

Тогда, воспользовавшись (4.10), имеем

fn(t) = ṽλnn (xn)(t) ∈ F (t, prxn(t)) п. в. (4.26)

Следовательно, в соответствии с (4.25), (4.26) xn ∈ T rλnF (yλn(0)), n ≥ 1. Пола-
гая в (4.7), (4.8), (4.11) λ = λn и принимая во внимание (4.6), (4.26), придем к
неравенству

〈Bx∗(t)−Bxn(t), f∗(t)− fn(t)〉+ kM (t)‖x∗(t)− xn(t)‖2 + 1/n ≥ 0. (4.27)

Поскольку fn ∈ SG, n ≥ 1, не нарушая общности, можем считать, что после-
довательность fn сходится в ω-L2(T,H) к некоторому элементу ϕ. Тогда из
теоремы 3.1 следует, что

xn(·) = L (λn, yλn(0), fn) → z(·) = L (0, y(0), ϕ) (4.28)

в C(T,H). Так как fn(t) ∈ F (t, xn(t)) почти всюду, используя стандартные
рассуждения (см., например, доказательство теоремы 4.1 в [2]), получим

ϕ(t) ∈
∞⋂
n=1

co

( ∞⋃
k=n

fk(t)

)
⊂ F (t, z(t)) п. в. (4.29)

Теперь из (4.28), (4.29) следует, что z(·) = z(y(0), ϕ) является элементом мно-
жества T rF (y(0)). Воспользовавшись определением решения включения (1.1),
по аналогии с (4.21), получим

1
2
c‖x∗(t)− z(t)‖2 ≤

t∫
0

〈Bx∗(s)−Bz(s), ϕ(s)− f∗(s)〉 ds, t ∈ T. (4.30)

Из неравенства (4.27) следует, что

t∫
0

〈Bx∗(s)−Bxn(s), fn(s)− f∗(s)〉 ds ≤
t∫

0

kM (t)‖x∗(s)− xn(s)‖2 ds+ 1/n. (4.31)

Учитывая, что Bxn → Bz в L2(T,H) и fn → ϕ в ω-L2(T,H) и переходя к
пределу в (4.31), приходим к неравенству

t∫
0

〈Bx∗(s)−Bz(s), ϕ(s)− f∗(s)〉 ds ≤
t∫

0

kM (t)‖x∗(s)− z(s)‖2 ds. (4.32)

Из (4.30), (4.32) и неравенства Беллмана — Гронуолла вытекает, что x∗(t) = z(t),
t ∈ T . Тем самым последовательность xn(·) ∈ T rλnF (yλn(0)), n ≥ 1, сходится
в C(T,H) к x∗(·) ∈ T rF (y(0)). Поэтому отображение λ → T rλF (yλ(0)) полуне-
прерывно снизу по Вьеторису.

Докажем теперь полунепрерывность сверху по Вьеторису отображения λ→
T rλF (yλ(0)), λ ∈ �. Поскольку значениями отображения T rλF (yλ(0)) являются
компактные множества из C(T,H) и T rλF (yλ(0)) ⊂ RG, λ ∈ � (см. (3.30)) и в
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соответствии со следствием 3.1 множество RG — компакт в C(T,H), для доказа-
тельства полунепрерывности сверху по Вьеторису отображения T rλF (yλ(0)) до-
статочно доказать замкнутость графика отображения λ → T rλF (yλ(0)). Пусть
λn ∈ �, λn 6= 0, xn = xn(fn) ∈ T rλnF (yλn(0)) и λn → 0, xn → z в C(T,H). Тогда

xn(·) = L (λn, yλn(0), fn) и fn(t) ∈ F (t, xn(t)) п. в.

Так как fn ∈ SG, n ≥ 1, можем считать, что fn → ϕ в ω-L2(T,H). Тогда будут
иметь место соотношения (4.28), (4.29), из которых следует, что z ∈ T rF (y(0)).
Тем самым отображение T rλF (yλ(0)) имеет замкнутый график. Поэтому отоб-
ражение T rλF (yλ(0)) полунепрерывно сверху по Вьеторису. Поскольку отобра-
жение T rλF (yλ(0)) одновременно полунепрерывно сверху и снизу по Вьеторису
и его значениями являются компактные множества из C(T,H), оно непрерывно
в метрике Хаусдорфа. Теорема доказана.

Следствие 4.3. Пусть выполняются гипотезы H(F )(1)–(4). Тогда для
каждого λ ∈ � функция t → A λ

F (yλ(0))(t) является элементом пространства
C(T, compH) и отображение λ→ A λ

F (yλ(0)) непрерывно из � в C(T, compH).
Следствие вытекает из теоремы 5.3 и следствия 4.1.
Замечание 4.1. Из следствий 4.2, 4.3 получаем, что множество достижи-

мости включения (1.1), рассматриваемое как функция времени, с любой сте-
пенью точности равномерно по t может быть аппроксимировано множествами
достижимости включений (1.2), (1.8).

§ 5. Управляемые системы

В этом параграфе мы приведем аналоги полученных выше результатов при-
менительно к управляемым системам. Пусть Y — сепарабельное банахово про-
странство, моделирующее пространство управлений. Рассмотрим управляемую
систему

−ẋ(t) ∈ ∂ϕt(Bx(t)) + g(t, x(t))u(t) + d(t, x(t)) п. в.,

x(0) = y(0), B(y(0)) ∈ domϕ0 (5.1)

с ограничениями
u(t) ∈ U(t, x(t)) п. в., (5.2)

u(t) ∈ extU(t, x(t)) п. в. (5.3)

и ее аппроксимацию

−ẋλ(t) ∈ ∂ϕtλ(Bxλ(t)) + g(t, xλ(t))u(t) + d(t, xλ(t)) п. в.,

x(λ) = yλ(0), Byλ(0) ∈ domϕ0, λ ∈ (0, 1],
(5.4)

с ограничениями (5.2), (5.3).
Обозначим через L (Y,H) пространство непрерывных линейных операто-

ров из Y в H.
Введем следующие предположения.

Гипотезы H(g). Отображение g : T ×H → L (Y,H) таково, что
(1) отображение t→ g(t, x)u измеримо для любых (x, u) ∈ H × Y ;
(2) отображение x→ g(t, x)u непрерывно п. в. для любых u ∈ Y ;
(3) ‖g(t, x)‖L (Y,H) ≤ a1(t) + b1(t)‖x‖, a1(·), b1(·) ∈ L∞(T,R+).
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Гипотезы H(d). Отображение d : T ×H → H таково, что
(1) отображение t→ d(t, x) измеримо;
(2) отображение x→ d(t, x) непрерывно п. в.;
(3) ‖d(t, x)‖ ≤ a1(t) + b1(t)‖x‖.

Гипотезы H(U). Отображение U : T ×H → convH таково, что
(1) отображение t→ U(t, x) измеримо для каждого x ∈ H;
(2) отображение x→ U(t, x) непрерывно почти всюду, и для каждого огра-

ниченного множества V ⊂ H множество {∪(g(t, x)U(t, x)+ d(t, x)); x ∈ V } отно-
сительно компактно;

(3) для почти всех t ∈ T имеет место неравенство ‖U(t, x)‖Y ≤ r, r > 0;
(4) для любого m > 0 существует функция km(·) ∈ L1(T,R+) такая, что

для любых x, y ∈ H, ‖x‖ ≤ m, ‖y‖ ≤ m, u ∈ U(t, x) найдется элемент v ∈ U(t, y),
удовлетворяющий неравенству

〈Bx−By, g(t, x)u+ d(t, x)− g(t, y)v − d(t, y)〉+ km(t)‖x− y‖2 ≥ 0. (5.5)

Под решением управляемой системы (5.1), (5.2) понимается пара (x(·), u(·))
такая, что x : T → H — абсолютно непрерывная функция, x(0) = y(0), Bx(t) ∈
dom ∂ϕt почти всюду и u(·) ∈ L2(T, Y ), удовлетворяющие (1.1), (1.2) почти всю-
ду. Если (x(·), u(·)) — решение системы (5.1), (5.2), то x(·) называется траекто-
рией, а u(·) — управлением. Аналогично определяются решения управляемых
систем (5.1), (5.3), (5.4), (5.2) и (5.4), (5.3). Для управляемых систем множества
траекторий обозначаются теми же символами, что и для включений, рассмот-
ренных в предыдущих параграфах, с заменой F на U . То же самое имеет место
и для множеств достижимости.

Рассмотрим многозначные отображения

V (t, x) = g(t, x)U(t, x), (5.6)

F (t, x) = V (t, x) + d(t, x). (5.7)

Лемма 5.1. Пусть выполняются гипотезы H(g), H(d), H(U). Тогда F (t, x)
является отображением из T × H в convH, удовлетворяющим всем гипоте-
зам H(F ).

Утверждения леммы непосредственно следуют из гипотезH(g), H(d), H(U),
и их доказательство достаточно очевидно.

Всюду в дальнейшем, говоря о включениях (1.1), (1.2), (1.7), (1.8), будем
подразумевать, что в них в качестве отображения F (t, x) рассматривается отоб-
ражение, определенное равенством (5.7).

Пусть (x, f) — решение включения (1.1). Тогда f(·) ∈ L2(T,H) и имеют
место включение (1.3) и

f(t) ∈ g(t, x(t))U(t, x(t)) + d(t, x(t)). (5.8)

Тогда
f(t)− d(t, x(t)) ∈ g(t, x(t))U(t, x(t)).

Из гипотез H(g)(1), (2) и теоремы 7.1 в [12] следует, что существует измеримая
функция u : T → Y , удовлетворяющая

u(t) ∈ U(t, x(t)) п. в., (5.9)

f(t)− d(t, x(t)) = g(t, x(t))u(t). (5.10)
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В соответствии с гипотезой H(U)(3) u(·) ∈ L2(T,H). Поэтому согласно (5.8)–
(5.10) пара (x(·), u(·)) является решением управляемой системы (5.1), (5.2). Если
(x, u) — решение управляемой системы (5.1), (5.2), то (x, f), где f(·) определено
по формуле (5.10), является решением включения (1.1). Поэтому

T rF (y(0)) = T rU (y(0)). (5.11)

Аналогично получаем, что

T rλF (yλ(0)) = T rλU (yλ(0)), λ ∈ (0, 1]. (5.12)

Пусть (x, f) — решение включения (1.7). Тогда f(·) ∈ L2(T,H) и

f(t) ∈ extF (t, x(t)) = ext{g(t, x(t))U(t, x(t))}+ d(t, x(t)). (5.13)

Обозначим через S(V ), S(U) множества

S(V ) = {f(·) ∈ L2(T,H); f(t) ∈ V (t, x(t)) п. в.},

S(U) = {u(·) ∈ L2(T, Y ); u(t) ∈ U(t, x(t)) п. в.}.
Тогда S(V ) и S(U) являются выпуклыми компактными подмножествами про-
странств ω-L2(T,H) и ω-L2(T, Y ) соответственно. Поэтому множества extS(V )
и extS(U) непусты.

Согласно следствию 5.2 из [7]

extS(V ) = {f(·) ∈ L2(T,H); f(t) ∈ extV (t, x(t)) п. в.}, (5.14)

extS(U) = {u(·) ∈ L2(T, Y ); u(t) ∈ extU(t, x(t)) п. в.}. (5.15)

Рассмотрим оператор A : L2(T, Y ) → L2(T,H), определенный по правилу

A(u)(t) = g(t, x(t))u(t) п. в., u(·) ∈ L2(T, Y ).

Из гипотез H(g) следует, что A является линейным непрерывным оператором.
С учетом рассуждений, использованных при доказательстве равенства (5.11),
получим, что

S(V ) = A(S(U)).

Поэтому
extS(V ) ⊂ A(extS(U)). (5.16)

В соответствии с (5.13)

f(t)− d(t, x(t)) ∈ extV (t, x(t)). (5.17)

Теперь из (5.14), (5.15), (5.17) вытекает, что существует u(·) ∈ L2(T,H) такое,
что

u(t) ∈ extU(t, x(t)) п. в. (5.18)

и
f(t)− d(t, x(t)) = g(t, x(t))u(t). (5.19)

В силу (5.18), (5.19) (x(·), u(·)) является решением управляемой системы (5.1),
(5.3). Поэтому

T rextF (y(0)) ⊂ T rextU (y(0)). (5.20)

По аналогии получим

T rλextF (yλ(0)) ⊂ T rλextU (yλ(0)), λ ∈ (0, 1]. (5.21)

Подводя итог сказанному выше, мы приходим к следующим утверждениям.
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Теорема 5.1. Пусть выполняются гипотезы H(g), H(d), H(U). Тогда
(1) T rλU (yλ(0)), λ ∈ �, является компактным подмножеством простран-

ства C(T,H);
(2) T rλU (yλ(0)) = T rλextU (yλ(0)), λ ∈ �, где черта означает замыкание

в C(T,H);
(3) отображение λ→ T rλU (yλ(0)) непрерывно из � в compC(T,H).
Теорема 5.1 вытекает из леммы 5.1, следствий 4.1, 4.2, теоремы 4.3 и (5.12),

(5.20).

Следствие 5.1. Пусть выполняются гипотезы H(g), H(c) и H(U). Тогда
(1) A λ

U (u(λ))(t), λ ∈ �, t ∈ T , является компактным подмножеством про-
странства H и

A λ
U (yλ(0))(t) = A λ

extU (yλ(0))(t), λ ∈ �, t ∈ T,

где черта вверху означает замыкание в H;
(2) отображение t → A λ

U (yλ(0))(t), λ ∈ �, непрерывно из T в compH и,
следовательно, является элементом пространства C(T, compH);

(3) отображение λ→ A λ
U (yλ(0)) непрерывно из � в C(T, compH).

Следствие представляет собой перефразировку теоремы 5.1.

Лемма 5.2. Пусть выполняются гипотезы H(g)(1), (3), H(d), H(U)(1)–(3)
и для любого m > 0 существуют lm > 0 и rm(·) ∈ L1(T,R+) такие, что для
любых x, y ∈ H, ‖x‖ ≤ m, ‖y‖ ≤ m

‖g(t, x)− g(t, y)‖L (Y,H) ≤ lm‖x− y‖, (5.22)

DY (U(t, x), U(t, y)) ≤ lm‖x− y‖, (5.23)

〈x− y,Bd(t, x)−Bd(t, y)〉+ rm(t)‖x− y‖2 ≥ 0. (5.24)

Тогда справедливы все утверждения теоремы 5.1 и следствия 5.1.
Доказательство. Если мы покажем, что выполняются гипотезы H(g),

H(U), то утверждения леммы следуют из теоремы 5.1 и следствия 5.1. Из (5.22)
вытекает, что гипотеза H(g)(2) выполняется. Поэтому гипотезы H(g) имеют
место. Остается показать, что выполняется неравенство (5.5). Пусть x, y ∈ H,
‖x‖ ≤ m, ‖y‖ ≤ m и u ∈ U(t, x). Тогда из (5.23) и компактности множества
U(t, x) следует, что существует элемент v ∈ U(t, y) такой, что

‖u− v‖ ≤ lm‖x− y‖. (5.25)

Очевидно, что

− 〈Bx−By, g(t, x)u− g(t, y)v〉 ≤ ‖B‖ · ‖x− y‖ · ‖g(t, x)‖L (Y,H) · ‖u− v‖
+ ‖B‖ · ‖x− y‖ · ‖g(t, x)− g(t, y)‖L (Y,H) · ‖v‖.

Воспользовавшись (3.1), H(g)(3), H(U)(3), (5.22), (5.24) и (5.25), получим

−〈Bx−By, g(t, x)u− g(t, y)v + d(t, x)− d(t, y)〉 ≤ km(t)‖x− y‖2,

где km(t) = 1
c (a1(t) + b1(t)m) · lm + 1

c · lmr + rm(t). Лемма доказана.

Замечание 5.1. Для y0 ∈ H, By0 ∈ domϕ0, ϕ0(By0) ≤ M1 мы выбирали
yn ∈M , Byn ∈ domϕ0, yn → y0 так, чтобы

ϕ0(Byn) ≤M1. (5.26)
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Если функция ϕ0(x) непрерывна в точке By0, то неравенство (5.26) будет вы-
полняться для любой последовательности yn → y0, Byn ∈ domϕ0 при некотором
M1 > 0. Поэтому если функция ϕ0(x) непрерывна в точке By0 ∈ domϕ0, то все
наши утверждения будут справедливы для любой последовательности yn → y0,
Byn ∈ domϕ0. В частности, если внутренность int domϕ0 эффективной области
domϕ0 непуста и By0 ∈ int domϕ0, то функция ϕ(x) непрерывна в точке By0.

§ 6. Пример

Пусть управляемая система описывается уравнением

−ẋ = f1(σ1) + d1(x, y),

−ẏ = f2(σ2) + g1(x, y)u+ d2(x, y), x(0) = x1(0), y(0) = y1(0)
(6.1)

с ограничением
|u| ≤ 1, (6.2)

где
σ1 = b11x+ b12y, σ2 = b21x+ b22y, b12 = b21. (6.3)

Функции f1(σ) и f2(σ) имеют вид

f1(σ) = 1 + σ, σ > 0, f1(σ) = −1 + σ, σ < 0, (6.4)

f2(σ) = exp(−ν · |σ|) sgnσ, (6.5)

где sgnσ = 1, σ > 0, sgnσ = −1, σ < 0, ν > 0. В точке σ = 0 функции
f1(σ) и f2(σ) не определены. Если под решением уравнения (6.1) с разрывной
правой частью понимать решение в смысле А. Ф. Филиппова [13], то в точке
σ = 0 мы должны функции f1(σ) и f2(σ) доопределить следующим образом:
f1(0) = [−1, 1], f2(0) = [−1, 1]. Всюду в дальнейшем, чтобы не вводить новых
обозначений, под f1(σ) и f2(σ) мы будем понимать эти функции, доопределен-
ные в точке σ = 0 указанным выше способом. Нетрудно убедиться, что имеют
место равенства

f1(σ) = sgnσ + σ, f2(σ) = sgnσ + f∗2 (σ), (6.6)

где

f∗2 (σ) =
{ −(1− exp(−νσ), если σ > 0,

(1− exp(νσ), если σ ≤ 0.
(6.7)

Функция f∗2 (σ) является липшицевой, и

|f∗2 (σ)| ≤ 1. (6.8)

Учитывая (6.3), (6.6), (6.7), систему (6.1) перепишем в виде включения

−ẋ ∈ sgnσ1(x, y) + σ1(x, y) + d1(x, y),
−ẏ ∈ sgnσ2(x, y) + f∗2 (σ2(x, y)) + g1(x, y)u+ d2(x, y).

(6.9)

Пусть

qλ(σ) =


−1, если σ < −λ,
1/λ, если |σ| ≤ λ,

+1, если σ > λ,

(6.10)
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λ ∈ (0, 1]. Наряду с системой (6.9) рассмотрим систему

−ẋλ = qλ(σ1(xλ, yλ) + σ1(xλ, yλ) + d1(xλ, yλ),
−ẏλ = qλ(σ2(xλ, yλ)) + f∗2 (σ2(xλ, yλ)) + g1(xλ, yλ)u+ d2(xλ, yλ),

(6.11)

xλ(0) = x1
λ(0), yλ(0) = y1

λ(0), λ ∈ (0, 1].
Пусть v = (v1, v2) ∈ R2. Рассмотрим функцию ϕ(v) = |v1|+ |v2|. Используя

свойства выпуклых функций и их субдифференциалов, получим

∂ϕ(v) = {sgn v1, sgn v2}, (6.12)

∂ϕλ(v) = {qλ(v1), qλ(v2)}, (6.13)

где qλ определяется по правилу (6.10).
Пусть z = (x, y). Обозначим

g(z) = (0, g1(x, y)), d(z) = (σ1(x, y) + d1(x, y), f∗2 (σ2(x, y)) + d2(x, y)). (6.14)

Рассмотрим матрицу B = {bij} размера 2 × 2, где коэффициенты bij взяты
из равенств (6.3). Теперь, воспользовавшись (6.10), (6.13), (6.14), мы можем
записать системы (6.9), (6.11) в следующем виде:

−ż ∈ ∂ϕ(Bz) + g(z)u+ d(z), z(0) = z1(0), (6.15)

−żλ ∈ ∂ϕλ(Bzλ) + g(zλ)u+ d(zλ), zλ(0) = z1
λ(0), λ ∈ (0, 1], (6.16)

с ограничением
u ∈ U, U = [−1, 1]. (6.17)

Из (6.15), (6.16) следует, что система (6.11) является аппроксимацией системы
(6.9).

Введем следующие предположения:
(1) B является положительно определенной матрицей;
(2) g1(x, y) является локально липшицевой функцией, и

|g1(x, y)| ≤ a1 + b1(|x|+ |y|); (6.18)

(3) d1(x, y) и d2(x, y) являются локально липшицевыми функциями, и

|d1(x, y)| ≤ a1 + b1(|x|+ |y|), (6.19)

|d2(x, y)| ≤ a1 + b1(|x|+ |y|), a1, b1 > 0. (6.20)

Так как матрица B симметричная и положительно определенная, то оператор B
является самосопряженным и коэрцитивным. Из (6.3), (6.18)–(6.20) следует, что
g(z) — линейный локально липшицев оператор из R в R2, удовлетворяющий ги-
потезам H(g), d(z), будет локально липшицевой функцией, удовлетворяющей
гипотезам H(d). Ясно, что отображение U удовлетворяет гипотезам H(U)(1)–
(3). Известно, что любая локально липшицева функция является липшице-
вой на выпуклом компактном множестве. Поэтому имеют место неравенства
(5.22), (5.23). Используя липшицевость функции d(z) на выпуклом компакте,
получим, что выполняется неравенство (5.24).

Поскольку domϕ = R2, учитывая замечание 5.1, можем в качестве z1(λ),
λ ∈ [0, 1] взять любую непрерывную функцию. Теперь из леммы 5.2 вытекает,
что для управляемых систем (6.1), (6.10) с ограничением (6.2) и ограничени-
ем |u| = 1, которое представляет собой включение u ∈ extU , справедливы все
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утверждения теоремы 5.1 и следствия 5.1. Формулировки этих утверждений
применительно к управляемым системам (6.1), (6.10) мы опускаем ввиду оче-
видности.

Начиная с классической работы А. Ф. Филиппова [14] традиционным пред-
положением, при котором множество решений дифференциального включения
с невыпуклой правой частью плотно в множестве решений дифференциального
включения с овыпукленной правой частью, является липшицевость многознач-
ного отображения F (t, x). То же самое относится и к эволюционным управ-
ляемым системам, в которых предполагается липшицевость оператора g(t, x) и
многозначного отображения U(t, x) [15]. Однако требование липшицевости со-
ответствующих отображений является достаточно ограничительным. Мы при-
ведем частные случаи управляемой системы (6.1), когда предположение локаль-
ной липшицевости соответствующих отображений не выполняется, однако вы-
полняется неравенство (5.5) и, следовательно, для этих случаев справедливы
утверждения теоремы 5.1 и следствия 5.1. Эти примеры показывают, что гипо-
теза � (U)(4) носит более общий характер, чем требование локальной липшице-
вости соответствующих отображений, которое, как следует из доказательства
леммы 5.2, гарантирует выполнение гипотезы � (U)(4).

Случай I. Пусть b12 = b21 = 0, ограничение (6.2) имеет вид 0 ≤ u ≤ 1 и
g1(x, y) = g1(y) является монотонной непрерывной функцией, т. е. 〈y−y1, g1(y)−
g1(y1)〉 ≥ 0, y, y1 ∈ R, удовлетворяющей неравенству (6.18). Тогда при выпол-
нении всех остальных предположений относительно функций d1(x, y), d2(x, y)
будет справедливо неравенство (5.5). Поэтому для такого вида управляемых
систем (6.1), (6.11) верны утверждения теоремы 5.1 и следствия 5.1.

Случай II. Пусть b12 = b21 = 0 и d2(x, y) = d2(y) является монотонной
непрерывной функцией, удовлетворяющей неравенству (6.20). Тогда, если вы-
полнены все остальные предположения относительно функций g1(x, y), d1(x, y),
при выполнении неравенства (6.2) будет справедливо неравенство (5.5). Тем
самым и в этом случае для управляемых систем (6.1), (6.11) верны утвержде-
ния теоремы 5.1 и следствия 5.1. Примером непрерывной монотонной функ-
ции d2(y), удовлетворяющей неравенству (6.19), может служить функция d2(y)
= y/

√
|y|, которая не является локально липшицевой.

Численное построение множеств достижимости управляемых систем вида
(6.11) показывает быструю сходимость этих множеств к множеству достижимо-
сти системы (6.1).

В заключение отметим, что при B = I подобные результаты для эволю-
ционных включений, рассматриваемых в данной работе, были получены в [2] в
предположении, что отображение F (t, x) является липшицевым по x.
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