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1. Введение

Вычисление объема многогранника — очень старая задача. Несколько лет
тому назад И. Х. Сабитов [1] доказал, что объем евклидова многогранника —
это корень алгебраического уравнения, коэффициенты которого являются мно-
гочленами, зависящими от длин ребер и комбинаторного типа многогранника.
В гиперболическом и сферическом случаях ситуация более сложная. Форму-
ла объема для бипрямоугольного тетраэдра (ортосхемы) известна со времен
Н. И. Лобачевского [2] и Шлефли [3]. Объем куба Ламберта и некоторых
других многогранников были получены Келлерхальц [4], Д. А. Деревниным и
А. Д. Медных [5], А. Ю. Весниным, А. Д. Медных и Паркером [6] и др. Мартин
[7] исследовал объем правильного тетраэдра в гиперболическом пространстве.
Объемы идеальных гиперболических многогранников во многих основных част-
ных случаях были найдены Винбергом [8].

Формула объема для произвольных гиперболического и сферического тет-
раэдров долгое время была не известна. Общий алгоритм для нахождения ука-
занной формулы принадлежит Хсянгу [9]. В работах Чо и Кима [10], Мураками
и Яно [11] получена довольно сложная формула для объема тетраэдра. Про-
стое доказательство этой формулы, которое включает также объемы усеченных
тетраэдров, найдено Ушиджимой [12].

Цель этой статьи состоит в нахождении элементарных формул для вычис-
ления объема симметричного тетраэдра в гиперболическом и сферическом про-
странствах.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (код проекта 03–01–00104), ИНТАС (грант 03–51–3663) и Программы
поддержки ведущих научных школ (грант НШ–300.2003.1).

c© 2004 Деревнин Д. А., Медных А. Д., Пашкевич М. Г.



Объем симметричного тетраэдра 1023

Рис. 1

2. Предварительные результаты

Обозначим через Xn сферическое пространство Sn или гиперболическое
пространство Hn. Пусть T = T (A,B,C,D,E, F ) ∈ X3 — тетраэдр с верши-
нами v1, v2, v3, v4 и двугранными углами A,B,C,D,E, F при ребрах с длинами
lA, lB , lC , lD, lE, lF соответственно (рис. 1). Необходимые и достаточные усло-
вия существования тетраэдра в сферическом и гиперболическом пространствах
в терминах матрицы Грама приведены в работах [8] и [13]. При этом тетраэдр
однозначно с точностью до изометрии определяется набором его двугранных
углов.

Тетраэдр T будем называть симметричным, если A = D, B = E, C = F.
Вычисление объемов тетраэдров основывается на следующей формуле

Шлефли (см., например, [3, 4, 14]).

Теорема 1 (дифференциальная формула объема Шлефли). Пусть ком-
пактный симплекс S ∈ Xn (n ≥ 2) имеет вершины P0, . . . , Pn и двугранные
углы αjk = ∠(Sj ,Sk), 0 ≤ j < k ≤ n, образованные (n − 1)-мерными гранями
Sj ,Sk симплекса S при грани Sjk = Sj ∩ Sk.

Тогда дифференциал объема V = Voln на множестве всех симплексов в Xn

имеет вид

KdV (S ) =
1

n− 1

n+1∑

j,k=1
j<k

Voln−2(Sjk)dαjk (Vol0(Sjk) := 1),

где K — кривизна пространства Xn.

В настоящей статье положим K = −1 для гиперболического пространства
и K = 1 для сферического пространства. Формула Шлефли для гиперболиче-
ского и сферического трехмерных пространств приводится к следующему виду:

KdV =
1
2

4∑

j,k=1
j<k

ljkdαjk ,

где ljk — длина соответствующего ребра симплекса S .
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3. Объем гиперболического тетраэдра

Пусть T — гиперболический тетраэдр. Обозначим через

G = 〈− cosαij〉i,j=1,2,3,4 =




1 − cosA − cosB − cosF
− cosA 1 − cosC − cosE
− cosB − cosC 1 − cosD
− cosF − cosE − cosD 1




матрицу Грама тетраэдра T , а через C = 〈cij〉i,j=1,2,3,4 — присоединенную мат-
рицу, состоящую из элементов cij = (−1)i+jGij , где Gij — ij-й минор матри-
цы G.

Доказательство следующего вспомогательного утверждения содержится в
[12].

Предложение 1. Пусть T — гиперболический тетраэдр. Тогда

(i) detG < 0, (ii) cii > 0, i = 1, 2, 3, 4, (iii)
sinA

sh lA
=

√
c33c44√
− detG

.

Из предложения 1 непосредственно следует

Предложение 2. Пусть T — гиперболический тетраэдр. Тогда

sinA sinD

sh lA sh lD
=

sinB sinE

sh lB sh lE
=

sinC sinF

sh lC sh lF
=

√
P

− detG
, (3.1)

где P = c11c22c33c44.

Пусть теперь T — симметричный гиперболический тетраэдр. Положим a =
cosA, b = cosB, c = cosC. В этом случае несложно заметить, что c11 = c22 =
c33 = c44 = γ, где γ = 1 − a2 − b2 − c2 − 2abc > 0 и

� = − detG = (1 − a + b + c)(1 + a− b + c)(1 + a + b− c)(−1 + a + b + c).

Подстановкой найденных выражений в предложение 2 получается

Теорема 2 (теорема синусов). Пусть T — симметричный гиперболический
тетраэдр. Тогда

sinA

sh lA
=

sinB

sh lB
=

sinC

sh lC
= u,

где u = γ√
�

, γ = 1− a2 − b2 − c2 − 2abc, � = (1− a+ b+ c)(1 + a− b+ c)(1 + a+
b− c)(−1 + a + b + c) и A = cosα, B = cosβ, C = cos γ.

Отметим, что из определения u следует полезное тождество

u2 + 1 =
4(a + bc)(b + ac)(c + ab)

(1 − a + b + c)(1 + a− b + c)(1 + a + b− c)(−1 + a + b + c)
. (3.2)

Для вывода формулы объема симметричного гиперболического тетраэдра
потребуется следующая

Лемма 1. Пусть t определяется из равенства

t2 =
4(a + bc)(b + ac)(c + ab)

(1 − a + b + c)(1 + a− b + c)(1 + a + b− c)(−1 + a + b + c)
, (3.3)



Объем симметричного тетраэдра 1025

где a = cosA, b = cosB, c = cosC и A, B, C — двугранные углы симметричного
гиперболического тетраэдра T. Тогда

arcsin
a

t
+ arcsin

b

t
+ arcsin

c

t
= arcsin

1
t
. (3.4)

Доказательство. Заметим, что t2 = u2 + 1 > 1. Покажем, что t, опреде-
ляемое (3.3), является корнем уравнения (3.4). Пользуясь тригонометрическим
тождеством

arcsin(x) ± arcsin(y) = arcsin(x
√

1 − y2 ± y
√

1 − x2),

приведем уравнение (3.4) к следующему виду:

arcsin
(
a

t

√
1 −

b2

t2
+

b

t

√
1 −

a2

t2

)
= arcsin

(
1
t

√
1 −

c2

t2
−

c

t

√
1 −

1
t2

)
.

Для главных значений арксинуса последнее эквивалентно равенству

a
√
t2 − b2 + b

√
t2 − a2 =

√
t2 − c2 − c

√
t2 − 1.

Учитывая (3.2), при непосредственном вычислении имеем

t2 − a2 =
(a(1 − a2 + b2 + c2) + 2bc)2

�
, t2 − b2 =

(b(1 − b2 + a2 + c2) + 2ac)2

�
,

t2 − c2 =
(c(1 − c2 + a2 + b2) + 2ab)2

�
, t2 − 1 =

(1 − a2 − b2 − c2 − 2abc)2

�
.

По предложению 1(ii) имеем 1 − a2 − b2 − c2 − 2abc = c11 > 0. Подставив в
равенство

a
√
t2 − b2 + b

√
t2 − a2 =

√
t2 − c2 − c

√
t2 − 1

полученные для t2−a2, t2−b2, t2−c2, t2−1 выражения, придем к тождеству. �

Следующая теорема дает интегральное представление для объема гипербо-
лического симметричного тетраэдра T.

Теорема 3. Объем гиперболического симметричного тетраэдра T вычис-
ляется по формуле

VolT =
+∞∫

u

(
arcsin

a√
ν2 + 1

+arcsin
b√

ν2 + 1
+arcsin

c√
ν2 + 1

−arcsin
1√

ν2 + 1

)
dν

ν
,

где

u =
1 − a2 − b2 − c2 − 2abc√

(1 − a + b + c)(1 + a− b + c)(1 + a + b− c)(−1 + a + b + c)
,

a = cosA, b = cosB, c = cosC.

Доказательство. Так как T — симметричный тетраэдр, то A = D, B =
E, C = F и lA = lD, lB = lE , lC = lF . По теореме 1 для V = VolT имеем dV =
−lAdA− lBdB − lCdC. Следовательно, объем V удовлетворяет соотношениям

∂V

∂A
= −lA,

∂V

∂B
= −lB,

∂V

∂C
= −lC .
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Отметим, что V → 0 при A,B,C → arccos 1
3 , т. е. в случае, когда T становится

правильным евклидовым тетраэдром.
Положим

Ṽ =
+∞∫

u

F (ν,A,B,C)
dν

ν
,

где

F (ν,A,B,C) = arcsin
a√

ν2 + 1
+arcsin

b√
ν2 + 1

+arcsin
c√

ν2 + 1
−arcsin

1√
ν2 + 1

.

Для доказательства теоремы достаточно проверить, что Ṽ обладает свойствами:
(i) имеют место равенства

∂Ṽ

∂A
= −lA,

∂Ṽ

∂B
= −lB,

∂Ṽ

∂C
= −lC ,

(ii) Ṽ → 0 при A,B,C → arccos 1
3 .

Проверим свойство (i).
Используя формулу Лейбница дифференцирования по параметру, получим

∂Ṽ

∂A
= −F (u,A,B,C)

∂u

∂A
+

+∞∫

u

∂F (ν,A,B,C)
∂a

∂a

∂A

dν

ν
.

Из тождества 3.2 по лемме 1 при t2 = u2 + 1 имеем

F (u,A,B,C)

= arcsin
a√

u2 + 1
+ arcsin

b√
u2 + 1

+ arcsin
c√

u2 + 1
− arcsin

1√
u2 + 1

= 0.

Следовательно, F (u,A,B,C) ∂u
∂A = 0.

Далее,
∂F (ν,A,B,C)

∂a
=

1√
ν2 + 1 − a2

и
∂a

∂A
=

d(cosA)
dA

= − sinA = −
√

1 − a2,

откуда

∂Ṽ

∂A
= −

+∞∫

u

√
1− a2dν

ν
√
ν2 + 1 − a2

= arsh
√

1 − a2

ν

∣∣∣∣
∞

u

= − arsh
√

1 − a2

u
= −lA,

так как из условия теоремы 2 имеем lA = arsh sinA
u = arsh

√
1−a2

u .

Аналогично проверяются равенства ∂Ṽ
∂B = −lB, ∂Ṽ

∂C = −lC .
Проверим свойство (ii). Если A,B,C → arccos 1

3 , то u → +∞. В силу
сходимости интеграла имеем Ṽ → 0. �

Подставляя ν = tg t в условие теоремы 3, получим следующее утверждение.
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Теорема 4. Объем гиперболического симметричного тетраэдра T вычис-
ляется по формуле

2

π/2∫

θ

(arcsin(cosA cos t)+arcsin(cosB cos t)+arcsin(cosC cos t)−arcsin(cos t))
dt

sin 2t
,

где 0 < θ < π/2,

tg2 θ =
1 − a2 − b2 − c2 − 2abc√

(1 − a + b + c)(1 + a− b + c)(1 + a + b− c)(−1 + a + b + c)
,

a = cosA, b = cosB и c = cosC.

4. Объем сферического тетраэдра

Рассмотрим тетраэдр T (см. рис. 1) в сферическом пространстве S3.
Пусть

G = 〈− cosαij〉i,j=1,2,3,4 =




1 − cosA − cosB − cosF
− cosA 1 − cosC − cosE
− cosB − cosC 1 − cosD
− cosF − cosE − cosD 1




— матрица Грама тетраэдра T, а C = 〈cij〉i,j=1,2,3,4 — присоединенная матрица,
состоящая из элементов cij = (−1)i+jGij , где Gij — ij-й минор матрицы G.

Следующее предложение существенно опирается на теоремы существова-
ния сферического тетраэдра, полученные в [8] и [13].

Предложение 3. Пусть T — сферический тетраэдр. Тогда

(i) detG > 0, (ii) cii > 0, i = 1, 2, 3, 4, (iii)
sinA

sin lA
=

√
c33c44√
detG

.

Доказательство. Условия (i) и (ii) следуют из существования сфериче-
ского тетраэдра с матрицей Грама G (см. [8, 13]). Для доказательства равенства
(iii) воспользуемся следующей теоремой Якоби (см. [15, с. 24, теорема 2.5.1]).

Теорема 5. Пусть A = 〈aij〉i,j=1,...,n — матрица порядка n × n с опреде-
лителем � = detA. Обозначим через C = 〈cij〉i,j=1,...,n матрицу, состоящую из
элементов cij = (−1)i+j detAij , где Aij — ij-й минор матрицы A. Тогда для
всякого k, 1 ≤ k ≤ n− 1, справедливо равенство

det〈cij〉i,j=1,...,k = �k−1 det〈aij〉i,j=k+1,...,n.

Применяя эту теорему к матрицам G и C для k = 2, получим равенство

c33c44 − c234 = (1 − cos2 A) detG.

По формулам сферической геометрии (см., например, [8])

cos lA =
c34√
c33c44

.

Отсюда элементарными преобразованиями имеем
sinA

sin lA
=

√
c33c44√
detG

. �

Из предложения 3, как и в гиперболическом случае, непосредственно сле-
дует
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Теорема 6. Пусть T — сферический тетраэдр. Тогда

sinA sinD

sin lA sin lD
=

sinB sinE

sin lB sin lE
=

sinC sinF

sin lC sin lF
=

√
P

detG
, (4.1)

где P = c11c22c33c44.

Пусть теперь T — симметричный сферический тетраэдр.
Положим a = cosA, b = cosB, c = cosC. В этом случае несложно заметить,

что c11 = c22 = c33 = c44 = γ, где γ = 1 − a2 − b2 − c2 − 2abc > 0, и � = detG =
(1− a + b+ c)(1 + a− b + c)(1 + a + b− c)(1 − a− b− c). Подставляя найденные
выражения в теорему 6, получим теорему 7.

Теорема 7 (теорема синусов). Пусть T — симметричный сферический тет-
раэдр. Тогда

sinA

sin lA
=

sinB

sin lB
=

sinC

sin lC
= v,

где
v =

γ√
�
, γ = 1 − a2 − b2 − c2 − 2abc,

� = (1 − a + b + c)(1 + a− b + c)(1 + a + b− c)(1 − a− b− c)
и a = cosA, b = cosB, c = cosC.

Отметим, что из определения v следует полезное тождество

v2 − 1 =
4(a + bc)(b + ac)(c + ba)

(1 − a + b + c)(1 + a− b + c)(1 + a + b− c)(1 − a− b− c)
. (4.2)

Аналогично лемме 1 получаем лемму 2.

Лемма 2. Пусть p определяется из равенства

p2 =
4(a + bc)(b + ac)(c + ba)

(1 − a + b + c)(1 + a− b + c)(1 + a + b− c)(1 − a− b− c)
,

где a = cosA, b = cosB, c = cosC и A,B,C — двугранные углы симметричного
сферического тетраэдра T. Тогда

arsh
a

p
+ arsh

b

p
+ arsh

c

p
= arsh

1
p
.

Следующая теорема дает интегральное представление для объема сфери-
ческого симметричного тетраэдра T.

Теорема 8. Объем сферического симметричного тетраэдра T вычисляется
по формуле

VolT = −
+∞∫

v

(
arsh

a√
ν2 − 1

+ arsh
b√

ν2 − 1
+ arsh

c√
ν2 − 1

− arsh
1√

ν2 − 1

)
dν

ν
,

где

v =
1− a2 − b2 − c2 − 2abc√

(1 − a + b + c)(1 + a− b + c)(1 + a + b− c)(−1 + a + b + c)
и a = cosA, b = cosB, c = cosC.

Доказательство. По теореме 1 для V = VolT имеем dV = lAdA+ lBdB+
lCdC. Следовательно, объем V удовлетворяет следующим соотношениям:

∂V

∂A
= lA,

∂V

∂B
= lB ,

∂V

∂C
= lC .



Объем симметричного тетраэдра 1029

Отметим, что V → 0 при A,B,C → arccos 1
3 , т. е. в случае, когда тетраэдр T

становится правильным евклидовым тетраэдром.
Положим

Ṽ = −
+∞∫

v

F (ν,A,B,C)
dν

ν
.

где

F (ν,A,B,C) = arsh
a√

ν2 − 1
+ arsh

b√
ν2 − 1

+ arsh
c√

ν2 − 1
− arsh

1√
ν2 − 1

.

Для доказательства теоремы достаточно проверить, что Ṽ обладает свойствами:
(i) выполнены равенства

∂Ṽ

∂A
= lA,

∂Ṽ

∂B
= lB ,

∂Ṽ

∂C
= lC ,

(ii) Ṽ → 0 при A,B,C → arccos 1
3 .

Проверим свойство (i).
Используя формулу Лейбница дифференцирования по параметру, получим

∂Ṽ

∂A
= F (v, A,B,C)

∂v

∂A
+

+∞∫

v

∂F (ν,A,B,C)
∂a

∂a

∂A

dν

ν
.

Из тождества (4.2) по лемме 2 при p2 = v2 − 1 имеем

F (v, A,B,C) = arsh
a√

v2 − 1
+ arsh

b√
v2 − 1

+ arsh
c√

v2 − 1
− arsh

1√
v2 − 1

= 0.

Следовательно, F (v, A,B,C) ∂v
∂A = 0.

Далее,
∂F (ν,A,B,C)

∂a
=

1√
ν2 − (1 − a2)

и
∂a

∂A
=

d(cosA)
dA

= sinA =
√

1 − a2.

Отсюда

∂Ṽ

∂A
= −

+∞∫

v

√
1 − a2dν

ν
√
ν2 − (1 − a2)

= − arcsin
√

1 − a2

ν

∣∣∣∣
+∞

v

= arcsin
√

1 − a2

v
= lA,

так как из условия теоремы 7

lA = arcsin
sinA

v
= arcsin

√
1 − a2

v
.

Аналогично проверяются равенства

∂Ṽ

∂B
= lB ,

∂Ṽ

∂C
= lC .

Проверим свойство (ii). Если A,B,C → arccos 1
3 , то v → +∞. В силу

сходимости интеграла имеем Ṽ → 0. �
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Следствие 1. Пусть T — симметричный сферический тетраэдр. Предпо-
ложим, что величины π − A, π − B и π − C являются сторонами некоторого
прямоугольного сферического треугольника, т. е. имеет место одно из соотно-
шений cosA+ cosB cosC = 0, cosB + cosA cosC = 0 или cosC + cosA cosB = 0.
Тогда объем тетраэдра T равен

A2 + B2 + C2

2
− π2

4
.

Доказательство. Так как сферическое пространство S3 замощается 16
экземплярами тетраэдра

T = T

(
π

2
,
π

2
,
π

2
;
π

2
,
π

2
,
π

2

)
,

имеем

V

(
π

2
,
π

2
,
π

2

)
=

1
16

Vol(S3) =
π2

8
.

Когда A,B,C удовлетворяют условию теоремы 8, тогда

v2 − 1 =
4(a + bc)(b + ac)(c + ba)

(1 − a + b + c)(1 + a− b + c)(1 + a + b− c)(1 − a− b− c)
= 0.

Следовательно, v = 1. Тогда из теоремы 8 получаем

V

(
π

2
,
π

2
,
π

2

)
=

+∞∫

1

arsh
1√

ν2 − 1
dν

ν
=

π2

8
.

Рассмотрим функцию

I(A) = −
+∞∫

1

arsh
cosA√
ν2 − 1

dν

ν
.

Лемма 3. Имеем место равенство

I(A) = −
+∞∫

1

arsh
cosA√
ν2 − 1

dν

ν
=

A2

2
− π2

8
, 0 ≤ A ≤ π2

2
.

Доказательство. Действительно,

I
′
(A) =

+∞∫

1

sinA√
1 + cos2 A

ν2−1

dν

ν
√
ν2 − 1

=
+∞∫

1

sinA√
ν2 − sin2 A

dν

ν
= A.

Учитывая что

V

(
π

2
,
π

2
,
π

2

)
=

π2

8
,

имеем I(0) = −π2

8 . Следовательно,

I(A) =
A2

2
− π2

8
. �

По теореме 8

V (A,B,C) = I(A) + I(B) + I(C) − I(0) =
A2 + B2 + C2

2
− π2

4
.

Следствие 1 доказано. �
Подставляя ν = cth t в условие теоремы 8, приходим к следующему утвер-

ждению.
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Теорема 9. Объем сферического симметричного тетраэдра T вычисляется
по формуле

−2
τ∫

0

(arsh(cosA sh t) + arsh(cosB sh t) + arsh(cosC sh t) − t)
dt

sh 2t
,

где τ — положительное число, которое находится из уравнения

cth2 τ =
1 − a2 − b2 − c2 − 2abc√

(1 − a + b + c)(1 + a− b + c)(1 + a + b− c)(1 − a− b− c)
,

где a = cosA, b = cosB, c = cosC.
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Teubner, 1904. (Deutsche Übersetzung von H. Liebmann).
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