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ЭКСТРАПОЛЯЦИОННЫЕ ФУНКТОРЫ

НА СЕМЕЙСТВЕ ШКАЛ, ПОРОЖДЕННЫХ

ВЕЩЕСТВЕННЫМ МЕТОДОМ ИНТЕРПОЛЯЦИИ

С. В. Асташкин

Аннотация: На семействе шкал, порожденных вещественным методом интерполя-
ции, определен новый класс экстраполяционных функторов. Доказанные в работе
экстраполяционные соотношения для K - и J -функционалов, соответствующих
некоторым естественным парам предельных пространств, позволяют описать зна-
чения этих функторов. Полученные при этом соотношения можно интерпрети-
ровать как новые утверждения типа классической теоремы Яно для оценок норм
операторов, действующих в интерполяционных шкалах пространств.

Ключевые слова: экстраполяция операторов, экстраполяционный функтор, сим-
метричное пространство, интерполяция операторов, вещественный метод интерпо-
ляции.

Отправной точкой для теории экстраполяции операторов явилась класси-
ческая теорема Яно (см. [1] или [2, гл. 12, теорема 4.41]), речь в которой идет о
важных в приложениях пространствах Зигмунда L(logL)α и ExpLβ с нормами

‖f‖L(logL)α =
1∫

0

logα2

(
2
t

)
f∗(t) dt и ‖f‖ExpLβ = sup

0<t≤1
log−1/β

2

(
2
t

)
f∗(t)

соответственно. Здесь α, β > 0, а f∗(t) — невозрастающая перестановка функ-
ции |f(t)|, определенной на отрезке [0, 1]. Предположим, что T — линейный
оператор, ограниченный в пространствах Lp = Lp[0, 1] для всех p из некоторой
правой полуокрестности 1, и ‖T‖Lp→Lp = O((p− 1)−α) (p→ 1+) при некотором
α > 0. Тогда T можно определить на пространстве Зигмунда L(logL)α так, что
он будет ограниченно действовать из этого пространства в L1. Верно и двой-
ственное утверждение, относящееся к пространству ExpL1/α, сопряженному к
L(logL)α. Если линейный оператор T ограничен в Lp для всех достаточно боль-
ших p и ‖T‖Lp→Lp = O(pα) (p→∞) при некотором α > 0, то T : L∞ → ExpL1/α.

В 90-е гг. прошлого века началась разработка общих подходов теории
экстраполяции, связанная прежде всего с именами Яверса и Мильмана [3–5].
Основная цель этой теории заключается в изучении естественных предельных
пространств, ассоциированных с интерполяционными шкалами пространств, а
также оценок норм операторов, действующих в них. Яверс и Мильман пока-
зали, что «источником» теорем типа Яно является существование экстраполя-
ционных конструкций (функторов), значения которых — предельные простран-
ства из этих теорем. В частности, используя функторы пересечения ∆ и суммы
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�, они получили экстраполяционное описание пространств Зигмунда, фигури-
рующих в теореме Яно (см., например, [5, с. 22–23]):

∆1<p<∞
(
p−αLp

)
= ExpL1/α и �1<p<∞

(
(p− 1)−αLp

)
= L(logL)α (α > 0).

В качестве экстраполяционных функторов Яверс и Мильман рассматри-
вали только экстремальные — сумму и пересечение семейств банаховых про-
странств (см., например, [4, § 2] или [5, гл. 2]). Последние позволяют полу-
чить в качестве экстраполяционных лишь обобщенные пространства Лоренца
и Марцинкевича (определения см. ниже). Более обширный класс функторов
(правда, определенных лишь на шкале Lp-пространств) был введен в работе [6].
Он тесно связан с вещественным методом интерполяции и позволяет получить
в качестве предельных «почти все» симметричные (перестановочно инвариант-
ные) пространства, «близкие» к L∞ и L1. Продолжению и развитию этих идей
посвящена данная работа.

Прежде всего, мы распространяем определение функторов из [6] на следу-
ющие семейства дискретных шкал банаховых пространств. Пусть � — функция
Орлича на [0,∞). Обозначим через A семейство последовательностей (дискрет-
ных шкал) вида

~AK
n = (A0, A1)K

1−1/�(2n),�(2n), n = 1, 2, . . . ,

а через B — вида

~AJ
n = (A0, A1)

J
1/�(2n),�(2n)/(�(2n)−1), n = 1, 2, . . . ,

где ~A = (A0, A1) — произвольная банахова пара такая, что A1
1
⊂A0, а (A0, A1)K

θ,p

и (A0, A1)
J
θ,p (0 < θ < 1, 1 ≤ p ≤ ∞) — пространства K - и J -методов веще-

ственной интерполяции соответственно.
Главные результаты работы заключаются в описании значений определяе-

мых далее экстраполяционных функторов на шкалах этих семейств. Будет до-
казано, что в случае A (соответственно B) — это в точности интерполяционные
пространства относительно пары (A1,Mϕ( ~A)) (соответственно (A0, �ϕ( ~A)), где
Mϕ( ~A) и �ϕ( ~A) — обобщенные пространства Марцинкевича и Лоренца, постро-
енные по функции ϕ(u) = u�−1(ln(1 + (e− 1)/u)) (0 < u ≤ 1). Ключевыми при
этом являются полученные в работе экстраполяционные соотношения для K -
и J -функционалов пар (A1,Mϕ( ~A)) и (A0, �ϕ( ~A)) соответственно. В последней
части работы мы покажем, что введенные функторы можно определить и на го-
раздо более широких семействах шкал так, чтобы их значения не изменились.
Это одно из проявлений важного свойства устойчивости экстраполяционных
конструкций.

В частном случае шкалы Lp-пространств (т. е. для пары ~A = (L1, L∞))
результаты этой работы частично были анонсированы в заметке [7].

§ 1. Определения, обозначения,
предварительные сведения

Подробное изложение теории интерполяции операторов и теории симмет-
ричных пространств можно найти в монографиях [8–11].

Всюду далее вложение одного банахова пространства в другое понимается
как непрерывное, т. е. X1 ⊂ X0 означает, что из x ∈ X1 следует: x ∈ X0 и
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‖x‖X0 ≤ C‖x‖X1 для некоторого C > 0. Для указания константы вложения

иногда мы будем писать X1
C
⊂ X0.

Пусть X0 и X1 — банаховы пространства такие, что X1 ⊂ X0. Тогда попол-
нением X1 относительно X0 (или пополнением по Гальярдо) называют множе-
ство X̃1 всех x ∈ X0, для которых существует последовательность {xn} ⊂ X0
со свойствами: ‖xn‖X1 ≤ C (n = 1, 2, . . . ) при некотором C > 0 и xn → x в X0.
Пространство X1 называется полным относительно X0, если X̃1 = X1.

Если (X0, X1) — банахова пара (т. е. банаховы пространства X0 и X1 ли-
нейно и непрерывно вложены в некоторое отделимое линейное топологическое
пространство), то естественным образом определяются пересечение X0 ∩ X1 и
сумма X0 +X1 с нормами

‖x‖X0∩X1 = max
i=0,1

‖x‖Xi ,

‖x‖X0+X1 = inf{‖x0‖X0 + ‖x1‖X1 : x = x0 + x1, xi ∈ Xi, i = 0, 1}
соответственно.

Пусть (X0, X1) и (Y0, Y1) — банаховы пары. Тройка пространств (X0, X1, X),
X0 ∩ X1 ⊂ X ⊂ X0 + X1, называется интерполяционной (точной интерполя-
ционной) относительно тройки (Y0, Y1, Y ), Y0 ∩ Y1 ⊂ Y ⊂ Y0 + Y1, если любой
линейный оператор T , определенный на X0 + X1 и ограниченный из X0 в Y0
и из X1 в Y1, ограничен из X в Y (дополнительно ‖T‖X→Y ≤ max

i=0,1
‖T‖Xi→Yi).

Если Xi = Yi (i = 0, 1) и X = Y , то говорят, что X — интерполяционное
пространство относительно пары (X0, X1).

(Точным) интерполяционным функтором называют любое отображение F
множества банаховых пар в множество банаховых пространств такое, что для
всех банаховых пар ~X = (X0, X1) и ~Y = (Y0, Y1) тройка (X0, X1, F ( ~X)) (точ-
ная) интерполяционная относительно тройки (Y0, Y1, F (~Y )). Характеристиче-
ская функция ρ(t) интерполяционного функтора F определяется соотношением
F (R, (1/t)R) = (1/ρ(t))R, t > 0. Если F — точный функтор, то ρ(t) — квазиво-
гнутая функция на (0,∞), т. е. ρ(t) возрастает, а ρ(t)/t убывает при t > 0.

Важным способом получения интерполяционных пространств является ве-
щественный метод интерполяции, основанный на применении K - и J -функ-
ционалов Петре:

K (t, x;X0, X1) = inf{‖x0‖X0 + t‖x1‖X1 : x = x0 + x1, x0 ∈ X0, x1 ∈ X1},

J (t, x;X0, X1) = max{‖x‖X0 , t‖x‖X1}.
При фиксированном t > 0 первый из них является нормой на сумме про-

странств X0 + tX1, второй — на пересечении X0 ∩ tX1 (если X — банахово
пространство, а α > 0, то по составу элементов αX — то же пространство X, но
с нормой ‖x‖αX = α‖x‖X). Если же зафиксировать x ∈ X0 +X1 (соответствен-
но x ∈ X0 ∩X1), то K (t, x;X0, X1) — возрастающая вогнутая (соответственно
J (t, x;X0, X1) — выпуклая) функция относительно переменной t.

Пусть E — банахова решетка двусторонних числовых последовательно-
стей α = (αj)∞j=−∞. Если (X0, X1) — произвольная банахова пара, то про-
странство K -метода (X0, X1)K

E состоит из всех x ∈ X0 + X1, для которых
(K (2j , x;X0, X1))j ∈ E и

‖x‖ = ‖(K (2j , x;X0, X1))j‖E <∞.



Экстраполяционные функторы на семействе шкал 267

В пространство J -метода (X0, X1)
J
E входят все x ∈ X0 + X1, допускающие

представление

x =
∞∑

j=−∞
uj (сходимость в X0 +X1), где uj ∈ X0 ∩X1. (1)

Норма в (X0, X1)
J
E полагается равной inf

{uj}
‖(J (2j , uj ;X0, X1))j‖E , где нижняя

грань берется по всем последовательностям {uj}∞j=−∞, для которых выполнено
соотношение (1).

Если E — банахова решетка двусторонних последовательностей и α =
(αk)∞k=−∞ — последовательность неотрицательных чисел, то пространство E(αk)
состоит из всех a = (ak)∞k=−∞ таких, что (akαk)∞k=−∞ ∈ E, ‖a‖E(αk) = ‖(akαk)‖E .
Предположим, что E ⊃ ∆(~l∞) := l∞ ∩ l∞(2−k) (соответственно {0} 6= E ⊂
�(~l1) := l1 + l1(2−k)). Тогда отображение (X0, X1) 7→ (X0, X1)K

E (соответ-
ственно (X0, X1) 7→ (X0, X1)

J
E ) определяет точный интерполяционный функ-

тор. Совокупность всех таких функторов называется вещественным K - (со-
ответственно J -) методом интерполяции. Важно отметить, что в случае K -
(соответственно J -) метода его параметр E можно всегда считать интерполя-
ционным пространством относительно пары ~l∞ = (l∞, l∞(2−k)) (соответственно
~l1 = (l1, l1(2−k))) [9, следствия 3.3.10 и 3.4.6]. Кроме того, если ρ(t) — квази-
вогнутая функция, то функторы (·, ·)J

l1(1/ρ(2k)) и (·, ·)K
l∞(1/ρ(2k)) экстремальны в

том смысле, что для любого точного интерполяционного функтора F с харак-
теристической функцией ρ(t) выполнено

(X0, X1)
J

l1(1/ρ(2k))
1
⊂F (X0, X1)

1
⊂(X0, X1)K

l∞(1/ρ(2k))

для каждой банаховой пары (X0, X1).
В частности, для 0 < θ < 1 и 1 ≤ p ≤ ∞ мы получаем классические

интерполяционные пространства

(X0, X1)K
θ,p = (X0, X1)K

lp(2−kθ) и (X0, X1)
J
θ,p = (X0, X1)

J

lp(2−kθ)
,

свойства которых подробно изучаются в монографии [8]. Хорошо известно [8,
теорема 3.3.1], что (X0, X1)K

θ,p = (X0, X1)
J
θ,p для любых 0 < θ < 1 и 1 ≤ p ≤ ∞.

При этом важно отметить, что константа эквивалентности их норм зависит от
θ и p и может стремиться к ∞.

В дальнейшем речь, в частности, будет идти о парах симметричных (пере-
становочно инвариантных) функциональных пространств на отрезке [0, 1]. На-
помним, что банахово пространство X измеримых функций, определенных на
[0, 1], называется симметричным, если выполнены следующие условия:

a) из того, что y = y(t) ∈ X и |x(t)| ≤ |y(t)|, следует, что x = x(t) ∈ X и
‖x‖ ≤ ‖y‖;

б) если y = y(t) ∈ X и x∗(t) = y∗(t), то x ∈ X и ‖x‖ = ‖y‖.
Важный и наиболее простой пример симметричных пространств — Lp-прост-

ранства (1 ≤ p ≤ ∞) с обычной нормой:

‖x‖p =

 1∫
0

|x(t)|p dt

1/p

(1 ≤ p <∞) и ‖x‖∞ = ess sup
0≤t≤1

|x(t)|.
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Их естественным обобщением являются пространства Орлича. Под функ-
цией Орлича всюду далее будет пониматься непрерывная возрастающая выпук-
лая функция N(u) ≥ 0, определенная на [0,∞), такая, что N(0) = 0, N(1) = 1
(таким образом, для N всегда существует обратная функция N−1, которая яв-
ляется вогнутой). Соответствующее пространство Орлича LN состоит из всех
измеримых на [0, 1] функций x = x(t) таких, что норма

‖x‖LN = inf

u > 0 :
1∫

0

N

(
|x(t)|
u

)
dt ≤ 1


конечна. В частности, если N(t) = tp (1 ≤ p <∞), получаем Lp-пространства.

Другие примеры симметричных пространств — пространства Лоренца и
Марцинкевича. Если ψ(t) — неотрицательная вогнутая возрастающая функция
на [0, 1], то пространство Марцинкевича M(ψ) состоит из всех измеримых на
[0, 1] функций x = x(s), для которых

‖x‖M(ψ) = sup
0<t≤1

t∫
0
x∗(s) ds

ψ(t)
<∞,

а пространство Лоренца �(ψ) — из всех x = x(s), для которых

‖x‖�(ψ) =
1∫

0

x∗(s) dψ(s) <∞.

В дальнейшем нас будут интересовать экспоненциальные пространства Ор-
лича ExpL� = LN� , где N�(u) = (e�(u) − 1)/(e − 1), �(u) — функция Орлича.
Как известно [12, 13], норма в ExpL� эквивалентна норме в пространстве Мар-
цинкевича M(ϕ), построенном по вогнутой функции ϕ(u) = u�−1(ln(1 + (e −
1)/u)). Отсюда, в частности, следует, что ExpL� = �(ϕ)∗ [10, с. 152–154]. Для
�(u) = uα (α ≥ 1) получаем хорошо известные пространства Зигмунда ExpLα

и L(logL)1/α соответственно [14], уже упомянутые во введении в связи с экс-
траполяционной теоремой Яно.

Напомним, следуя [5, с. 8], определение экстраполяционных пространства
и функтора (в случае дискретных шкал). Последовательность (или дискретная
шкала) банаховых пространств {An}∞n=1 называется строго совместимой, если
существуют банаховы пространства UA и VA такие, что имеют место непре-
рывные вложения VA ⊂ An ⊂ UA (n = 1, 2, . . . ). Предположим, что {Bn}∞n=1 —
еще одна строго совместимая последовательность банаховых пространств, VB ⊂
Bn ⊂ UB (n = 1, 2, . . . ). Тогда пространства A и B называют экстраполяци-
онными (относительно шкал {An}∞n=1 и {Bn}∞n=1), если VA ⊂ A ⊂ UA, VB ⊂
B ⊂ UB и если из того, что линейный оператор T , T : UA → UB , ограниченно
действует из An в Bn с нормой ‖T‖An→Bn ≤ 1 для любого n = 1, 2, . . . , следует,
что он также ограничен из A в B. Экстраполяционным функтором, определен-
ным на семействе строго совместимых шкал A , называют любое отображение
{An}

F7→ F ({An}), {An} ∈ A , такое, что F ({An}) и F ({Bn}) — экстраполяци-
онные пространства, если {An} и {Bn} принадлежат семейству A .

Простейшими экстраполяционными функторами являются функторы сум-
мы и пересечения. Пусть Xk (k = 1, 2, . . . ) — банаховы пространства, линейно и
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непрерывно вложенные в отделимое линейное топологическое пространство T .
Тогда их пересечением называют банахово пространство ∆∞

k=1Xk, состоящее из

всех x ∈
∞⋂
k=1

Xk, для которых ‖x‖ = sup
k=1,2,...

‖x‖Xk < ∞. Предположим допол-

нительно, что существует банахово пространство X0, вложенное в T , со свой-

ством Xk
1
⊂X0 (k = 1, 2, . . . ). Тогда сумма

∞∑
k=1

Xk определяется как множество

всех x ∈ X0, представимых в виде x =
∞∑
k=1

xk (xk ∈ Xk), где
∞∑
k=1

‖xk‖Xk <∞. Это

пространство становится банаховым с нормой ‖x‖ = inf
∞∑
k=1

‖xk‖Xk , где нижняя

грань берется по всевозможным представлениям x.
Через ek (k = 0,±1,±2, . . . ) будем обозначать стандартные орты в про-

странстве двусторонних числовых последовательностей, т. е. ek =
(
ekj

)
, ekk = 1,

ekj = 0 (j 6= k). Если 1 ≤ p ≤ ∞, то p′ — число, сопряженное к p, т. е.
1/p′ + 1/p = 1. Функция растяжения положительной функции ψ(s), s ∈ (0,∞),
определяется соотношением Mψ(t) = sup

s>0
ψ(st)/ψ(s). Наконец, всюду далее вы-

ражение вида F1 � F2 означает, что cF1 ≤ F2 ≤ CF1 для некоторых c > 0 и
C > 0, причем константы c и C, как правило, не зависят от всех или части
аргументов F1 и F2.

§ 2. Вспомогательные результаты

В теории экстраполяции наряду с обычными пространствами вещественно-
го метода рассматривают также модифицированные [5, с. 13]:〈
(X0, X1)K

θ,p

〉
= cθ.p(X0, X1)K

θ,p, где cθ.p = (θ(1− θ)p)1/p(1 ≤ p <∞) и cθ,∞ = 1,
(2)

и〈
(X0, X1)

J
θ,p

〉
= c′θ.p(X0, X1)

J
θ,p, где c′θ.p = (θ(1−θ)p′)−1/p′(1 < p ≤ ∞) и c′θ,1 = 1.

Характеристическая функция функторов
〈
(·, ·)K

θ,p

〉
и

〈
(·, ·)J

θ,p

〉
в точности равна

tθ [5], и, кроме того [15, пример 7],〈
(L1, L∞)K

1/q′,q〉 = Lq (1 ≤ q ≤ ∞), (3)

причем нормы пространств в соотношении (3) эквивалентны с константой, не
зависящей от q. Заметим, что при θ = 1/q′ константа cθ.q равна (q′)−1/q, откуда
1/
√

2 ≤ cθ.q < 1, если q ≥ 2. Тем самым ввиду (3)

(L1, L∞)K
1/q′,q = Lq (4)

с константой эквивалентности норм, не зависящей от q ≥ 2.
Далее нам потребуются некоторые вспомогательные утверждения. Первое

из них содержит формулу для вычисления K -функционала пары (L∞,M(ψ))
(M(ψ) — симметричное пространство Марцинкевича на [0, 1]). В частном случае
ψ(t) = t log1/2

2 (2/t) оно было доказано в [16] и применялось там при изучении
пространства мультипликаторов, порожденных системой функций Радемахера.
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Лемма 1. Пусть ψ — возрастающая вогнутая функция на [0, 1] такая, что
ее функция растяжения удовлетворяет условию Mψ(1/2) < 1. Тогда с констан-
тами, не зависящими от f ∈M(ψ) и t > 0, выполнено соотношение

K (t, f ;L∞,M(ψ)) � t sup
u:ψ(u)≥tu

f∗(u)u
ψ(u)

.

Доказательство. Прежде всего так как L∞ = M(ψ0), где ψ0(u) = u, то
K (t, f ;L∞,M(ψ)) � ‖f‖M(ψt), где ψt(u) = max(u, ψ(u)/t), (5)

с константами, не зависящими от f ∈M(ψ) и t > 0 [17].
Проверим, что для функции растяжения Mψt(u) функции ψt выполнено

Mψt(1/2) ≤ Mψ(1/2) < 1 (t > 0). (6)
Для этого представим

Mψt(1/2) =
1
2

sup
0<u≤1

Ft(u), где Ft(u) =
max

(
1, 2ψ(u/2)

tu

)
max

(
1, ψ(u)

tu

) . (7)

Так как функция ψ вогнута, возможны три случая:
a) ψ(u) ≥ tu,
b) ψ(u) < tu ≤ 2ψ(u/2),
c) 2ψ(u/2) < tu.

В первых двух справедливы оценки

Ft(u) =
2ψ(u/2)
ψ(u)

≤ 2Mψ(1/2)

и
Ft(u) =

2ψ(u/2)
tu

≤ 2Mψ(1/2)
ψ(u)
tu

< 2Mψ(1/2)

соответственно. В последнем случае Ft(u) = 1 ≤ 2Mψ(1/2). Тем самым нера-
венство (6) является следствием (7).

Имея соотношение (6) и действуя точно так же, как при доказательстве
леммы 1.4 из [10], получаем

s∫
0

ψt(u)
u

du ≤ Cψt(s),

где C > 0 не зависит от s ∈ [0, 1] и t > 0. Отсюда по определению нормы в
пространстве Марцинкевича

‖f‖M(ψt) = sup
0<s≤1

1
ψt(s)

s∫
0

f∗(u) du

≤ sup
0<s≤1

1
ψt(s)

s∫
0

ψt(u)
u

du sup
0<u≤1

uf∗(u)
ψt(u)

≤ C sup
0<u≤1

uf∗(u)
ψt(u)

.

Так как противоположное неравенство ‖f‖M(ψt) ≥ sup
0<u≤1

uf∗(u)
ψt(u) очевидно,

из (5) следует, что

K (t, f ;L∞,M(ψ)) � sup
0<u≤1

uf∗(u)
ψt(u)

= sup
0<u≤1

f∗(u)
max(1, ψ(u)/(ut))

= t sup
u:ψ(u)≥ut

uf∗(u)
ψ(u)

. �
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Лемма 2. Пусть ExpL� — экспоненциальное пространство Орлича, соот-
ветствующее функции Орлича �. Тогда для некоторого C > 0, не зависящего
от измеримой функции f , выполнено неравенство

‖f‖ExpL� ≤ C sup
q≥1

‖f‖q
�−1(q)

.

Доказательство. Легко проверить, что ln(1 + 2t) ≤ c0 ln(1 + t) (t ≥ 1),
где c0 := ln 3/ ln 2 < 2. Поэтому ввиду вогнутости �−1 для функции ϕ(u) =
u�−1(ln(1 + (e − 1)/u)) выполнено Mϕ(1/2) ≤ c0/2 < 1. Следовательно, ввиду
[13] и [10, теорема 2.5.3]

‖f‖ExpL� � ‖f‖M(ϕ) � sup
0<u≤1

f∗(u)
�−1(ln(1 + (e− 1)/u))

, (8)

откуда

‖f‖ExpL� ≤ C1 sup
q≥1

f∗((e− 1)/(eq − 1))
�−1(q)

≤ C1 sup
q≥1

f∗(e−q)
�−1(q)

.

Утверждение леммы следует теперь из того, что

‖f‖q ≥

 e−q∫
0

f∗(t)q dt


1/q

≥ f∗(e−q)
e

. �

Далее, следуя [18], рассмотрим подход, при котором в качестве парамет-
ров пространств вещественного K -метода интерполяции берутся симметрич-
ные пространства на отрезке [0, 1]. А именно, каждому симметричному про-
странству X на [0, 1] и произвольной банаховой паре ~A = (A0, A1) сопоставим
пространство

X( ~A) := {a ∈ A0 +A1 : lim
t→+0

K (t, a; ~A) = 0 и K ′(t, a; ~A)χ[0,1](t) ∈ X}

с нормой ‖a‖X( ~A) := ‖K ′(·, a; ~A)χ[0,1]‖X .
Через c0, как обычно, будет обозначаться пространство всех последователь-

ностей (αk)∞k=−∞ таких, что lim
k→±∞

αk = 0.

Лемма 3. Пусть F — банахова решетка двусторонних числовых последо-
вательностей такая, что F ⊂ c0 + l∞(2−k) и∥∥∥∥∥

∞∑
k=1

ek

∥∥∥∥∥
F

≤ K‖e0‖F . (9)

Тогда для всякой банаховой пары ~A = (A0, A1) такой, что A1
1
⊂A0, справед-

ливо равенство

(A0, A1)K
F = X( ~A), где X := (L1, L∞)K

F ,

причем для норм этих пространств выполнено

1
K + 1

‖a‖X( ~A) ≤ ‖a‖(A0,A1)K
F
≤ (K + 1)‖a‖X( ~A). (10)
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Доказательство. Если a ∈ (A0, A1)K
F , то по условию

lim
t→+0

K (t, a; ~A) = 0, ‖a‖(A0,A1)K
F

:= ‖(K (2k, a; ~A))k‖F <∞.

Так как A1
1
⊂A0, то K (t, a; ~A) = ‖a‖A0 (t ≥ 1) и ввиду (9)∥∥∥∥∥

∞∑
k=1

K (2k, a; ~A)ek
∥∥∥∥∥
F

= ‖a‖A0

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

ek

∥∥∥∥∥
F

≤ K‖a‖A0‖e0‖F ≤ K

∥∥∥∥∥
−∞∑
k=0

K (2k, a; ~A)ek
∥∥∥∥∥
F

,

откуда∥∥∥∥∥
−∞∑
k=0

K (2k, a; ~A)ek
∥∥∥∥∥
F

≤ ‖a‖(A0,A1)K
F
≤ (K + 1)

∥∥∥∥∥
−∞∑
k=0

K (2k, a; ~A)ek
∥∥∥∥∥
F

. (11)

В частности, используя хорошо известное равенство K (t, f ;L1, L∞) =
t∫
0
f∗(s) ds

[8, теорема 5.2.1], получаем∥∥∥∥∥∥
−∞∑
k=0

2k∫
0

f∗(s) ds ek

∥∥∥∥∥∥
F

≤ ‖f‖X ≤ (K + 1)

∥∥∥∥∥∥
−∞∑
k=0

2k∫
0

f∗(s) ds ek

∥∥∥∥∥∥
F

. (12)

Далее, так как функция K (t, a; ~A) абсолютно непрерывна по t [10, с. 67], то

K (t, a; ~A) =
t∫
0

K ′(s, a; ~A) ds. Поэтому с учетом того, что производная K ′(s, a; ~A)

вогнутой функции убывает, ввиду (11) и (12)

‖a‖X( ~A) = ‖K ′(·, a; ~A)χ[0,1]‖X

≤ (K + 1)

∥∥∥∥∥∥
−∞∑
k=0

2k∫
0

K ′(s, a; ~A) ds ek

∥∥∥∥∥∥
F

≤ (K + 1)‖a‖(A0,A1)K
F
.

Тем самым доказано, что (A0, A1)K
F ⊂ X( ~A), а также левое неравенство в (10).

Противоположное вложение и правое неравенство в (10) проверяются с помо-
щью (11) и (12) совершенно аналогично. �

§ 3. Экстраполяционные функторы на семействе шкал,
порожденных K -методом вещественной интерполяции

Пусть �(u) — функция Орлича на [0,∞), а ~A = (A0, A1) — произвольная

банахова пара такая, что A1
1
⊂A0. Введем дискретную шкалу пространств, по-

строенных по паре ~A с помощью вещественного K -метода интерполяции:

~AK
n = (A0, A1)K

1−1/�(2n),�(2n), n = 1, 2, . . . .

Семейство всех таких шкал обозначим через A .
Определение 1. Пусть банахова решетка F промежуточна относительно

банаховой пары ~l∞ = (l∞, l∞(2−k)), т. е. ∆(~l∞) ⊂ F ⊂ �(~l∞). Определим
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L K
�,F

({
~AK
n

})
как множество всех a ∈ A0 таких, что последовательность ua =

∞∑
n=1

‖a‖ ~AK
n
en принадлежит F .

Нетрудно проверить, что L K
�,F

({
~AK
n

})
— банахово пространство с нормой

‖a‖L K
�,F ({ ~AK

n }) := ‖ua‖F ,

а отображение
{
~AK
n

}
7→ L K

�,F

({
~AK
n

})
является экстраполяционным функто-

ром на семействе A в смысле определения [5, с. 8] (см. § 1).
Главная наша цель состоит в описании соответствующих предельных (или

экстраполяционных) пространств этих шкал. Мы покажем, что при некоторых
условиях все они — в точности интерполяционные пространства относитель-
но пары (A1,Mϕ( ~A)), где Mϕ( ~A) — обобщенное пространство Марцинкевича,
построенное по возрастающей вогнутой функции

ϕ(u) = u�−1(ln(1 + (e− 1)/u)) (0 < u ≤ 1).

Напомним [19, с. 422], что

Mϕ( ~A) = (A0, A1)K
l∞(1/ϕ(2k)).

Заметим, что ввиду соотношения (11) и того, что A1
1
⊂A0, последнее определение

корректно, несмотря на то, что функция ϕ(u) определена лишь на отрезке [0, 1].
Прежде всего найдем экстраполяционное описание K -функционала пары

(A1,Mϕ( ~A)), откуда, в частности, будет следовать, что пространство Mϕ( ~A)
предельное для шкалы

{
~AK
n

}
при n→∞. Напомним, что Ã1 — пополнение A1

относительно A0 (см. § 1).

Теорема 1. Пусть �(u) — функция Орлича на [0,∞). С константами, не

зависящими от банаховой пары ~A = (A0, A1) такой, что A1
1
⊂A0 и Ã1 = A1, а

также от a ∈Mϕ( ~A) и k = 1, 2, . . . , выполнено соотношение

K (2k, a;A1,Mϕ( ~A)) � sup
n≥k

2k−n‖a‖ ~AK
n
.

Рассмотрим сначала частный случай, когда ~A — пара пространств (L1, L∞)
функций, определенных на [0, 1]. Тогда Mϕ( ~A) совпадает с обычным простран-
ством Марцинкевича M(ϕ) или (с эквивалентностью норм) с экспоненциальным
пространством Орлича ExpL� [12, 13].

Предложение 1. Если � — произвольная функция Орлича, то с констан-
тами, не зависящими от f ∈ ExpL�, и p ≥ 1 имеет место соотношение

K (p, f ;L∞,ExpL�) � p sup
q≥p

‖f‖�(q)

q
.

Доказательство. По лемме 1

K (�−1(t), f ;L∞,ExpL�) � �−1(t) sup
0<u≤(e−1)/(et−1)

f∗(u)
�−1(ln(1 + (e− 1)/u))

(t > 0).

(13)
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Для произвольного q ≥ 1 оценим

‖f‖q ≤

e2q e
−2q∫
0

(f∗(s))q ds


1/q

≤ e2

 e−2q∫
0

(�−1(ln(1 + (e− 1)/u)))q du


1/q

sup
0<u≤e−q

f∗(u)
�−1(ln(1 + (e− 1)/u))

.

(14)

После замены переменной имеем

e−2q∫
0

(�−1(ln(1 + (e− 1)/u)))q du = (e− 1)
∞∫

ln(1+e2q)

(�−1(v))q
ev

(ev − 1)2
dv ≤ 8I(�, q),

(15)

где I(�, q) :=
∞∫
2q

(�−1(v))qe−v dv.

Интегрируя по частям, получаем оценку

I(�, q) = e−2q(�−1(2q))q + q

∞∫
2q

e−v
(�−1(v))q−1

�′(�−1(v))
dv

≤ e−2q2q(�−1(q))q +
q

�−1(2q)�′(�−1(2q))
I(�, q)

ввиду того, что �−1(v) вогнута, а �−1(v)�′(�−1(v)) возрастает. Кроме того, так
как v�′(v) ≥ �(v), то �−1(2q)�′(�−1(2q)) ≥ 2q, и

I(�, q) ≤ e−2q2q(�−1(q))q +
1
2
I(�, q),

откуда
I(�, q) ≤ e−2q21+q(�−1(q))q.

Последнее вместе с (13)–(15) дает

‖f‖q ≤ C1K (�−1(q), f ;L∞,ExpL�) (q ≥ 1).

Так как K (t, x;X0, X1) — вогнутая функция по t, отсюда при всех q ≥ p ≥ 1

‖f‖q
�−1(q)

≤ C1
K (�−1(q), f ;L∞,ExpL�)

�−1(q)
≤ C1

K (�−1(p), f ;L∞,ExpL�)
�−1(p)

.

В итоге после замены переменной, использующей свойства функции �, прихо-
дим к оценке

p sup
q≥p

‖f‖�(q)

q
≤ C1K (p, f ;L∞,ExpL�).

Осталось доказать противоположное неравенство. Для этого ввиду (13)
достаточно показать, что при всех 0 < u ≤ (e−1)/(ep−1) выполнено неравенство

f∗(u) ≤ C2 sup
q≥p

‖f‖q
�−1(q)

�−1(ln(1 + (e− 1)/u)). (16)
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Ввиду леммы 2 и соотношения (8) имеем

f∗(u) ≤ C3 sup
q≥1

‖f‖q
�−1(q)

�−1(ln(1 + (e− 1)/u)) (0 < u ≤ 1). (17)

При доказательстве (16) можно считать, что f = f∗ и {s ∈ [0, 1] : f(s) 6= 0} ⊂
[0, 21−p] (так как (e−1)/(ep−1) ≤ 21−p). Тогда если 1 ≤ q ≤ p, то по неравенству
Гёльдера

‖f‖q ≤ 2
(1−p)(p−q)

pq ‖f‖p ≤ 22− p
q ‖f‖p.

Кроме того, �−1(p) ≤ p
q�

−1(q) ≤ 2p/q�−1(q) ввиду вогнутости �−1. Значит, при
1 ≤ q ≤ p

‖f‖q
�−1(q)

≤ 4‖f‖p
�−1(p)

,

откуда

sup
1≤q≤p

‖f‖q
�−1(q)

≤ 4‖f‖p
�−1(p)

.

Тем самым (16) следует из (17), и предложение доказано. �

В качестве следствия получаем экстраполяционное описание экспоненци-
альных пространств Орлича.

Следствие 1. Для любой функции Орлича �

‖f‖ExpL� � sup
p≥1

‖f‖�(p)

p
.

Доказательство. Так как L∞
1
⊂ExpL�, ввиду вогнутости K -функциона-

ла

‖f‖ExpL� = K (1, f ;L∞,ExpL�) ≤ K (2, f ;L∞,ExpL�) ≤ 2‖f‖ExpL� ,

и результат следует из предложения 1. �

Доказательство теоремы 1. По определению обобщенного простран-
ства Марцинкевича, учитывая [19, с. 384] и условие Ã1 = A1, получаем, что

Mϕ( ~A) = (A0, A1)K
l∞(1/ϕ(2k)) и A1 = (A0, A1)K

l∞(2−k) (18)

изометрически. В частности,

ExpL� = (L1, L∞)K
l∞(1/ϕ(2k)) и L∞ = (L1, L∞)K

l∞(2−k). (19)

Так как ϕ — вогнутая функция и lim
s→+0

ϕ(s) = 0, для пространств l∞(2−k) и

l∞(1/ϕ(2k)) выполнены условия леммы 3 и, значит,

Mϕ( ~A) = ExpL�( ~A) и A1 = L∞( ~A), (20)

причем константы эквивалентности можно считать не зависящими от пары
~A. Кроме того, l∞(2−k) и l∞(1/ϕ(2k)) интерполяционны относительно пары
~l∞ = (l∞, l∞(2−k)) (см., например, [19, с. 422]). Поэтому, обозначая fa(s) :=
K (s, a; ~A) (a ∈ A0) и применяя реитерационные соображения [19, следствие 7.1.1],
ввиду (18), (19) и предложения 1 получаем

K (t, a;A1,Mϕ( ~A)) = K
(
t, a; (A0, A1)K

l∞(2−k), (A0, A1)K
l∞(1/ϕ(2k))

)
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� K (t, (fa(2k))k; l∞(2−k), l∞(1/ϕ(2k)))

= K

t,
 2k∫

0

f ′a(s) ds


k

; l∞(2−k), l∞(1/ϕ(2k))


� K (t, f ′a;L∞,ExpL�) � t sup

q≥t

‖f ′a‖�(q)

q
.

Перепишем последнее соотношение в дискретном виде:

K (2k, a;A1,Mϕ( ~A)) � sup
n≥k

2k−n‖f ′a‖�(2n) (k = 1, 2, . . . ). (21)

Легко проверить, что условие (9) выполняется для параметра lq(2(1/q−1)k) с
константой K = 3 для любого q ≥ 2. Поэтому по лемме 3

(A0, A1)K
1/q′,q = (L1, L∞)K

1/q′,q( ~A)

с одной и той же константой эквивалентности норм для всех q ≥ 2. Отсюда и
из соотношений (4) и (21) получаем утверждение теоремы. �

В частности, экстраполяционным относительно шкалы
{
~AK
n

}
является обоб-

щенное пространство Марцинкевича Mϕ( ~A).

Следствие 2. Для любой функции Орлича � и произвольной банаховой

пары ~A = (A0, A1) такой, что A1
1
⊂A0 и Ã1 = A1, выполнено соотношение

‖a‖Mϕ( ~A) � sup
n≥1

2−n‖a‖ ~AK
n
.

Доказательство. Легко проверить, что A1
1
⊂Mϕ( ~A). Поэтому аргументы

в точности те же, что и при доказательстве следствия 1. �

Отметим, что A1 (если Ã1 = A1) и пространство Марцинкевича Mϕ( ~A) —
наименьшее и наибольшее экстраполяционные пространства шкалы

{
~AK
n

}
, со-

ответствующие семейству экстраполяционных функторов L K
�,F (с фиксирован-

ной функцией �). А именно, справедливы равенства

L K
�,l∞

({
~AK
n

})
= A1 и L K

�,l∞(2−k)
({
~AK
n

})
= Mϕ( ~A). (22)

Действительно, ввиду (4), леммы 3 и следствия 1

‖ua‖l∞ = sup
n=1,2,...

‖a‖ ~AK
n
� sup
k=1,2,...

‖K ′(·, a; ~A)χ[0,1]‖�(2k) = ‖K ′(·, a; ~A)χ[0,1]‖L∞ ,

а

‖ua‖l∞(2−k) = sup
n=1,2,...

2−n‖a‖ ~AK
n
� sup
n=1,2,...

2−n‖K ′(·, a; ~A)χ[0,1]‖�(2n)

= ‖K ′(·, a; ~A)χ[0,1]‖ExpL� ,

и остается применить соотношения (20).
Из (22) следует, что для любой банаховой пары ~A = (A0, A1) такой, что

A1
1
⊂A0, и банаховой решетки F , промежуточной между l∞ и l∞(2−k), имеют

место вложения
A1 ⊂ L K

�,F

({
~AK
n

})
⊂Mϕ( ~A).

Более того, из теоремы 2, основного результата этого параграфа, следует,
что пространство L K

�,F

(
~AK
n

)
интерполяционно относительно пары (A1,Mϕ( ~A))

при условии, что решетка F интерполяционна относительно пары ~l∞.
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Теорема 2. Пусть � — функция Орлича, а ~A = (A0, A1) — банахова пара

такая, что A1
1
⊂A0 и A1 полно относительно A0. Тогда для любой банаховой ре-

шетки F , интерполяционной относительно пары ~l∞ = (l∞, l∞(2−k)), выполнено
равенство

L K
�,F

({
~AK
n

})
= (A1,Mϕ( ~A))K

F (с эквивалентностью норм).

Доказательство. Достаточно показать, что с некоторыми константами,
не зависящими от a ∈ A0, выполнено

‖ua‖F � ‖va‖F , (23)

где

ua =
∞∑
n=1

‖a‖ ~AK
n
en и va =

∞∑
n=−∞

K (2n, a;A1,Mϕ( ~A))en.

Так как A1
1
⊂Mϕ( ~A), то (va)n = 2n(va)0 = 2n‖a‖Mϕ( ~A) при n = 0,−1,−2, . . . .

Поэтому по лемме 2 из [6] с константой, не зависящей от a, имеем

‖va‖F � ‖P+va‖F , (24)

где P+w =
∞∑
j=1

wjej , w = (wj)∞j=−∞.

Хорошо известно [9, замечание 3.3.8], что при условии интерполяционности
F относительно пары ~l∞

‖w‖F � ‖w̄‖F , где w = (wk)∞k=−∞, w̄k = sup
n=0,±1,...

{min[1, 2k−n]|wn|}.

Следовательно, ‖ua‖F � ‖ūa‖F , откуда ввиду неравенств ūa ≥ P+ūa ≥ ua полу-
чаем

‖ua‖F � ‖P+ūa‖F . (25)

Так как норма функции в Lq[0, 1] возрастает по q, применение леммы 3 к пара-
метру lq(2(1/q−1)k) (k ≥ 2) с учетом (4) показывает, что последовательность ua
возрастает в обобщенном смысле, т. е. ‖a‖ ~AK

n
≤ C‖a‖ ~AK

m
при некотором C > 0

и произвольных 1 ≤ n ≤ m. Поэтому

P+ūa �
∞∑
k=1

2k sup
n≥k

‖a‖ ~AK
n

2n
ek

и, значит, по теореме 1 ‖P+ūa‖F � ‖P+va‖F с универсальными константами.
Тем самым соотношение (23) следует из (24) и (25). �

Рассмотрим важный частный случай: ~A = ~L := (L1, L∞). Ввиду соотноше-
ния (4) ~LK

n = L�(2n) с константой, не зависящей от n = 1, 2, . . . . Следовательно,
L K
�,F

({
~LK
n

})
— симметричное пространство на [0, 1], состоящее из всех измери-

мых на [0, 1] функций f , для которых последовательность uf =
∞∑
k=1

‖f‖�(2k)e
k

принадлежит F и ‖f‖L K
�,F ({~LK

n }) = ‖uf‖F .
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Следствие 3. Для произвольной функции Орлича � и любой банаховой
решетки F , интерполяционной относительно пары (l∞, l∞(2−k)), выполнено ра-
венство

L K
�,F ({L�(2n)}) = (L∞,ExpL�)K

F (с эквивалентностью норм).

Интерполяция в паре (L∞,ExpL�) описывается вещественным K -методом
[17] (см. также [20, предложение 1]). Это означает, что всякое пространство X,
интерполяционное относительно нее, представимо в виде X = (L∞,ExpL�)K

F ,
где F — банахова решетка двусторонних числовых последовательностей. При
этом, как отмечалось в § 1, можно считать, что F интерполяционна относитель-
но пары ~l∞ = (l∞, l∞(2−k)). Поэтому из теоремы 2 получаем следующее экс-
траполяционное описание пространств, интерполяционных относительно пары
(L∞,ExpL�).

Следствие 4. Пусть � — произвольная функция Орлича. Для любого
пространства X, интерполяционного относительно пары (L∞,ExpL�), суще-
ствует банахова решетка F такая, что X = L K

�,F ({L�(2n)}) (с эквивалентностью
норм).

§ 4. Экстраполяционные функторы на семействе шкал,
порожденных J -методом вещественной интерполяции

Пусть, как и ранее, � — функция Орлича, а ~A = (A0, A1) — банахова пара,

A1
1
⊂A0. Введем шкалу пространств, построенных по паре ~A с использованием

вещественного J -метода интерполяции:

~AJ
n = (A0, A1)

J
1/�(2n),�(2n)/(�(2n)−1), n = 1, 2, . . . .

Семейство всех таких шкал обозначим через B.
Определение 2. Пусть банахова решетка G промежуточна относитель-

но банаховой пары ~l1 = (l1, l1(2−k)), т. е. ∆(~l1) ⊂ G ⊂ �(~l1). Определим
L

J
�,G

({
~A

J
n

})
как множество всех b ∈ A0, для которых cуществует представле-

ние

b =
∞∑
n=1

bn (сходимость в A0), bn ∈ ~AJ
n и

∞∑
n=1

‖bn‖ ~AJ
n
e−n ∈ G. (26)

Нетрудно проверить, что L
J
�,G

({
~A

J
n

})
— банахово пространство с нормой

‖b‖
L

J
�,G({ ~AJ

n }) = inf

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

‖bn‖ ~AJ
n
e−n

∥∥∥∥∥
G

,

где нижняя грань берется по всем представлениям (26), а отображение
{
~A

J
n

}
7→

L
J
�,G

({
~A

J
n

})
является экстраполяционным функтором на семействе B.

Покажем, что соответствующие экстраполяционные пространства шкалы{
~A

J
n

}
интерполяционны относительно пары (A0, �ϕ( ~A)), где �ϕ( ~A) — обобщен-

ное пространство Лоренца [19, с. 430],

�ϕ( ~A) = (A0, A1)
J

l1(2−kϕ(2k)), где ϕ(u) = u�−1(ln(1 + (e− 1)/u)) (0 < u ≤ 1).
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Так как A1
1
⊂A0, при определении этого пространства можно ограничиться пред-

ставлениями вида

x =
−∞∑
k=0

uk (uk ∈ A1)

(см. доказательство теоремы 4 далее).
Начнем с теоремы об описании J -функционала пары (A0, �ϕ( ~A)). В ее

доказательстве потребуется следующее хорошо известное утверждение о двой-
ственности между J - и K -методами интерполяции [8, теорема 3.7.1]. Пусть
~A = (A0, A1) — банахова пара такая, что A0 ∩ A1 всюду плотно в A0 и A1. То-
гда сопряженные пространства A∗0 и A∗1 также образуют банахову пару и имеет
место равенство(

(A0, A1)
J
θ,r

)∗ =
(
A∗0, A

∗
1
)K

θ,r′
,

1
r

+
1
r′

= 1 (1 ≤ r <∞). (27)

Для дальнейшего важно отметить, что (27) выполняется изометрически для

всех 0 < θ < 1 и 1 ≤ r <∞. Действительно, вложение
(
(A0, A1)

J
θ,r

)∗ 1
⊂(A∗0, A∗1)K

θ,r′

доказано в [8, теорема 3.7.1, соотношение (3)]. Противоположное вложение (то-
же с константой 1) проверяется точно так же, как соотношение (4) там же.

Теорема 3. Пусть �(u) — функция Орлича на [0,∞). С константами, не

зависящими от банаховой пары ~A = (A0, A1) такой, что A1
1
⊂A0 и A1 всюду

плотно в A0, а также от b ∈ A0 и k = 1, 2, . . . , выполнено соотношение

J (2−k, b;A0, �ϕ( ~A)) � ‖b‖Uk ,

где Uk =
∑
n≥k

2n−k ~AJ
n .

Доказательство. Ввиду соображений двойственности достаточно прове-
рить эквивалентность норм соответствующих сопряженных пространств. Иначе
говоря [8, с. 74], нужно показать, что

K (2k, a;A∗0, (�ϕ( ~A))∗) � ‖a‖(Uk)∗ (k = 1, 2, . . . ). (28)

Так как по условию A1 всюду плотно в A0, а пространство l1(2−kϕ(2k))
интерполяционно относительно пары ~l1 [19, с. 430], по теореме двойственности
для вещественного метода [19, теорема 7.5.1]

(�ϕ( ~A))∗ = (A∗0, A
∗
1)

K
F ,

где F — банахова решетка, двойственная к l1(2−kϕ(2k)) относительно билиней-
ной формы

〈α, β〉 =
∞∑

k=−∞

α−kβk.

Легко проверить, что F = l∞(2−k/ϕ(2−k)), т. е.

(�ϕ( ~A))∗ = Mψ(A∗0, A
∗
1),

где ψ(u) = uϕ(1/u). Используя определение обобщенного пространства Мар-
цинкевича, а также равенство

K (t, b;A0, A1) = tK (1/t, b;A1, A0) (t > 0), (29)
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перепишем последнее соотношение следующим образом:

(�ϕ( ~A))∗ = Mϕ( ~A∗), где ~A∗ := (A∗1, A
∗
0). (30)

Так как A1 всюду плотно в ~A
J
n (n = 1, 2, . . . ) [8, теорема 3.4.2], приме-

няя теорему двойственности для бесконечных сумм и пересечений банаховых
пространств [3], а также соотношение (27), получаем

(Uk)∗ = ∆n≥k2k−n
(
~AJ
n

)∗ = ∆n≥k2k−n(A∗0, A
∗
1)

K
1/�(2n),�(2n)

или опять ввиду (29)

(Uk)∗ = ∆n≥k2k−n(A∗1, A
∗
0)

K
1−1/�(2n),�(2n) = ∆n≥k2k−n ~A∗Kn .

Таким образом, с учетом равенства (30) соотношение (28) переходит в эквива-
лентность

K (2k, a;A∗0,Mϕ( ~A∗)) � sup
n≥k

2k−n‖a‖ ~A∗K
n
.

Пространство A∗0 полно относительно A∗1 [10, теорема 1.2.2], и, значит, по теоре-
ме 1, примененной к паре ~A∗, последнее соотношение верно с универсальными
константами. Следовательно, теорема 3 доказана. �

Следствие 5. Пусть ~A = (A0, A1) — банахова пара, A1
1
⊂A0 и A1 всюду

плотно в A0. Тогда если � — функция Орлича и ϕ(u) = u�−1(ln(1+ (e− 1)/u)),
то

�ϕ( ~A) =
∞∑
n=1

2n ~AJ
n (с эквивалентностью норм).

Доказательство. Так как �ϕ( ~A)
1
⊂A0, то J (1, b;A0, �ϕ( ~A)) = ‖b‖�ϕ( ~A).

Ввиду вогнутости J -функционала

1
2
‖b‖�ϕ( ~A) ≤ J (1/2, b; , A0, �ϕ( ~A)) ≤ ‖b‖�ϕ( ~A),

и результат следует из теоремы 3. �

В частном случае ~A = (L1, L∞) пространство �ϕ( ~A) совпадает с симмет-
ричным пространством Лоренца �(ϕ). Из соотношений (4) и (27) получаем,
что

(L1, L∞)J
1/q,q′ = Lq′

с константой, равномерно ограниченной относительно q ≥ 2. Поэтому из теоре-
мы 3 вытекает

Следствие 6. Если � — произвольная функция Орлича, то с константой,
не зависящей от g ∈ �(ϕ) и k = 1, 2, . . . , справедливо соотношение

J (2−k, g;L1, �(ϕ)) � ‖g‖Uk ,

где Uk =
∑
j≥k

(
2j−kLrj

)
, rj = �(2j)/(�(2j)− 1) (j = 1, 2, . . . ).

Докажем теперь с помощью теоремы 3 основной результат этого параграфа.
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Теорема 4. Предположим, что банахова решетка G интерполяционна от-
носительно пары ~l1 = (l1, l1(2−k)), а ~A = (A0, A1) — банахова пара такая, что

A1
1
⊂A0 и A1 всюду плотно в A0. Тогда L

J
�,G

({
~A

J
n

})
= (A0, �ϕ( ~A))J

G (с экви-
валентностью норм).

Доказательство. Обозначим Y = (A0, �ϕ( ~A))J
G и для произвольных b ∈

�ϕ( ~A) и t > 0 положим

J (t, b) = J (t, b;A0, �ϕ( ~A)).

По определению пространств J -метода

‖b‖Y = inf ‖(J (2k, bk))k‖G,

где нижняя грань берется по всем представлениям

b =
∞∑

k=−∞

bk (сходимость в A0), bk ∈ �ϕ( ~A). (31)

Если b ∈ L
J
�,G

({
~A

J
n

})
, то по определению

b =
∞∑
n=1

cn, cn ∈ ~AJ
n и

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

‖cn‖ ~AJ
n
e−n

∥∥∥∥∥
G

<∞.

Тогда cn ∈ Un и по теореме 3

J (2−n, cn) ≤ C1‖cn‖ ~AJ
n

для некоторого C1 > 0. Тем самым для последовательности {bn} такой, что
bn = c−n, n = −1,−2, . . . , и bn = 0, n = 0, 1, 2, . . . , выполнено соотношение (31),
причем bn ∈ �ϕ( ~A) и

‖(J (2n, bn))n‖G ≤ C1

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

‖cn‖ ~AJ
n
e−n

∥∥∥∥∥
G

.

Отсюда L
J
�,G

({
~A

J
n

})
⊂ Y и ‖b‖Y ≤ C1‖b‖L

J
�,G({ ~AJ

n }).
Для доказательства противоположного вложения покажем сначала, что

при вычислении нормы в Y можно ограничиться (с точностью до эквивалент-
ности) представлениями (31), в которых bk = 0 при k = 0, 1, 2, . . . .

Так как �ϕ( ~A)
1
⊂A0, имеем

J (2k, b) = 2k‖b‖�ϕ( ~A) (k = 0, 1, 2, . . . ).

Пусть {bk} ⊂ �ϕ( ~A) такая, что для нее выполнено (31). Тогда если C2 — кон-
станта вложения G ⊂ �(~l1), то∥∥∥∥∥

∞∑
k=0

J (2k, bk)ek
∥∥∥∥∥
G

=

∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

2k‖bk‖�ϕ( ~A)e
k

∥∥∥∥∥
G

≥ C−1
2

∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

2k‖bk‖�ϕ( ~A)e
k

∥∥∥∥∥
l1(2−k)

= C−1
2

∞∑
k=0

‖bk‖�ϕ( ~A). (32)
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Рассмотрим теперь новое представление:

b =
∞∑

k=−∞

b′k, b′k = bk для k = −2,−3, . . . ,

b′−1 =
∞∑

i=−1

bi и b′k = 0 для k = 0, 1, . . . .

Тогда ввиду (32) и того, что G — банахова решетка, получим

‖(J (2k, b′k))k‖G ≤ ‖(J (2k, bk))k‖G

+
∞∑
k=0

‖bk‖�ϕ( ~A)‖e
−1‖G ≤ (1 + 2C2C3)‖(J (2k, bk))k‖G,

где C3 — константа вложения ∆(~l1) ⊂ G.
Таким образом, если b ∈ Y , то найдется представление (31) такое, что bk = 0

для k = 0, 1, . . . и

‖b‖Y ≥ C−1
4

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

J (2−k, b−k)e−k
∥∥∥∥∥
G

. (33)

По теореме 3 для каждого k = 1, 2, . . . можно найти представление

b−k =
∞∑
n=k

bk,n, где bk,n ∈ ~AJ
n , (34)

такое, что

J (2−k, b−k) ≥ C−1
5

∞∑
n=k

2n−k‖bk,n‖ ~AJ
n
. (35)

Так как G ⊂ �(~l1), из (33) и (35) получаем
∞∑
k=1

∞∑
n=k

‖bk,n‖ ~AJ
n
≤

∞∑
k=1

∞∑
n=k

2n−k‖bk,n‖ ~AJ
n
≤ C5

∞∑
k=1

J (2−k, b−k)

≤ C5C2

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

J (2−k, b−k)e−k
∥∥∥∥∥
G

≤ C5C4C2‖b‖Y <∞. (36)

Это показывает, в частности, что сумма ряда
∞∑
k=1

∞∑
n=k

bk,n

не зависит от порядка суммирования. Поэтому

b =
∞∑
n=1

cn (сходимость в A0), где cn =
n∑
k=1

bk,n.

При этом ввиду (34) cn ∈ ~A
J
n и

‖cn‖ ~AJ
n
≤

n∑
k=1

‖bk,n‖ ~AJ
n
. (37)
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Рассмотрим теперь последовательность

αb =
∞∑
n=1

n∑
k=1

‖bk,n‖ ~AJ
n
e−n. (38)

Ввиду (36)

αb =
∞∑
k=1

αk (сходимость в �(~l1)), где αk =
∞∑
n=k

‖bk,n‖ ~AJ
n
e−n.

Из (35) следует, что αk ∈ ∆(~l1), k = 1, 2, . . . . Так как G интерполяционно
относительно пары ~l1, применяя лемму 4 из [6], получим

‖αb‖G ≤ C6

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

∞∑
n=k

max(1, 2n−k)‖bk,n‖ ~AJ
n
e−k

∥∥∥∥∥
G

= C6

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

∞∑
n=k

2n−k‖bk,n‖ ~AJ
n
e−k

∥∥∥∥∥
G

.

Поэтому в итоге из (37), (38), (35) и (33) следует, что∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

‖cn‖ ~AJ
n
e−n

∥∥∥∥∥
G

≤ ‖αb‖G ≤ C4C5C6‖b‖Y ,

откуда b ∈ L
J
�,G

({
~A

J
n

})
и ‖b‖

L
J
�,G({ ~AJ

n }) ≤ C4C5C6‖b‖Y . �

В частном случае ~A = ~L := (L1, L∞) из соотношений (4) и (27) вытекает,
что с константами, не зависящими от n = 1, 2, . . . , выполнено равенство ~LJ

n =
Lrn , где rn = �(2n)/(�(2n) − 1). Поэтому значением введенного функтора на
этой паре будет симметричное пространство L

J
�,G

({
~L

J
n

})
, состоящее из всех

измеримых на [0, 1] функций g таких, что cуществует представление g =
∞∑
k=1

gk

(сходимость в L1), gk ∈ Lrk и
∞∑
k=1

‖gk‖rke−k ∈ G. Норма в L
J
�,G

({
~L

J
n

})
задается

соотношением

‖g‖
L

J
�,G({~LJ

n }) = inf

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

‖gk‖rke−k
∥∥∥∥∥
G

,

где нижняя грань берется по всевозможным представлениям. В итоге получаем

Следствие 7. Для произвольной функции Орлича � и любой банаховой
решетки G, интерполяционной относительно пары (l1, l1(2−k)), выполнено ра-
венство

L
J
�,G({Lrn}) = (L1, �(ϕ))J

G (с эквивалентностью норм).

Так как пространство �(ϕ) одновременно является пространством Орлича
[12], интерполяция в паре (L1, �(ϕ)) описывается вещественным K -методом
[21, следствие 5.10]. Ввиду теорем о связи между K - и J -функторами [9]
она описывается также и J -методом. Иначе говоря, если Y интерполяционно
относительно пары (L1, �(ϕ)), то Y = (L1, �(ϕ))J

G для некоторой банаховой
решетки G, интерполяционной относительно пары ~l1 = (l1, l1(2−k)). Поэтому из
теоремы 4 вытекает экстраполяционное описание таких пространств.

Следствие 8. Пусть � — произвольная функция Орлича. Для любого
пространства Y , интерполяционного относительно пары (L1, �(ϕ)), существует
банахова решетка G такая, что Y = L

J
�,G({Lrn}) (с эквивалентностью норм).
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§ 5. Дальнейшие обобщения и устойчивость
экстраполяционных функторов

Здесь мы покажем, что результаты двух предыдущих параграфов справед-
ливы и для более общего семейства шкал, порожденных вещественным методом
интерполяции. Решающую роль при доказательстве будет играть определен-
ная устойчивость «экстраполяционных» пересечений семейств банаховых про-
странств. А именно, если последние — значения интерполяционных функторов
на одной и той же банаховой паре, то при некоторых условиях пересечение
зависит лишь от характеристических функций этих функторов.

С технической точки зрения в этом параграфе нам будет удобнее использо-
вать функторы вещественного метода интерполяции с функциональными пара-
метрами. Так, в частности, пространство K -метода ~AK

θ,q := (A0, A1)K
θ,q состоит

в этом случае из всех a ∈ A0 +A1 таких, что

‖a‖K
θ,q =


∞∫
0

(t−θK (t, a; ~A))q
dt

t


1/q

<∞ (0 < θ < 1, 1 ≤ q <∞)

и
‖a‖K

θ,∞ = sup
t>0

(t−θK (t, a; ~A)) <∞ (0 < θ < 1).

Заметим, что эта норма эквивалентна норме соответствующего пространства
с дискретным параметром lq(2−θk) (см. § 1), и, более того, константу эквива-
лентности можно выбрать так, что она будет одна и та же при всех 0 < θ < 1
и 1 ≤ q ≤ ∞ [8, леммы 3.1.3 и 3.2.3]. Тем самым эти пространства мы мо-
жем отождествлять как с интерполяционной, так и с экстраполяционной точек
зрения.

В доказательстве следующей теоремы мы будем использовать рассуждения
из доказательства теоремы 21 в [5].

Теорема 5. Пусть � — функция Орлича на [0,∞), θn = 1−1/�(2n) и Fn —
точный интерполяционный функтор с характеристической функцией tθn (n =
1, 2, . . . ). Тогда с константами, не зависящими от банаховой пары ~A = (A0, A1)

такой, что A1
1
⊂A0 и Ã1 = A1, а также от k = 1, 2, . . . ,

∆n≥k2−nFn( ~A) � ∆n≥k2−n ~AK
θn,1/(1−θn).

Доказательство. Достаточно показать (см. § 1), что

∆n≥k2−n ~AK
θn,∞ ⊂ ∆n≥k2−n ~A

J
θn,1 (39)

с константой, не зависящей от ~A и k = 1, 2, . . . . Докажем сначала, что с уни-
версальной константой будет 〈

~AK
θ,1

〉
⊂ ~A

J
θ,1, (40)

где через
〈
~AK
θ,p

〉
, как и ранее, обозначаются модифицированные пространства

K -метода (см. (2)).
Пусть a ∈ ~AK

θ,1. Тогда ввиду усиленного варианта фундаментальной леммы
теории интерполяции [5, лемма 1] существует представление

a =
∞∫
0

u(s) ds/s
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такое, что
∞∫
0

min(1, t/s)J (s, u(s); ~A)
ds

s
≤ γK (t, a; ~A)

с универсальной константой γ. Поэтому с учетом соотношения (2)

‖a‖J
θ,1 ≤

∞∫
0

s−θJ (s, u(s); ~A)
ds

s
= θ(1−θ)

∞∫
0

J (s, u(s); ~A)
∞∫
0

min(1, t/s)t−θ
dt

t

ds

s

= θ(1− θ)
∞∫
0

∞∫
0

J (s, u(s); ~A)min(1, t/s)
ds

s
t−θ

dt

t

≤ γθ(1− θ)
∞∫
0

K (t, a; ~A)t−θ
dt

t
= γ‖a‖〈 ~AK

θ,1〉
.

Тем самым (40) доказано и для доказательства (39) поэтому достаточно
проверить, что

∆n≥k2−n ~AK
θn,∞ ⊂ ∆n≥k2−n

〈
~AK
θn,1

〉
(41)

с константой, не зависящей от ~A и k = 1, 2, . . . .

Покажем, что в случае, когда A1
1
⊂A0, имеет место неравенство

‖a‖K
θ,q ≤ 9


1∫

0

(t−θK (t, a; ~A))q
dt

t


1/q

(42)

для всех θ ∈ [1/2, 1) и 1 ≤ q ≤ ∞ (аналогичное рассуждение использовалось в
доказательстве леммы 3).

Действительно, так как K (t, a; ~A) = ‖a‖A0 (t ≥ 1) и θ ∈ [1/2, 1), имеем
1∫

0

(t−θK (t, a; ~A))q
dt

t


1/q

≥


1∫

1/4

(t−θK (t, a; ~A))q
dt

t


1/q

≥ K (1/4, a; ~A)


1∫

1/4

(t−θ)q
dt

t


1/q

≥ 1
4
‖a‖A0 .

Поэтому
∞∫
1

(t−θK (t, a; ~A))q
dt

t


1/q

≤ ‖a‖A0


∞∫
1

t−q/2
dt

t


1/q

≤ 2‖a‖A0 ≤ 8


1∫

0

(t−θK (t, a; ~A))q
dt

t


1/q

и соотношение (42) следует из определения ‖a‖K
θ,q.
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Для каждого k = 1, 2, . . . определим на интервале (0, 1] функции

τk(t) = inf
n≥k

2ntθn , τ̃k(t) = inf
θk≤u<1

M(u)tu,

где M(u) = �−1(1/(1− u)).
Прежде всего

τ̃k(t) ≤ τk(t) ≤ 2τ̃k(t). (43)

Так как M(θn) = 2n, левое неравенство очевидно. Для доказательства право-
го возьмем u ∈ [θk, 1). Тогда θn ≤ u < θn+1 при некотором n ≥ k и ввиду
возрастания функции M(u)

M(u)tu ≥M(θn)tθn+1 = 2ntθn+1 =
1
2
M(θn+1)tθn+1 .

Следовательно, (43) доказано.
Далее, покажем, что

τ̃k(t2) ≤ 2tτ̃k(t), 0 ≤ t ≤ 1, k = 1, 2, . . . . (44)

Действительно, так как θk ≥ 1/2, имеем

τ̃k(t2) = inf
θk≤u<1

M(u)t2u = t inf
θk≤u<1

M(u)t2u−1

= t inf
2θk−1≤u<1

M

(
u+ 1

2

)
tu ≤ 2tτ̃k(t),

где в последнем неравенстве мы воспользовались тем, что 2θk − 1 < θk и

M((u+ 1)/2) = �−1(2/(1− u)) ≤ 2M(u).

Из (43) и (44) получаем, что

τk(t2) ≤ 4tτk(t), 0 ≤ t ≤ 1, k = 1, 2, 3, . . . .

Отсюда и из определения функции τk(t) следует, что

1∫
0

τk(t)t−θk
dt

t
≤ 4

1∫
0

t1/2τk(t1/2)t−θk
dt

t

≤ 4 sup
0<t≤1

(t−θk/2τk(t1/2))
1∫

0

t(1−θk)/2 dt

t

=
8

1− θk
sup

0<t≤1
(t−θkτk(t)) ≤

8
1− θk

2k.

Наконец, используя последнее неравенство и соотношение (42), получаем

sup
n≥k

2−n‖a‖〈 ~AK
θn,1

〉 ≤ 9 sup
n≥k

2−n(1− θn)θn

1∫
0

K (t, a; ~A)t−θn
dt

t

≤ 9 sup
n≥k

2−n(1− θn)θn

1∫
0

τn(t)t−θn
dt

t
sup

0<s≤1

K (s, a; ~A)
τn(s)
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≤ 72 sup
0<s≤1

K (s, a; ~A)
τn(s)

= 72 sup
0<s≤1

sup
n≥k

K (s, a; ~A)2−ns−θn

= 72 sup
n≥k

2−n sup
0<s≤1

K (s, a; ~A)s−θn = 72 sup
n≥k

2−n‖a‖ ~AK
θn,∞

,

и соотношение (41), а с ним и теорема доказаны. �

Для произвольной последовательности ~q = {qn}∞n=1, 1 ≤ qn ≤ ∞, и любой

банаховой пары ~A = (A0, A1), A1
1
⊂A0, введем дискретную шкалу пространств

~AK
n (~q) = (A0, A1)K

1−1/�(2n),qn , n = 1, 2, . . . .

В частности, если qn = �(2n), то получаем шкалу ~AK
n из § 3.

Из теорем 1 и 4 вытекает

Следствие 9. Для произвольной функции Орлича � с константой, не за-

висящей от банаховой пары ~A = (A0, A1) такой, что A1
1
⊂A0 и Ã1 = A1, а также

от a ∈Mϕ( ~A), последовательности ~q и k = 1, 2, . . . , справедливо соотношение

K (2k, a;A1,Mϕ( ~A)) � sup
n≥k

2k−n‖a‖〈 ~AK
n (~q)〉.

При определенных условиях на ~q аналогичное утверждение верно и для
обычного (не модифицированного) K -метода.

Следствие 10. Если �(2n) ≤ qn ≤ ∞ (n = 1, 2, . . . ), то для любой ба-

наховой пары ~A = (A0, A1) такой, что A1
1
⊂A0 и Ã1 = A1, с универсальными

константами
K (2k, a;A1,Mϕ( ~A)) � sup

n≥k
2k−n‖a‖ ~AK

n (~q).

Доказательство. Так как qn ≥ 2, а θn := 1 − 1/�(2n) ≥ 1/2, легко про-
верить, что 1/

√
2 ≤ cθn,qn ≤ e1/e (см. (2)). Тем самым модифицированные про-

странства K -метода в предыдущем следствии можно заменить обычными. �

В частности, при прежних условиях на банахову пару ~A получим

K (2k, a;A1,Mϕ( ~A)) � sup
n≥k

2k−n‖a‖(A0,A1)K
1−1/�(2n),∞

.

Теорема 6. Пусть � — функция Орлича, а ~A = (A0, A1) — банахова пара

такая, что A1
1
⊂A0 и Ã1 = A1. Тогда если �(2n) ≤ qn ≤ ∞ (n = 1, 2, . . . ), то

для любой банаховой решетки F , интерполяционной относительно пары ~l∞ =
(l∞, l∞(2−k)), выполнено равенство

L K
�,F

({
~AK
n (~q)

})
= (A1,Mϕ( ~A))K

F

(с эквивалентностью норм).
Доказательство. Следствие 10 и анализ доказательства теоремы 2 по-

казывают, что достаточно проверить справедливость неравенства

‖a‖ ~AK
n (~q) ≤ C‖a‖ ~AK

m (~q) (1 ≤ n ≤ m).

Для этого, в свою очередь, ввиду условий и теоремы 3.4.1 из [8] достаточно
показать, что

‖a‖K
θn,q0n

≤ 18‖a‖K
θm,∞ (1 ≤ n < m),
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где по-прежнему θn = 1 − 1/�(2n), а q0n = �(2n). Последнее неравенство по-
лучается за счет следующих оценок, где мы используем соотношение (42) и
неравенство �(2m) ≥ 2 · �(2n) :

‖a‖K
θn,q0n

≤ 9


1∫

0

(t−θnK (t, a; ~A))q
0
n
dt

t


1/q0n

≤ 9 sup
0<t≤1

(t−θmK (t, a; ~A))


1∫

0

t1−�(2n)/�(2m) dt

t


1/�(2n)

≤ 18‖a‖K
θm,∞. �

В заключение определим двойственную шкалу пространств J -метода: ес-

ли ~s = {sn}∞n=1, 1 ≤ sn ≤ ∞, и ~A = (A0, A1) — банахова пара такая, что A1
1
⊂A0,

то
~AJ
n (~s) = (A0, A1)

J
1/�(2n),sn , n = 1, 2, . . . .

Тогда совершенно аналогично теоремам 3 и 4 можно доказать следующие
утверждения.

Теорема 7. Пусть � — функция Орлича и 1 ≤ sn ≤ �(2n)/(�(2n)−1), n =
1, 2, . . . . Тогда с константами, не зависящими от банаховой пары ~A = (A0, A1)

такой, что A1
1
⊂A0 и A1 всюду плотно в A0, а также от b ∈ A0, последователь-

ности ~s и k = 1, 2, . . . , справедливо соотношение

J (2−k, b;A0, �ϕ( ~A)) � ‖b‖Uk ,

где Uk =
∑
n≥k

2n−k ~AJ
n (~s).

Теорема 8. Пусть � — функция Орлича и 1 ≤ sn ≤ �(2n)/(�(2n)−1), n =
1, 2, . . . . Предположим, кроме того, что банахова решетка G интерполяционна
относительно пары ~l1 = (l1, l1(2−k)), а ~A = (A0, A1) — банахова пара такая, что

A1
1
⊂A0 и A1 всюду плотно в A0. Тогда

L
J
�,G

({
~AJ
n (~s)

})
= (A0, �ϕ( ~A))J

G

(с эквивалентностью норм).
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