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CМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЙ

СИСТЕМЫ НА ПЛОСКОСТИ

С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ В ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ

Н. А. Люлько

Аннотация: Рассматривается корректность постановки в полуполосе краевой за-
дачи для линейной гиперболической системы первого порядка с запаздыванием
(сосредоточенным и распределенным) в граничных условиях. В случае отрица-
тельности реальных частей собственных значений соответствующей спектральной
задачи доказывается равномерная по времени оценка решения однородной задачи,
позволяющая обосновать принцип линеаризации для анализа устойчивости стаци-
онарных решений нелинейной задачи.

Ключевые слова: гиперболические системы, запаздывание по времени, устойчи-
вость стационарных решений.
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Введение

Исследованию качественных свойств решений смешанных задач для гипер-
болических систем посвящена обширная литература, обзор которой можно най-
ти в [1, 2]. Мы будем исследовать достаточно частные вопросы, ограничиваясь
ссылками на наиболее близкие к изучаемым проблемам работы.

Гиперболические системы с запаздыванием в граничных условиях возника-
ют при математическом моделировании противоточных химических реакторов
с рециклом [3], когда некоторые вещества возвращаются частично после выхо-
да из реактора опять на вход с запаздыванием по времени, необходимом для
транспортировки (по трубам, механически и т. д.). Коэффициенты пропорцио-
нальности обычно показывают, какая часть вещества возвращается назад. В [4]
доказывается, что адиабатические и изотермические трубчатые реакторы иде-
ального вытеснения с рециклом могут иметь несколько стационарных решений,
поэтому возникает вопрос об их устойчивости.

Рассмотрим в полуполосе � = {(x, t) : 0 < x < 1, t > 0} краевую задачу
для гиперболической системы первого порядка:

Ut − LAU = F (x, t, U), (x, t) ∈ �, (1)

m∑
k=0

(AkU(0, t− τk) +BkU(1, t− τk))+
∑
r=0,1

m∑
k=1

 τk∫
0

�rk(ξ)U(r, t− ξ) dξ

 = 0, (2)
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U(x, t)|� = U(x, t). (3)

Здесь U(x, t) = [u1(x, t), . . . , un(x, t)]T — n-мерный вектор неизвестных функций,
F (x, t, U) — n-мерный вектор-столбец гладких функций и

LAU = −K (x)Ux + A (x)U, A (x) = (aij(x))i,j=1,...,n,

где K (x) — диагональная матрица с элементами ki(x) = 1
�i(x)

(1 ≤ i ≤ p),
ki(x) = −1

�i(x)
(p+ 1 ≤ i ≤ n). В дальнейшем положим

0 < �1(x) < · · · < �p(x), 0 < �p+1(x) < · · · < �n(x), (4)

где �i(x) — непрерывно дифференцируемые на отрезке [0, 1] функции, причем
1 ≤ p < n, n ≥ 2.

В краевых условиях (2) моменты запаздывания τk — фиксированные веще-
ственные числа: 0 = τ0 < τ1 < · · · < τm, m ≥ 0; Ak, Bk — матрицы размером
n × n, состоящие соответственно из вещественных чисел αkij , βkij , i, j = 1, . . . , n
(k = 0, 1, . . . ,m). Относительно матриц A0, B0 всюду далее предполагается
выполнение условия

det

 α0
11 . . . α0

1p β0
1,p+1 . . . β0

1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
α0
n1 . . . α0

np β0
n,p+1 . . . β0

nn

 6= 0,

поэтому в дальнейшем для простоты будем полагать, что матрицы A0, B0 имеют
вид

A0 =
(

Ep,p Ap,n−p

On−p,p An−p,n−p

)
, B0 =

(
Bp,p Op,n−p

Bn−p,p En−p,n−p

)
. (5)

Здесь Ek,k — единичная матрица размером k × k, Ol,k — нулевая матрица раз-
мером l × k; Al,k, Bl,k — матрицы, состоящие соответственно из элементов α0

ij ,
β0
ij (i = 1, . . . , l; j = 1, . . . , k); l, k — натуральные числа.

Элементами матриц �rk(ξ) являются гладкие на соответствующих отрезках
[0, τk] функции frkij(ξ) (i, j = 1, . . . , n; r = 0, 1, k = 1, . . . ,m).

Обсудим начальные данные (3). Для каждого i (1 ≤ i ≤ n) обозначим через
τ ri максимальное из запаздываний τk (0 ≤ k ≤ m), встречающихся у функции
ui(r, t) в краевых условиях (2), и определим два множества: γri =

{
(x, t) : x = r,

−τ ri ≤ t ≤ 0
}
, r = 0, 1. Пусть γi = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ 1} ∪ γ0

i ∪ γ1
i , тогда начальные

данные (3) следует понимать так:

U(x, t)|� = U(x, t) ⇐⇒ ui(x, t)|γi = ūi(x, t), i = 1, . . . , n,

где U(x, t) = [ū1(x, t), . . . , ūn(x, t)]T , а функция ūi(x, t) для данного i задается
на множестве γi.

Здесь и далее принадлежность функции U(x, t) пространству C(� ) будем
понимать в следующем смысле: U(x, 0) ∈ C[0, 1], U(r, t) ∈ C(� r) (т. е. ūi(r, t) ∈
C
(
γri
)
, i = 1, . . . , n), r = 0, 1. Под нормой ‖U(x, t)‖C(� ) понимаем

max
r=0,1

(‖U(x, 0)‖C[0,1], ‖U(r, t)‖C(� r)),

где ‖U(r, t)‖C(� r) = max
1≤i≤n

‖ūi(r, t)‖C(γri ); пространство C1(� ) и норма в нем вво-
дятся аналогично, т. е.

U(x, t) ∈ C1(� ) ⇐⇒ U(x, 0) ∈ C1[0, 1], U(r, t) ∈ C1(� r), r = 0, 1,
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и
‖U(x, t)‖C1(� ) = max

r=0,1
(‖U(x, 0)‖C1[0,1], ‖U(r, t)‖C1(� r)).

Под нормой вектор-функции в пространстве C[0, 1] (C1[0, 1]) мы понимаем мак-
симум из норм компонент этого вектора в C[0, 1] (C1[0, 1]); модулем матрицы
будем считать максимум из модулей ее элементов; принадлежность функции
F (x, t) пространству Cα,βx,t (�) (α, β = 0, 1) обозначает ее принадлежность про-
странству Cα,βx,t (�T ) для любого T > 0, где �T = {0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T};
буквами A, K будем обозначать константы, зависящие только от коэффициен-
тов системы (1), (2) (и не зависящие от t, U(x, t), F (x, t)).

Процессы с распределенными параметрами, в которых запаздывание по
времени t входит как в уравнения движения, так и в граничные условия, рас-
сматривались в [5, гл. 6]. В случае смешанной задачи для линейных систем
первого порядка в предположении их разрешимости был построен функционал
Ляпунова, обеспечивающий асимптотическую устойчивость решений рассмат-
риваемой задачи.

В случае отсутствия запаздывания (τk = 0 при k = 1, . . . ,m) корректность
постановки линейной задачи (1)–(3) в классе гладких функций и в классе обоб-
щенных функций рассмотрена в работе [6]. В работе автора [7] изучалась задача
(1)–(3) в случае отсутствия запаздывания и распадающихся краевых условий,
т. е. когда в матрицах A0, B0 (5) вместо An−p,n−p, Bp,p стоят нулевые матрицы.
В этой работе было исследовано поведение резольвенты соответствующего диф-
ференциального оператора, что позволило получить равномерные по t оценки
решений линейной задачи и обосновать принцип линеаризации для нелинейной
системы.

В настоящей статье в случае F (x, t, U) ≡ F (x, t) будет приведена теорема
существования в полуполосе � непрерывно дифференцируемого решения U(x, t)
задачи (1)–(3) и показано наличие для него при t ≥ 0 оценки

‖U(x, t)‖C1[0,1] ≤ KeAt(‖U(x, t)‖C1(� ) + max
0≤τ≤t

‖F (x, τ)‖C1[0,1]). (6)

В случае F (x, t, U) ≡ 0 для решения U(x, t) однородной задачи (1)–(3) будет
доказана для t ≥ 0 оценка

‖U(x, t)‖C[0,1] ≤ Ke−(γ−ε)t‖U(x, t)‖C(� ), γ − ε > 0, (7)

при условии, что собственные числа λ спектральной задачи, соответствующей
системе (1), (2), лежат в полуплоскости Reλ ≤ −γ (γ > 0).

Наличие оценки (6) позволяет для задачи (1)–(3) с известной нелинейно-
стью F (x, t, U) получить теорему существования в малом по t при любых на-
чальных данных U(x, t), удовлетворяющих условиям согласования. С другой
стороны, неравенство (7) позволяет доказать теорему об устойчивости по пер-
вому приближению для системы

Ut + K (x)Ux = F(x, U), F = [F1, . . . ,Fn]T , (8)

решение которой удовлетворяет краевым условиям (2) и начальным данным (3).

Существование решения линейной задачи

Для системы

Ut − LAU = F (x, t), F (x, t) = [f1(x, t), . . . , fn(x, t)]T , (9)
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рассмотрим в полуполосе � смешанную задачу с краевыми условиями (2) и
начальными данными (3). Вид (2) граничных условий гарантирует сведение
задачи (9), (2), (3) к системе интегральных уравнений типа Вольтерра, иссле-
дованной в [8]. В своем изложении этого вопроса мы будем следовать рабо-
там [7, 8].

В силу (5) граничные условия (2) при t > 0 можно записать в виде

ui(0, t) = �i[U ](t) (i = 1, . . . , p), ui(1, t) = �i[U ](t) (i = p+ 1, . . . , n).

Здесь �i (i = 1, . . . , n) — оператор, переводящий вектор-функцию U(x, t), за-
данную на множестве �∪ � , в скалярную функцию �i[U ](t), определенную при
t ≥ 0 (под значением �i[U ](0) понимаем lim

t→0+
�i[U ](t)) и имеющую вид

�i[U ](t) = −
n∑

j=p+1

α0
ijuj(0, t)−

p∑
j=1

β0
ijuj(1, t)−Ri[U ](t), (10)

где Ri[U ](t) есть i-я компонента вектор-столбца

m∑
k=1

AkU(0, t− τk) +BkU(1, t− τk) +
∑
r=0,1

τk∫
0

�rk(ξ)U(r, t− ξ) dξ

.
Для сведения рассматриваемой дифференциальной задачи к системе инте-

гральных уравнений введем ряд обозначений. Через каждую точку (x0, t0) ∈ �
проходит n характеристик x = ϕi(t;x0, t0) системы (9), определяемых уравне-
ниями

dϕi
dt

= ki(ϕi), ϕi|t=t0 = x0 (i = 1, . . . , n).

Пусть χi(x0, t0) = inf
t
{t : (ϕi(t;x0, t0), t) ∈ �}, тогда, очевидно, 0 ≤ χi(x0, t0), и

если χi(x0, t0) > 0, то ϕi(χi(x0, t0);x0, t0) равно либо 0, либо 1 (это равносильно
тому, что характеристика x = ϕi(t;x0, t0) выходит из точки (x0, t0) и приходит
с уменьшением t на боковую сторону �).

Введем в рассмотрение для каждого i (1 ≤ i ≤ n) следующие множества:

�i = {(x, t) ∈ � : χi(x, t) = 0},

�0
i = {(x, t) ∈ � : χi(x, t) > 0, ϕi(χi(x, t);x, t) = 0},

�1
i = {(x, t) ∈ � : χi(x, t) > 0, ϕi(χi(x, t);x, t) = 1}.

Очевидно, что �0
i = ∅, i = p+ 1, . . . , n, �1

i = ∅, i = 1, . . . , p.
Проинтегрируем i-е уравнение системы (9) вдоль соответствующей харак-

теристики и, используя (2), (3), получим следующую систему интегральных
уравнений:

ui(x0, t0) =
t0∫

χi(x0,t0)

{
n∑
j=1

aij(x)uj(x, t) + fi(x, t)

}∣∣∣∣∣
t=τ
x=ϕi(τ ;x0,t0)

dτ + vi(x0, t0), (11)

(x0, t0) ∈ �, i = 1, . . . , n,

vi(x, t) =


ūi(ϕi(0;x, t)), (x, t) ∈ �i, i = 1, . . . , n,
�i[U ](χi(x, t)), (x, t) ∈ �0

i , 1 ≤ i ≤ p,

�i[U ](χi(x, t)), (x, t) ∈ �1
i , p+ 1 ≤ i ≤ n,
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ui(r, t)|γri = ūi(r, t), i = 1, . . . , n (r = 0, 1).
Очевидно, что непрерывно дифференцируемая функция U(x, t) будет реше-

нием задачи (9), (2), (3) тогда и только тогда, когда она будет являться реше-
нием данной интегральной системы. При этом необходимо, чтобы начальные
данные U(x, t) принадлежали пространству C1(� ) и удовлетворяли условиям
согласования нулевого порядка:

U(x, t) — непрерывная на множестве � функция;

A0U(0, 0) +B0U(1, 0) +
m∑
k=1

(AkU(0,−τk) +BkU(1,−τk)

+
∑
r=0,1

τk∫
0

�rk(ξ)U(r,−ξ) dξ) = 0,

(S0)

и первого порядка:

A0U1(0) +B0U1(1) +
m∑
k=1

AkU t(0,−τk) +BkU t(1,−τk)

+
∑
r=0,1

τk∫
0

�rk(ξ)U t(r,−ξ) dξ

 = 0, (S1)

lim
t→0−

dU

dt
(r, t) = U1(r) (r = 0, 1),

где

U1(x) = −K (x)
dU

dx
(x, 0) + A (x)U(x, 0) + F (x, 0).

Вольтерровость системы (11) гарантируется наличием для операторов �i
следующих свойств (см. [8, с. 428, 431]).

1. Пусть Uk(x, t) — непрерывные в �∪ � функции, удовлетворяющие усло-
вию (3), тогда �i[Uk](t) также непрерывны при t ≥ 0, k = 1, 2. Обозначим
�U = U1 − U2, ��i[U ](t) = �i[U1](t)− �i[U2](t) и докажем, что для некоторого
ρ > 0 и всех t > 0 при 1 ≤ i ≤ n имеет место неравенство

|��i[U ](t)| ≤ K

 max∗
j;x;τ≤t

|�uj(x, τ)|+
t∫

0

max
j;x;ϑ≤τ

|�uj(x, ϑ)| dτ

, (12)

где звездочка при знаке max означает, что берутся только такие значения (x, τ),
для которых χj(x, τ) ≤ t − ρ (если t > ρ) или χj(x, τ) = 0 (если t ≤ ρ), а
постоянные K, ρ определяются операторами �i и матрицей K (x).

2. Если Uk(x, t) — гладкие в � ∪ � функции, удовлетворяющие условию
(3), то функции �i[Uk](t) (k = 1, 2) также гладкие при t ≥ 0 и для 1 ≤ i ≤ n
справедливы неравенства

|��i[U ]′(t)| ≤ K

 max∗
j,x;τ≤t

(∣∣∣∣�∂uj(x, τ)∂x

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣�∂uj(x, τ)∂τ

∣∣∣∣)+ max
j,x;τ≤t

|�uj(x, τ)|

+
t∫

0

max
j,x;ϑ≤τ

(∣∣∣∣�∂uj(x, ϑ)
∂x

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣�∂uj(x, ϑ)
∂ϑ

∣∣∣∣) dτ

. (13)



Cмешанная задача для гиперболической системы 1105

Покажем, что для операторов �i (10) справедлива оценка (12). Имеем

��i[U ](t) = −
n∑

j=p+1

α0
ij�uj(0, t)−

p∑
j=1

β0
ij�uj(1, t)−�Ri[U ](t). (14)

Введем число

ρ = min
1≤k≤m,i≤n

τk,
∣∣∣∣∣∣

1∫
0

dx

ki(x)

∣∣∣∣∣∣
 , если m ≥ 1,

ρ = min
1≤i≤n

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

dx

ki(x)

∣∣∣∣∣∣
 , если m = 0.

Если 0 < t < ρ, то характеристики j-го семейства (j = p+ 1, . . . , n), выходящие
из точек (0, t), будут приходить на нижнее основание �, т. е. χj(0, t) = 0; ана-
логично для характеристик j-го семейства (j = 1, . . . , p), выходящих из точек
(1, t), также будет χj(1, t) = 0. Если же t > ρ, то для характеристик j-го семей-
ства (j = p + 1, . . . , n), выходящих из точек (0, t), справедливо χj(0, t) ≤ t − ρ;
аналогично χj(1, t) ≤ t− ρ при j = 1, . . . , p. Поэтому∣∣∣∣∣

n∑
j=p+1

α0
ij�uj(0, t) +

p∑
j=1

β0
ij�uj(1, t)

∣∣∣∣∣ ≤ Kmax∗
j;x;τ≤t

|�uj(x, τ)|. (15)

Рассмотрим выражение �Ri[U ](t), являющееся i-й компонентой вектор-столбца
m∑
k=1

Ak�U(0, t− τk) +Bk�U(1, t− τk) +
∑
r=0,1

τk∫
0

�rk(ξ)�U(r, t− ξ) dξ

.
Из (3) для 0 ≤ t ≤ τk следует, что

Ak�U(0, t− τk) ≡ 0, Bk�U(1, t− τk) ≡ 0 (k = 1, . . . ,m),
поэтому

m∑
k=1

(Ak�U(0, t− τk) +Bk�U(1, t− τk)) ≡ 0,

если 0 ≤ t < ρ. Если же t ≥ ρ, то для всех k (1 ≤ k ≤ m) справедливо
t− τk ≤ t− ρ, поэтому при t > 0 имеет место неравенство∣∣∣∣∣

m∑
k=1

(Ak�U(0, t− τk) +Bk�U(1, t− τk))

∣∣∣∣∣ ≤ Kmax∗
j;x;τ≤t

|�uj(x, τ)|. (16)

Пусть t > 0, тогда для r = 0, 1 и каждого k (k = 1, . . . ,m) имеем
τk∫
0

�rk(ξ)�U(r, t− ξ) dξ =
t∫

t−τk

�rk(t− µ)�U(r, µ) dµ,

откуда
τk∫
0

∣∣�rk(ξ)�U(r, t− ξ)
∣∣ dξ ≤ K

t∫
0

max
j;x;ϑ≤τ

|�uj(x, ϑ)| dτ, (17)

так как �U(r, t) ≡ 0 при t < 0 в силу (3). Подставляя (15)–(17) в (14), мы и
получаем (12). Оценка (13) доказывается аналогично.

При выполнении условий согласования (S0), (S1) свойства 1, 2 операторов
�i позволяют для системы (11) методом последовательных приближений дока-
зать существование в � непрерывно дифференцируемого решения и оценку (6)
для него, как это сделано в [8] . Таким образом, имеет место
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Теорема 1. Пусть K(x), A(x) ∈ C1[0, 1], F (x, t) ∈ C1,0
x,t (�), �rk(ξ) ∈ C[0, τk]

(k = 1, . . . ,m; r = 0, 1), а функция U(x, t) принадлежит пространству C1(� )
и удовлетворяет условиям (S0), (S1). Тогда в полуполосе � существует един-
ственное непрерывно дифференцируемое решение U(x, t) задачи (9), (2), (3);
при t > 0 оно удовлетворяет оценке (6).

В дальнейшем нам понадобится использовать решения рассматриваемой
задачи в случае отсутствия у начальных данных условий согласования. Для
определения таких решений проведем некоторые вспомогательные построения,
следуя работе [7, с. 189].

Из точки (0, 0) (соответственно (1, 0)) проведем p (n− p) различных харак-
теристик системы (9) с положительным (отрицательным) наклоном до пересе-
чения с прямой x = 1 (x = 0). Через каждую из полученных точек пересечения
проведем n − p (p) различных характеристик с отрицательным (положитель-
ным) наклоном до пересечения с прямой x = 0 (x = 1). Возьмем каждую из
полученных точек в качестве исходной и будем повторять описанный выше про-
цесс бесконечное число раз. Проделаем предложенную процедуру еще m раз,
взяв в качестве начальных точки (0, τk) (соответственно (1, τk)), k = 1, . . . ,m.

Из построенных выше характеристик выделим семейство кривых, парал-
лельных характеристике x = ϕi(t; 0, 0) (x = ϕi(t; 1, 0)), и обозначим это семей-
ство через Qi, i = 1, . . . , p (i = p+1, . . . , n). Полуполоса � разбивается характе-
ристиками из всех семейств Qi, i = 1, . . . , n, на бесконечное число односвязных
непересекающихся областей Rj , j = 1, 2, . . . .

Рассмотрим отрезок pτ = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ 1, t = τ}. Для каждого фикси-
рованного τ > 0 он пересекает лишь конечное число областей Rj , которые мы
обозначим через Rk1 , . . . , Rkl(τ) . Пусть �j(τ) = pτ ∩ Rkj (1 ≤ j ≤ l(τ)). Обо-
значим через Rτ [0, 1] множество равномерно непрерывных в интервалах �j(τ),
1 ≤ j ≤ l(τ), функций V (x) = [v1(x), . . . , vn(x)]T с нормой

‖V (x)‖Rτ = max
1≤j≤l(τ)

sup
x∈�j(τ)

|V (x)|, |V (x)| = max
1≤i≤n

|vi(x)|,

а через R1
τ [0, 1] — множество функций V (x), которые равномерно непрерывны

вместе со своей производной Vx(x) в интервалах �j(τ), 1 ≤ j ≤ l(τ), причем

‖V (x)‖R1
τ

= max(‖V (x)‖Rτ , ‖Vx(x)‖Rτ ).

Через R(�) будем обозначать множество функций U(x, t) равномерно не-
прерывных в областях Rj , j = 1, 2, . . . , а через R1(�) — множество функ-
ций U(x, t) равномерно непрерывных вместе со своими производными Ux(x, t),
Ut(x, t) в тех же областях. Очевидно, если функция U(x, t) принадлежит R1(�),
то для любого t > 0 она принадлежит множествуR1

t [0, 1] и величина ‖Ut(x, t)‖Rt+
‖U(x, t)‖R1

t
для нее конечна.

Определение 1. Кусочно гладким решением (КГР) задачи (9), (2), (3) на-
зывается функция U(x, t) ∈ R1(�), являющаяся решением системы интеграль-
ных уравнений (11).

Теорема 2. Пусть K(x), A(x) ∈ C1[0, 1], F (x, t) ∈ C1,0
x,t (�), �rk(ξ) ∈ C[0, τk]

(k = 1, . . . ,m; r = 0, 1), а функция U(x, t) принадлежит пространству C1(� ).
Тогда в полуполосе � существует единственное КГР U(x, t) задачи (9), (2), (3),
причем при t > 0 оно удовлетворяет неравенствам

‖U(x, t)‖Rt ≤ KeAt(‖U(x, t)‖C(� ) + ‖F (x, t)‖C([0,1]×[0,t])), (18)
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‖Ut(x, t)‖Rt + ‖U(x, t)‖R1
t
≤ K1e

A1t(‖U(x, t)‖C1(� ) + max
0≤τ≤t

‖F (x, τ)‖C1[0,1]). (19)

Доказательство теоремы приводиться здесь не будет, так как оно в
основном совпадает с доказательством теоремы 1.

Замечание 1. Отметим, что при выполнении условий согласования (S0),
(S1) КГР U(x, t) исходной задачи будет совпадать с классическим решением.
При выполнении условий (S0) КГР U(x, t) будет непрерывной функцией. Если
же условия (S0) не выполнены, то из системы (11) видно, что каждая из функ-
ций ui(x, t) (1 ≤ i ≤ n) может терпеть разрывы на характеристиках только из
соответствующего множества Qi.

В силу определения КГР из (11) видно, что в областях Rj (j = 1, 2, . . . )
КГР U(x, t) будет удовлетворять дифференциальной системе (9).

Преобразование Лапласа для однородной задачи

Рассмотрим в полуполосе � для системы

Ut − LAU = 0 (20)

смешанную задачу с краевыми условиями (2) и начальными данными (3). Пусть
выполнены условия теоремы 2, тогда для КГР U(x, t) этой задачи справедлива
оценка (19), позволяющая применить к системе (20), (2) преобразование Лапла-
са по t. В силу свойств функций ui(x, t) (см. замечание 1) получаем краевую
задачу

λŨ = LA Ũ + U0(x), I0Ũ(0, λ) + I1Ũ(1, λ) +R(λ) = 0, (21)

где

Ũ(x, λ) =
∞∫
0

U(x, t)e−λt dt, Reλ > A1

(λ — комплексный параметр, константа A1 определена в (19)); U0(x) = U(x, 0).
Здесь

I0 = A0 +
m∑
k=1

(
e−λτkAk + F̃ 0

k (λ)
)
, I1 = B0 +

m∑
k=1

(
e−λτkBk + F̃ 1

k (λ)
)
,

R(λ) =
m∑
k=1

(
�̃0
k(λ) + �̃1

k(λ) + e−λτk
(
AkŨ

0
k (λ) +BkŨ

1
k (λ)

))
,

(22)

где Ũrk (λ), F̃ rk (λ), �̃rk(λ) — целые по λ функции (r = 0, 1; k = 1, . . . ,m):

Ũrk (λ) =
0∫

−τk

U(r, ξ)e−λξ dξ, F̃ rk (λ) =

τk∫
0

�rk(ξ)e
−λξ dξ,

�̃rk(λ) =

τk∫
0

�rk(ξ)e
−λξ

 0∫
−ξ

U(r, t)e−λt dt

 dξ.

(23)

Отметим, что если в краевые условия (2) функция ui(r, t) не входит с за-
паздыванием τk, то соответствующая i-я компонента вектора Ũrk (λ) равна нулю.

Назовем λ собственным числом задачи (21), если однородное уравнение
λY = LA Y , I0Y (0, λ) + I1Y (1, λ) = 0 имеет нетривиальное решение на отрезке
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[0, 1]. Обозначим через �(LA ) множество собственных чисел задачи (21) и вве-
дем в рассмотрение V (x, λ) — фундаментальную матрицу решений уравнения
LA Y = λY . Очевидно, λ ∈ �(LA ) тогда и только тогда, когда detX(λ) = 0, где
X(λ) = I0V (0, λ) + I1V (1, λ).

Рассмотрим наряду с системой (21) задачу

λY = LA Y + U0(x), I0Y (0, λ) + I1Y (1, λ) = 0 (24)

и обозначим через G(x, ξ, λ) функцию Грина этой задачи. Так как I0, I1 явля-
ются целыми по λ функциями, из результатов работы [9, гл. 1, п. 3] следует, что
G(x, ξ, λ) — мероморфная по λ функция, полюсами которой могут быть лишь
собственные числа задачи (21). Множество �(LA ) состоит из не более чем счет-
ного числа собственных чисел, не имеющих конечной предельной точки. Если
λ /∈ �(LA ), то для любой функции U0(x) ∈ C[0, 1] существует единственное
решение Y (x, λ) ∈ C1[0, 1] задачи (24), которое представимо в виде

Y (x, λ) = −
1∫

0

G(x, ξ, λ)U0(ξ) dξ.

Лемма 1. Если λ /∈ �(LA ), то для любой функции U0(x) ∈ C[0, 1] суще-
ствует единственное решение Ũ(x, λ) ∈ C1[0, 1] задачи (21), причем

Ũ(x, λ) = Ũ1(x, λ) + Ũ2(x, λ), (25)

Ũ1(x, λ) = −V (x, λ)X−1(λ)R(λ), (26)

Ũ2(x, λ) = −
1∫

0

G(x, ξ, λ)U0(ξ) dξ. (27)

Доказательство. Будем искать решение задачи (21) в виде суммы двух
функций, одна из которых Ũ1(x, λ) — решение задачи

λY = LAY, I0Y (0, λ) + I1Y (1, λ) +R(λ) = 0,

а другая Ũ2(x, λ) — решение задачи (24). Ранее показано, что Ũ2(x, λ) имеет вид
(27). Непосредственной проверкой убеждаемся, что решение Ũ1(x, λ) определя-
ется формулой (26). Единственность Ũ(x, λ) следует из фундаментальности
матрицы V (x, λ). �

Заметим, что из оценки (19) для КГР U(x, t) задачи (20), (2), (3) вытека-
ет, что множество �(LA ) находится в полуплоскости Reλ ≤ A1. Поэтому в
дальнейшем будем обозначать κA = sup

λ∈�(LA )
Reλ.

Для изучения асимптотических при |λ| → ∞ свойств функций Ũi(x, λ) (i =
1, 2) нам нужны некоторые вспомогательные построения. Следуя [7], для i, j =
1, . . . , n введем следующие обозначения:

Tj(x) =
x∫

0

−1
kj(ξ)

dξ, bij(x) =
aij(x)
ki(x)

, Bj(x) =
x∫

0

bjj(ξ) dξ.

Пусть A (x),K (x) ∈ C2[0, 1], тогда [10] матрицу V (x, λ) можно выбрать так,
что в каждой из полуплоскостей Reλ < 0, Reλ > 0 при |λ| > N (здесь и далее
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N будет обозначать достаточно большое положительное число) справедливо
представление

V (x, λ) = P (x, λ)T(x, λ), P (x, λ) = I +
P1(x)
λ

+
W (x, λ)
λ2 , (28)

где T(x, λ) = (eλTj(x)+Bj(x)δij), I = (δij), δij — символ Кронекера (i, j = 1, . . . , n).
Здесь матрица P1(x) принадлежит C2[0, 1], а матрица W (x, λ) непрерывно диф-
ференцируема по x ∈ [0, 1], аналитична по λ в областях Reλ < 0, Reλ > 0 при
|λ| > N и для рассматриваемых значений λ справедливо |W (x, λ)| ≤ K, где зна-
чение константы K зависит от max

i,j

(
‖bij(x)‖C2[0,1], ‖ki(x)‖C2[0,1],

∥∥ 1
ki(x)

∥∥
C2[0,1]

)
.

Для матрицы V −1(ξ, λ) в каждой из полуплоскостей Reλ < 0, Reλ > 0
при |λ| > N верно представление V −1(ξ, λ) = T−1(ξ, λ)R(ξ, λ), где R(ξ, λ) =
I + R1(ξ)

λ + W1(ξ,λ)
λ2 , и свойства гладкости матриц R1(ξ), W1(ξ, λ) по переменным

ξ, λ аналогичны свойствам гладкости соответствующих матриц P (x), W (x, λ)
по переменным x, λ.

При построении G(x, ξ, λ) используем методику, предложенную в [7] и опи-
рающуюся на результаты работ [10, 11]. Cправедливо [7] представление

G(x, ξ, λ) = G1(x, ξ, λ) +G2(x, ξ, λ), (29)

где G1(x, ξ, λ) = −V (x, λ)Q(x, ξ)V −1(ξ, λ)K −1(ξ),

G2(x, ξ, λ) = −V (x, λ)H(λ)V −1(ξ, λ)K −1(ξ), (30)

H(λ) = X−1(λ)(I0V (0, λ)I∗∗ − I1V (1, λ)I∗), Q(x, ξ) =
{ −I∗∗ при x < ξ,

I∗ при x > ξ,

здесь I∗ — диагональная матрица, у которой первые p диагональных элементов
1, а остальные 0, а матрица I∗∗ такова, что I∗ + I∗∗ = I.

Функция G1(x, ξ, λ) не зависит от вида матриц I0, I1, а определяется только
через коэффициенты выражения LA . В [7] получено асимптотическое представ-
ление этой функции, и в дальнейшем мы его будем использовать. Для постро-
ения функций Ũ1(x, λ) и G2(x, ξ, λ) проведем исследование функции detX(λ) и
построим обратную матрицу X−1(λ).

Наряду с дифференциальным выражением LA рассмотрим выражение LAd ,
в котором диагональная матрица Ad(x) имеет вид Ad(x) = (aij(x)δij)i,j=1,...,n.
Фундаментальная матрица Vd(x, λ) решений уравнения λY = LAdY имеет вид
Vd(x, λ) = T(x, λ), поэтому собственные числа λ задачи (21) для A (x) ≡ Ad(x)
удовлетворяют уравнению detXd(λ) = 0, где Xd(λ) = I0 + I1T(1, λ). Запишем
матрицу Xd(λ) в виде суммы X0(λ) и X1(λ), где

X0(λ) = A0 +
m∑
k=1

e−λτkAk +

(
B0 +

m∑
k=1

e−λτkBk

)
T(1, λ),

X1(λ) =
m∑
k=1

(
F̃ 0
k (λ) + F̃ 1

k (λ)T(1, λ)
)
,

и разложим определитель Xd(λ) по первым p строкам, тогда

detXd(λ) = e
λ

n∑
i=p+1

Ti+
n∑

i=p+1
Bi

(�(λ) + r0(λ)).
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Здесь Ti = Ti(1), Bi = Bi(1) (i = 1, . . . , n), причем в силу (4) справедливо
Tp < Tp−1 < · · · < T1 < 0 < Tp+1 < · · · < Tn, а

�(λ) = 1 +
M∑
k=1

Eke
−λβk , (31)

где Ek — вещественные числа, определяемые через элементы матриц Ak, Bk
(k = 0, 1 . . . ,m); числа 0 < β1 < · · · < βM определяются через моменты сосре-
доточенного запаздывания τk и числа Ti (i = 1, . . . , n; k = 1, . . . ,m). Полином
Дирихле �(λ) имеет следующий смысл:

detX0(λ) = e
λ

n∑
i=p+1

Ti+
n∑

i=p+1
Bi

�(λ).

Обсудим вид функции r0(λ). Будем обозначать далее через L(g1, . . . , gn)
линейную комбинацию с постоянными коэффициентами функций g1, . . . , gn, то-
гда

r0(λ) = L(e−λtf̃(λ), e−λt f̃(λ)f̃(λ)︸ ︷︷ ︸
2

, . . . , e−λt f̃(λ) . . . f̃(λ)︸ ︷︷ ︸
n

). (32)

Здесь и ниже f̃(λ) — целая по λ функция, принадлежащая множеству

F̃ =
{
f̃rkij(λ), i, j = 1, . . . , n; k = 1, . . . ,m; r = 0, 1

}
,

где

f̃rkij(λ) =

τk∫
0

frkij(ξ)e
−λξ dξ.

Выражение f̃(λ) . . . f̃(λ)︸ ︷︷ ︸
n

обозначает произведение n функций f̃(λ), принадлежа-

щих множеству F̃ и не обязательно равных между собой. Число t принимает
значения из множества, состоящего из конечного числа неотрицательных чи-
сел, максимальное из которых t∗. Заметим, что существование функции r0(λ)
связано с наличием матриц �rk(ξ) (r = 0, 1; k = 1, . . . ,m), соответствующих
распределенному запаздыванию.

Из (28) имеем

detX(λ) = det
(
Xd(λ) +

1
λ

(I0P1(0) + I1P1(1)T(1, λ)) +
X2(λ)
λ2

)
при |λ| > N , где X2(λ) = I0W (0, λ) + I1W (1, λ)T(1, λ). Разложим определитель
матрицы X(λ) по первым p строкам, тогда

detX(λ) = e
λ

n∑
i=p+1

Ti+
n∑

i=p+1
Bi

�(λ), (33)

�(λ) = �(λ) + r0(λ) +
2n∑
k=1

�k(λ)
λk

, �k(λ) = �k(λ) + rk(λ). (34)

Здесь полином Дирихле �1(λ) имеет вид

�1(λ) =
M1∑
i=1

E1
i e
−λdi , 0 ≤ d1 < d2 < · · · < dM1 , (35)
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где E1
i — вещественные числа, а

r1(λ) = L1(e−λtf̃(λ), e−λt f̃(λ)f̃(λ)︸ ︷︷ ︸
2

, . . . , e−λt f̃(λ) . . . f̃(λ)︸ ︷︷ ︸
n

). (36)

Функции �k(λ) (2 ≤ k ≤ 2n) имеют вид (35) с коэффициентами E1
i (λ), яв-

ляющимися аналитическими в областях Reλ > 0, Reλ < 0 и ограниченными
при |λ| > N функциями. Функции rk(λ) (2 ≤ k ≤ 2n) суть линейные комби-
нации вида (36), но с коэффициентами, зависящими от λ так же, как и E1

i (λ).
В выражениях �k (1 ≤ k ≤ 2n) все встречающиеся показатели экспонент t, di
принадлежат конечному множеству неотрицательных чисел, максимальное из
которых t∗∗.

Пусть всюду далее матрицы �rk(ξ) принадлежат пространству C1[0, τk] (r =
0, 1; k = 1, . . . ,m), тогда для i, j = 1, . . . , n имеет место равенство

f̃rkij(λ) =

τk∫
0

frkij(ξ)e
−λξ dξ =

frkij(0)
λ

−
frkij(τk)e

−λτk

λ
+

τk∫
0

fr′kij(ξ)e
−λξ

λ
dξ. (37)

Отсюда для любого числа B > 0 и для любой функции f̃(λ) ∈ F̃ следует при
λ 6= 0 справедливость неравенств

|f̃(λ)| ≤ K

|λ|
(Reλ ≥ B), |f̃(λ)| ≤ KeBt∗

|λ|
(−B ≤ Reλ), (38)

из которых при |λ| > N имеем

|r0(λ)| ≤ KeBt
∗

|λ|
, |r1(λ)| ≤ KeBt

∗

|λ|
, |r(λ)| ≤ KeBt

∗

|λ|
(−B ≤ Reλ), (39)

где

r(λ) = r0(λ) +
2n∑
k=1

�k(λ)
λk

, t∗ = max(t∗, t∗∗).

Из (33) получаем, что λ ∈ �(LA ) тогда и только тогда, когда λ удовлетво-
ряет уравнению �(λ) = 0. Возможны два случая.

1. �(λ) 6≡ 1. В этом случае полином Дирихле �(λ) имеет [12] счетное
число нулей, заключенных в полосе, параллельной мнимой оси. Введем число
κ� = sup

�(λ)=0
Reλ. Так как �(λ) является аналитической почти периодической

функцией, из результатов работы [13] следует, что для любого ε > 0 существу-
ет число �ε > 0 такое, что |�(λ)| ≥ �ε при Reλ ≥ κ� + ε. Эта оценка и
неравенство (39) для r(λ) позволяют применить к функциям �(λ), �(λ) тео-
рему Руше, из которой вытекает, что при |λ| → ∞ собственные числа задачи
(21) асимптотически приближаются к корням уравнения �(λ) = 0. Поэтому в
рассматриваемом случае справедливо κ� ≤ κA .

2. �(λ) ≡ 1. В силу (39) имеем �(λ) = 1 + r(λ) → 1 при |λ| → ∞,
где Reλ ≥ A (A — любое число). Поэтому в рассматриваемом случае справа
от любой прямой, параллельной мнимой оси, может лежать только конечное
число собственных чисел задачи (21).

Итак, при |λ| > N , Reλ ≥ κA + ε (ε > 0) справедливо представление

1
detX(λ)

=
e
−λ

n∑
i=p+1

Ti−
n∑

i=p+1
Bi

�(λ)
χ(λ),
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где

χ(λ) = 1− r0(λ)
�(λ)

− �1(λ)
λ�(λ)

+
Rχ(λ)
λ2 , |Rχ(λ)| ≤ K. (40)

Здесь константа K зависит от коэффициентов матриц Ak, Bk (k = 0, 1, . . . ,m)
и max
i,j,k,r

(
‖aij(x)‖C2[0,1], ‖ki(x)‖C2[0,1],

∥∥frkij(ξ)∥∥C1[0,τk]

)
.

Построим матрицу X−1(λ). Обозначим через X̃ij(λ) алгебраическое до-
полнение к элементу матрицы X(λ), находящемуся в j-й строке и i-м столбце,
тогда

X−1(λ) =
(

X̃ij(λ)
detX(λ)

)
i,j=1,...,n

.

Разложим X̃ij(λ) по последним n−p строкам матрицы X(λ), тогда при |λ| > N
имеет место разложение

X−1(λ) =
(
eλAij+Bij

�(λ)
Xij(λ)χ(λ)

)
i,j=1,...,n

,

где при 1 ≤ i, j ≤ p
Aij = 0, Bij = 0;

при 1 ≤ i ≤ p, p+ 1 ≤ j ≤ n{
Aij = 0, Bij = 0, если p+ 1 = n,

Aij = −Tp+1, Bij = −Bp+1, если p+ 1 < n;

при p+ 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ p

Aij = Tp − Ti, Bij = Bp −Bi,

при p+ 1 ≤ i, j ≤ n
Aij = −Ti, Bij = −Bi,

Xij(λ) = �0
ij(λ) + r0ij(λ) +

�1
ij(λ) + r1ij(λ)

λ
+

2(n−1)∑
k=2

(
�k
ij(λ) + rkij(λ)

λk

)
. (41)

Здесь при k = 0, 1 (i, j = 1, . . . , n) полиномы Дирихле

�k
ij(λ) = κkij+

kij∑
n=1

κn,kij e−λγn ; rkij(λ) = Lkij(e
−λtf̃(λ), . . . , e−λt f̃(λ) . . . f̃(λ)︸ ︷︷ ︸

n−1

) (42)

суть линейные комбинации соответствующих элементов. Функции �k
ij(λ) (k =

2, . . . , 2(n − 1)) имеют вид полиномов Дирихле в (42), но с коэффициентами,
ограниченными при |λ| > N ; rkij(λ) (k = 2, . . . , 2(n− 1)) также имеют вид функ-
ций rlij(λ) (l = 0, 1) в (42), но в соответствующих линейных комбинациях коэф-
фициенты суть ограниченные при |λ| > N функции. Показатели экспонент γn,
t во всех функциях Xij(λ) принадлежат конечному множеству неотрицатель-
ных чисел, максимальное из которых t∗∗∗. Из оценки (38) на любой прямой
Reλ = −B (B > 0) при |λ| > N для всех k = 0, 1, . . . , 2(n − 1) (i, j = 1, . . . , n)
имеем ∣∣rkij(λ)

∣∣ ≤ Keγt∗∗∗

|λ|
. (43)
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При |λ| > N справедливо также следующее представление:

T(x, λ)X−1(λ) =
Tx(x, λ)
�(λ)

χ(λ), Tx(x, λ) = (eλµij(x)+νij(x)Xij(λ))i,j=1,...,n, (44)

где µij(x) = Aij + Ti(x), νij(x) = Bij + Bi(x). Отсюда видно, что µij(x), νij(x)
принадлежат пространству C3[0, 1] (i, j = 1, . . . , n) и обладают свойствами

dµij(x)
dx

= − 1
ki(x)

6= 0, −µ1 ≤ µij(x) ≤ 0 (µ1 > 0). (45)

Получение оценки для решения однородной задачи

Теорема 3. Пусть A (x), K (x) ∈ C2[0, 1], �rk(ξ) ∈ C1[0, τk] (r = 0, 1; k =
1, . . . ,m). Если функция U(x, t) принадлежит пространству C1(� ) и κA < −γ
(γ > 0), то для КГР U(x, t) задачи (20), (2), (3) справедлива оценка

‖U(x, t)‖Rt ≤ Ke−γt‖U(x, t)‖C(� ), (46)

где константа K зависит от коэффициентов матриц Ak, Bk (k = 0, 1, . . . ,m), γ,
max
i,j,k,r

(
‖aij(x)‖C2[0,1], ‖ki(x)‖C2[0,1],

∥∥frkij(ξ)∥∥C1[0,τk]

)
и не зависит от t, U(x, t).

Доказательство. При выполнении условий этой теоремы рассматривае-
мая задача имеет КГР U(x, t), для которого верна оценка (19), что позволяет
применить к U(x, t) теорему об обращении преобразования Лапласа [14]. То-
гда в областях непрерывности КГР, т. е. в областях Rj (j = 1, 2, . . . ), решение
представимо в виде

U(x, t) =
1

2πi

ρ+i∞∫
ρ−i∞

Ũ(x, λ)eλt dλ, ρ > A1, (47)

где интеграл на бесконечности понимается в смысле главного значения, а кон-
станта A1 определяется в (19). Функция Ũ(x, λ), являющаяся преобразованием
Лапласа по t от функции U(x, t), есть решение краевой задачи (21), поэтому
она представима в виде (25). Используя это представление и предыдущие наши
построения, докажем оценку (46).

Рассмотрим функцию Ũ1(x, λ) (26). В силу гладкости U(x, t) и �rk(ξ) для
целой функции R(λ) (22) при |λ| → ∞ справедливо R(λ) = O( 1

λ ) в любой по-
лосе B1 ≤ Reλ ≤ B2 (B1 < B2). Поэтому ввиду (28), (44) этим же свойством
обладает Ũ1(x, λ), если B1 > κA . Тогда при t > 0 имеем

1
2πi

ρ+i∞∫
ρ−i∞

Ũ1(x, λ)eλt dλ =
1

2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

Ũ1(x, λ)eλt dλ.

Обозначим через U1(x, t) функцию справа в этом равенстве. Очевидно, что она
есть КГР задачи (20), (2) (3) в случае начальных данных U1(x, t):

U1(x, 0) = 0, U1(r, t)|� r = U(r, t)|� r (r = 0, 1),

и для нее при t > 0 верно неравенство (18), т. е.

‖U1(x, t)‖Rt ≤ KeAt‖U1(x, t)‖C(� ). (48)
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Докажем при t > T0 оценку

‖U1(x, t)‖Rt ≤ Ke−γt max
r=0,1

‖U(r, t)‖C(� r). (49)

Используя (28), (40), (44), запишем (26) при |λ| > N в виде суммы:

Ũ1(x, λ) = −
(
I +

P1(x)
λ

+
W (x, λ)
λ2

)
Tx(x, λ)
�(λ)

χ(λ)R(λ) =
3∑
i=1

(
−Ũ i1(x, λ)R(λ)

)
,

где

Ũ1
1 (x, λ) = Tx(x, λ)

(
1
�
− r0
�2 −

�1

λ�2

)
, Ũ2

1 (x, λ) =
P1(x)Tx(x, λ)

λ

(
1
�
− r0
�2

)
,

Ũ3
1 (x, λ) =

1
λ2

(
W (x, λ)Tx(x, λ)χ(λ)− P1(x)Tx(x, λ)

(
�1

�2 −
Rχ
λ�

)
+

Tx(x, λ)Rχ
�

)
,

и докажем существование чисел Tk ≥ 0 (k = 1, 2, 3) таких, что при t > Tk будут
справедливы неравенства

sup
x∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣ 1
2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλtŨk1 (x, λ)R(λ) dλ

∣∣∣∣∣∣ ≤ Ke−γt max
r=0,1

‖U(r, t)‖C(� r). (50)

В дальнейшем мы будем ссылаться на следующую лемму, доказательство кото-
рой вытекает из леммы 4 и доказательства теоремы 4 в [7].

Лемма 2. Пусть �(λ)— полином Дирихле вида (31), для нулей которого
верна оценка κ� < −γ (γ > 0). Если y(ξ) — непрерывно дифференцируемая, а
z(x, ξ) — дважды непрерывно дифференцируемая функции своих аргументов,
причем −% ≤ z(x, ξ) (% ≥ 0), zξ(x, ξ) 6= 0 для всех x, ξ ∈ [a, b], то при t > % верна
оценка ∣∣∣∣∣∣ 1

2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλt

λk

b∫
a

y(ξ)eλz(x,ξ)

�q(λ)
dξ dλ

∣∣∣∣∣∣ ≤ Ke−γt‖y(x)‖C[a,b]

с константой K, не зависящей от t, y(x). Здесь q = 0, 1, 2, k = 0, 1.

Рассмотрим функцию Ũ1
1 (x, λ). Из (44) следует, что для получения оценки

(50) нужно оценить следующее выражение:

1
2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλ(t+µsl(x))+νsl(x)Xsl(λ)
(

1
�
− r0
�2 −

�1

λ�2

)
Rp(λ) dλ, (51)

где Rp(λ) есть p-я компонента вектор-столбца R(λ) (22), а s, l, p — любые числа
от 1 до n. Функции Xsl(λ) определены в выражении (41), �(λ), r0(λ), �1(λ) —
в выражениях (31), (32), (34). Из (41) в силу (43) на прямой Reλ = −γ при
|λ| > N имеем для i, j = 1, . . . , n представление

Xij(λ) = X0
ij(λ) +

Xac
ij (λ)
λ2 , X0

ij(λ) = �0
ij(λ) + r0ij(λ) +

�1
ij(λ)
λ

,
∣∣Xac

ij (λ)
∣∣ ≤ K,

откуда в силу (39), (43) справедливо

Xij(λ)
(

1
�
− r0
�2 −

�1

λ�2

)
= x0

ij(λ) +
xacij (λ)
λ2 ,
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где

x0
ij(λ) =

�0
ij

�
−
�0
ij�1

λ�2 +
�1
ij

λ�
−
�0
ijr0

�2 +
r0ij
�
,
∣∣xacij (λ)

∣∣ ≤ K. (52)

Так как при t > 0 интеграл

1
2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλ(t+µsl(x))+νsl(x)xacsl (λ)
Rp(λ)
λ2 dλ

в силу (22) оценивается величиной в правой части (50) для всех s, l, p, то для
получения нужной оценки интеграла (51) достаточно оценить

1
2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλ(t+µsl(x))+νsl(x)x0
sl(λ)

Rp(λ)
λ

dλ.

Для этого в силу (22) достаточно оценить при r = 0, 1; s, l = 1, . . . , n; ν =
1, . . . ,m функции

v1(t) =
1

2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλ(t+µsl(x))x0
sl(λ)

 0∫
−τν

ūp(r, ξ)e−λξ dξ

 dλ,

v2(t) =
1

2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλ(t+µsl(x))x0
sl(λ)�̃rkp(λ) dλ,

где �̃rkp(λ) есть p-й элемент столбца (23) (p = 1, . . . , n).
Оценим функцию v1(t). Из (52) следует, что для этого нужно оценить

интегралы

1
2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλ(t+µsl(x))�̃(λ)
λk0�q

0∫
−τν

ūp(r, ξ)e−λξ dξ dλ, (53)

1
2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλ(t+µsl(x))r̃(λ)
�q

0∫
−τν

ūp(r, ξ)e−λξ dξ dλ. (54)

Здесь k0 = 0, 1, q = 0, 1, 2, �̃(λ) — один из полиномов Дирихле �0
ij , �0

ij�1, �1
ij ,

а r̃(λ) имеет вид одной из функций �0
ijr0, r0ij (i, j = 1, . . . , n). Не ограничивая

общности, будем считать, что

�̃(λ) =
M̃∑
k=0

Dke
−λdk (0 = d1 < · · · < dM̃ = t∗∗ + t∗∗∗).

Запишем (53) как

1
2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλ(t+µsl(x))�̃(λ)
λk0�q

 τν∫
0

ūp(r, ξ − τν)e−λ(ξ−τν) dξ

 dλ

и применим к этому интегралу лемму 2. В силу неравенства (45) при t > t1 =
µ1 + dM̃ интеграл (53) оценивается величиной в правой части неравенства (50).
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Оценим интеграл (54). Из вида (32), (42) функций r0(λ), r0ij(λ) следует, что
в (54) в качестве r̃(λ) нужно взять функцию

r̃(λ) = L(e−λtf̃(λ), . . . , e−λt f̃(λ) . . . f̃(λ)︸ ︷︷ ︸
k

),

где k равно n или n − 1 (n ≥ 2), а t ∈ {T}, где {T} — конечное множество
неотрицательных чисел. Из (38) на прямой Reλ = −γ имеем соотношение
f̃(λ) . . . f̃(λ)︸ ︷︷ ︸

k

= O( 1
λ2 ) (λ → ∞) при k ≥ 2, поэтому для оценивания (54) до-

статочно получить оценку в случае, когда r̃(λ) = f̃(λ), f̃(λ) ∈ F̃ . Заменим f̃(λ)
ее выражением (37) и запишем (54) в виде суммы

1
2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλ(t+µsl(x))
(
frkij(0)− frkij(τk)e

−λτk
)

λ�q

0∫
−τν

ūp(r, ξ)e−λξ dξ dλ

+
1

2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλ(t+µsl(x))

λ�q

 τk∫
0

d

dy
frkij(y)e

−λy dy

 0∫
−τν

ūp(r, ξ)e−λξ dξ

 dλ,

где k, ν = 1, . . . ,m; s, l = 1, . . . , n; q = 0, 1, 2; r = 0, 1. Первое слагаемое в
силу леммы 2 при t > µ1 + τm оценивается величиной в правой части (50). Из
гладкости ūp(r, ξ) по ξ следует, что

0∫
−τν

ūp(r, ξ)e−λξ dξ = O

(
1
λ

)
, |λ| → ∞,

поэтому ко второму слагаемому применим теорему Фубини, запишем его в виде

−τν∫
0

d

dy
frkij(y)

 1
2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλ(t+µsl(x)−y)

λ�q

0∫
−τν

ūp(r, ξ)e−λξ dξ dλ

 dy

и к повторному по ξ, λ интегралу применим лемму 2. Итак, при t > µ1 + τm
имеет место оценка и для второго слагаемого. Пусть t2 = max

t∈{T}
t + µ1 + τm,

тогда из вида функции r̃(λ) в (54) и приведенных выше рассуждений следует,
что при t > t2 интеграл (54) оценивается величиной в правой части (50). Таким
образом, при t > max(t1, t2) для функции v1(t) имеет место нужная оценка.

Оценим функцию v2(t). Как и в случае с v1(t), для этого нужно оценить
два интеграла

1
2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλ(t+µsl(x))�̃(λ)
λk0�q

�̃rkp(λ) dλ, k0 = 0, 1; q = 0, 1, 2, (55)

1
2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλ(t+µsl(x))r̃(λ)
�q

�̃rkp(λ) dλ, q = 0, 1, 2, (56)
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где функции r̃(λ), �̃(λ) те же, что и в выражениях (53), (54). В качестве �̃rkp(λ)
возьмем функцию

ϕ(λ) =

τk∫
0

frkpj(ξ)e
−λξ

 0∫
−ξ

ūj(r, t)e−λt dt

 dξ,

где j — любое число от 1 до n. (В действительности �̃rkp(λ) есть сумма n таких
функций.) В силу гладкости �rk(ξ) запишем ϕ(λ) в виде

ϕ(λ) =
−frkpj(τk)e−λτk

λ

0∫
−τk

ūj(r, t)e−λt dt+
1
λ

τk∫
0

frkpj(ξ)ūj(r,−ξ) dξ

+

τk∫
0

e−λξ

λ

d

dξ
frkpj(ξ)

 0∫
−ξ

ūj(r, t)e−λt dt

 dξ, (57)

затем подставим в (55) и результат представим в виде суммы трех функций:

i1(x, t) =
1

2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλ(t+µsl(x))�̃(λ)
λk0+1�q

dλ

τk∫
0

frkpj(ξ)ūj(r,−ξ) dξ,

i2(x, t) =
−1
2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλ(t+µsl(x)−τk)�̃(λ)
λk0+1�q

frkpj(τk)

 0∫
−τk

ūj(r, t)e−λt dt

 dλ,

i3(x, t) =
1

2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλ(t+µsl(x))�̃(λ)
λk0+1�q

 τk∫
0

e−λξ
d

dξ
frkpj(ξ)

0∫
−ξ

ūj(r, t)e−λt dt dξ

 dλ.

Для k0 = 1, q = 0, 1, 2 функции ip(x, t) (p = 1, 2, 3) в силу абсолютной
сходимости несобственного интеграла оцениваются величиной в правой части
(50) при t > 0. Для оценки этих функций при k0 = 0 нам понадобятся формула
из теории преобразования Лапласа [14]:

1
2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλt

λ
dλ = 0 при t > 0, если γ > 0, (58)

а также лемма, справедливость которой следует из леммы 2 и следствия к ней
из работы [7].

Лемма 3. Пусть �(λ) — полином Дирихле вида (31), для нулей которого
верна оценка κ� < −γ (γ > 0). Тогда при t > 0 справедлива оценка

|hq(t)| ≤ Aq(γ)e−γt, где hq(t) =
1

2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλt

λ�q(λ)
dλ (q = 1, 2). (59)

Рассмотрим функцию i1(x, t) при k0 = 0. Согласно лемме 3 и формуле (58)
при t > µ1 + dM̃ ее можно записать в следующем виде:

i1(x, t) =


M̃∑
i=1

Dihq(t+ µsl(x)− di)
τk∫
0
frkpj(ξ)ūj(r,−ξ) dξ, если q = 1, 2,

0, если q = 0.
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Отсюда и из (59) получаем, что i1(x, t) при t > µ1 + dM̃ оценивается вели-
чиной в правой части (50). В силу леммы 2 для i2(x, t) при k0 = 0 такая же
оценка имеет место при t > µ1 + dM̃ + τm. Доказательство проводится анало-
гично случаю получения оценки для интеграла (53).

Рассмотрим функцию i3(x, t) и, пользуясь при |λ| → ∞ соотношением

0∫
−ξ

ūj(r, t)e−λt dt = O

(
1
λ

)
,

применим к i3(x, t) теорему Фубини, записав ее в виде

i3(x, t) =

τk∫
0

d

dξ
frkpj(ξ)

 0∫
−ξ

ūj(r, y)

 1
2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλ(t+µsl(x)−y−ξ)�̃(λ)
λk0+1�q

dλ

 dy

 dξ.

Cогласно (58) и лемме 3 для k0 = 0 при t > µ1 + dM̃ + τm имеем

i3(x, t) =


M̃∑
i=1

Di

τk∫
0

d
dξf

r
kpj

(ξ)
0∫
−ξ
ūj(r, y)hq(t+ µsl(x)− y − ξ − di) dydξ, q = 1, 2,

0, q = 0.

Отсюда в силу (59) получаем, что i3(x, t), а следовательно, и (55) для рас-
сматриваемых t оценивается величиной в правой части (50).

Оценим интеграл (56), где в качестве �̃rkp(λ) возьмем ϕ(λ) (57). Рассуждая
аналогично случаю с интегралом (54), докажем для (56) нужную оценку, если
r̃(λ) = f̃(λ). Из (38), (57) на прямой Reλ = −γ имеем неравенство∣∣∣∣ f̃(λ)ϕ(λ)

�q

∣∣∣∣ ≤ K

|λ|2
max
r=0,1

‖U(r, t)‖C(� r) (q = 0, 1, 2),

откуда и следует, что (56) при t > 0 оценивается величиной в правой части (50).
Итак, при t > T1 = max(t1, t2, µ1 + τm + dM̃ ) для Ũ1

1 (x, λ) справедлива оценка
(50).

Рассмотрим функцию Ũ2
1 (x, λ). Из равенства

1
2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλtŨ2
1 (x, λ)R(λ) dλ =

P1(x)
2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλt
Tx(x, λ)

λ

(
1
�
− r0
�2

)
R(λ) dλ,

вида Ũ1
1 (x, λ) и рассуждений, приведенных выше для функции Ũ1

1 (x, λ), следует
оценка (50) при t > T2 (T2 = T1) и для Ũ2

1 (x, λ).
Рассмотрим функцию Ũ3

1 (x, λ), для которой при |λ| > N на прямой Reλ =
−γ верна оценка

∣∣Ũ3
1 (x, λ)

∣∣ ≤ K
|λ|2 , гарантирующая наличие оценки (50) для этой

функции при t > 0. Итак, при t > T1 = T0 для функции U1(x, t) имеет место
оценка (49), а при t > 0 — оценка (48), что и означает наличие для U1(x, t)
неравенства (49) для t > 0.

Рассмотрим функцию

U2(x, t) =
1

2πi

ρ+i∞∫
ρ−i∞

Ũ2(x, λ)eλt dλ,
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где константа ρ определена в (47), а Ũ2(x, λ) — в (27). Очевидно, что U2(x, t)
есть КГР задачи (20), (2), (3) в случае начальных данных U2(x, t):

U2(x, 0) = U(x, 0) = U0(x), U2(r, t)|� r = 0 (r = 0, 1),

поэтому для нее при t > 0 верно неравенство (18), т. е.

‖U2(x, t)‖Rt ≤ KeAt‖U0(x)‖C[0,1]. (60)

Докажем для функции U2(x, t) при t > 0 справедливость оценки

‖U2(x, t)‖Rt ≤ Ke−γt‖U0(x)‖C[0,1]. (61)

В (27) Ũ2(x, λ) однозначно определяется через функцию Грина G(x, ξ, λ), кото-
рая в (29) представима в виде суммы G1(x, ξ, λ) и G2(x, ξ, λ). Введем в рассмот-
рение две функции (k = 1, 2)

Vk(x, t) = − 1
2πi

ρ+i∞∫
ρ−i∞

eλt
1∫

0

Gk(x, ξ, λ)U0(ξ) dξ dλ (ρ > A1) (62)

и докажем для них при t > t̃k неравенство

sup
x∈[0,1]

|Vk(x, t)| ≤ Ke−γt‖U0(x)‖C[0,1] (63)

с константой K, не зависящей от t, U0(x). В [7] дано представление G1(x, ξ, λ)
и доказана для функции V1(x, t) оценка (63) при t > t̃1.

Построим асимптотическое представлениеG2(x, ξ, λ) и докажем оценку (63)
для функции V2(x, t). Из (30), (44) при |λ| > N , Reλ > κA имеем

G2(x, ξ, λ) = −
2∑
k=0

G k
2 (x, ξ, λ)
λk�(λ)

χ(λ),

где
G 0

2 (x, ξ, λ) = Tx(x, λ)(I0I∗∗ − I1T(1, λ)I∗)T−1(ξ, λ)K−1(ξ),

G 1
2 (x, ξ, λ) = P1(x)G 0

2 (x, ξ, λ) + Tx(x, λ)(I0P1(0)I∗∗ − I1P1(1)T(1, λ)I∗)

× T−1(ξ, λ)K−1(ξ) + G 0
2 (x, ξ, λ)K(ξ)R1(ξ)K−1(ξ),

G 2
2 (x, ξ, λ) = W (x, λ)H(λ)V −1(ξ, λ)K−1(ξ).

Из вида (40) функции χ(λ) справедливо представление

G2(x, ξ, λ) =
2∑
k=0

Gk2(x, ξ, λ)
λk

, (64)

G0
2 = G 0

2

(
r0
�2 −

1
�

)
, G1

2 =
G 0

2 �1

�2 − G 1
2

(
1
�
− r0
�2

)
,

G2
2 = −G 0

2

�2Rχ +
G 1

2

�2

(
Rχ
λ
− �1

)
− G 2

2 χ(λ).
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Выпишем более подробно вид матриц G k
2 (x, ξ, λ) (k = 0, 1, 2), для этого

введем следующие обозначения:

σ1
ij(λ) =

p∑
k=1

Xikβkj , σ2
ij(λ) =

n∑
k=p+1

Xikβkj (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ p),

σ1
ij(λ) =

p∑
k=1

Xikαkj , σ2
ij(λ) =

n∑
k=p+1

Xikαkj (1 ≤ i ≤ n, p+ 1 ≤ j ≤ n).

(65)

Здесь αij(λ), βij(λ) — элементы соответственно матриц I0, I1, а функции Xij(λ)
определены в (41). Тогда справедливo представление

G 0
2 =

(
g0
2ij(x, ξ, λ)

)
i,j=1,...,n, g0

2ij(x, ξ, λ) =
2∑
r=1

eλϕ
0,r
ij (x,ξ)+ψ0,r

ij (x,ξ)σrij(λ)
kj(ξ)

, (66)

где функции ϕ0,r
ij (x, ξ), ψ0,r

ij (x, ξ) трижды непрерывно дифференцируемы по x,
ξ, причем

∂ϕ0,r
ij (x, ξ)
∂ξ

=
1

kj(ξ)
6= 0, −µ2 ≤ ϕ0,r

ij (x, ξ) ≤ 0 (µ2 > 0). (67)

Из вида матрицы G 1
2 ясно, что для ее представления достаточно построить

матрицу

G 1,1
2 (x, ξ, λ) = Tx(x, λ)(I0P1(0)I∗∗ − I1P1(1)T(1, λ)I∗)T−1(ξ, λ)K−1(ξ),

вид которой лишь незначительно отличается от вида G 0
2 . Действительно, обо-

значим I0P1(0) =
(
αpij
)
, I1P1(1) =

(
βpij
)

(i, j = 1, . . . , n) и вместо αij , βij под-
ставим в (65) соответственно αpij , β

p
ij . Полученные в (65) функции обозначим

через σp,rij (r = 1, 2), тогда вид матрицы G 1,1
2 будет следующий:

G 1,1
2 =

(
g1,1
2ij(x, ξ, λ)

)
i,j=1,...,n, g1,1

2ij(x, ξ, λ) =
2∑
r=1

eλϕ
0,r
ij (x,ξ)+ψ0,r

ij (x,ξ)σp,rij (λ)
kj(ξ)

, (68)

где функции ϕ0,r
ij (x, ξ), ψ0,r

ij (x, ξ) такие же, как и в (66). Из вида матрицы G 2
2

вытекает, что она — непрерывно дифференцируемая по x, ξ ∈ [0, 1] функция,
аналитическая по λ в полуплоcкости Reλ > κA + ε (ε > 0), где для неe верна
оценка

∣∣G 2
2 (x, ξ, λ)

∣∣ ≤ K. Отсюда, из вида (40) функции χ(λ) и (66), (68) следует,
что в представлении (64) для функции G2

2 при |λ| > N также верна оценка∣∣G2
2(x, ξ, λ)

∣∣ ≤ K. (69)

Итак, исследуем функцию V2(x, t) (68). В силу гладкости U0(x) и свойства
(67) функции G 0

2 при |λ| → ∞ справедливо равенство
1∫

0

G 0
2 (x, ξ, λ)U0(ξ) dξ = O

(
1
λ

)
в любой полосе B1 ≤ Reλ ≤ B2 (B2 > B1 > κA ). Тогда в силу (64)

1∫
0

G2(x, ξ, λ)U0(ξ) dξ = O

(
1
λ

)
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при этих же значениях λ. Поэтому при t > 0 имеем

V2(x, t) = − 1
2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλt
1∫

0

G2(x, ξ, λ)U0(ξ) dξdλ.

Из (69) при t > 0 выводим оценку

sup
x∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣ 1
2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλt
1∫

0

G2
2(x, ξ, λ)
λ2 U0(ξ) dξ dλ

∣∣∣∣∣∣ ≤ Ke−γt‖U0(x)‖C[0,1],

поэтому для доказательства (63) достаточно при t > t̃2 доказать неравенства

sup
x∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣ 1
2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλt
1∫

0

Gk2(x, ξ, λ)
λk

U0(ξ) dξ dλ

∣∣∣∣∣∣ ≤ Ke−γt‖U0(x)‖C[0,1], (70)

где k = 0, 1. Из (64), (66), (68) следует, что для этого достаточно оценить три
вида функций

j1(x, t) =
1

2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλt

 1∫
0

eλϕ
0,r
ij (x,ξ)+ψ0,r

ij (x,ξ)Xik(λ)Ckj(λ)u0j (ξ)
λk0�kj(ξ)

dξ

 dλ, (71)

j2(x, t) =
1

2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλt

 1∫
0

eλϕ
0,r
ij (x,ξ)+ψ0,r

ij (x,ξ)Xik(λ)Ckj(λ)r0(λ)u0j (ξ)
λk0�2kj(ξ)

dξ

 dλ,

(72)

j3(x, t) =
1

2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλt

 1∫
0

eλϕ
0,r
ij (x,ξ)+ψ0,r

ij (x,ξ)Xik(λ)Ckj(λ)�1(λ)u0j (ξ)
λ�2kj(ξ)

dξ

 dλ

(73)
(здесь i, j, k — произвольные числа от 1 до n; r = 1, 2, k0 = 0, 1) и получить
для них при t > t̃2 неравенства

sup
x∈[0,1]

|jk(x, t)| ≤ Ke−γt‖u0j (x)‖C[0,1] (k = 1, 2, 3). (74)

В (71)–(73) функции Ckj(λ) суть либо αkj(λ), либо βkj(λ), Xij(λ) имеют вид (41),
полином Дирихле �, функции r0(λ), �1(λ) определены соответственно в (31),
(32), (34). Из неравенств (43) получаем, что для оценивания интегралов (71)–
(73) достаточно оценить эти интегралы в случае, когда функция Xik(λ)Ckj(λ)
имеет вид одного из следующих выражений:

e−λτk
�n0
ij

λn0
, e−λτk

rn0
ij

λn0
, f̃(λ)

�n0
ij

λn0
, f̃(λ)

rn0
ij

λn0
,

где n0 = 0, 1, а f̃(λ) ∈ F̃ . Из (38), (43) на прямой Reλ = −γ имеем∣∣∣∣f̃(λ)
rn0
ij

λn0

∣∣∣∣ ≤ K

|λ|2
(n0 = 0, 1),

∣∣∣∣f̃(λ)
�1
ij

λ

∣∣∣∣ ≤ K

|λ|2
,

∣∣∣∣e−λτk r1ijλ
∣∣∣∣ ≤ K

|λ|2
,
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поэтому для оценивания (71)–(73) в правых частях этих выражений достаточно
в качестве Xik(λ)Ckj(λ) рассмотреть функции вида

xijk,1 = e−λτk�0
ij , xijk,2 = e−λτk

�1
ij

λ
, xijk,3 = e−λτkr0ij , xijk,4 = e−λτk f̃(λ)�0

ij .

Оценим функцию j1(x, t). В случае нахождения в подынтегральном выра-
жении (71) функций xijk,1, xijk,2 будет

j1(x, t) =
1

2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλt

 1∫
0

eλ(ϕ0,r
ij (x,ξ)−τk)+ψ0,r

ij (x,ξ)�n0
ij u0j (ξ)

λk0+n0�kj(ξ)
dξ

 dλ,

где k0, n0 = 0, 1. Применим лемму 2 и в силу неравенств (67) получим при t >
τ∗ = µ2+τm+t∗∗∗ оценку (74) в рассматриваемом случае. Из вида (42) функций
�0
ij , r0ij следует, что в случае использования в правой части (71) функций xijk,3,

xijk,4 достаточно оценить интеграл

j1(x, t) =
1

2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλt

 1∫
0

eλ(ϕ0,r
ij (x,ξ)−τk−τ)+ψ0,r

ij (x,ξ)f̃rkij(λ)u0j (ξ)
λk0�kj(ξ)

dξ

 dλ (75)

при k0 = 0, 1, где f̃rkij(λ) имеет вид (37), а τ : 0 ≤ τ ≤ t∗∗∗.
При k0 = 1 в силу (38) для j1(x, t) справедлива оценка (74) при t > 0. Так

как f̃(λ) = O( 1
λ ) на прямой Reλ = −γ, то с учетом гладкости u0j (ξ) при k0 = 0

в правой части (75) можно поменять порядки интегрирования (см. лемму 4 в
[7]) и при t > τ∗∗ = µ2 + 2τm + t∗∗∗ получить

j1(x, t) =
1∫

0

eψ
0,r
ij (x,ξ)

kj(ξ)
u0j (ξ)

 1
2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλ(t+ϕ0,r
ij (x,ξ)−τk−τ)f̃rkij(λ)

�
dλ

 dξ.

Обозначим внутренний интеграл через w(x, ξ, t) и, используя (37), применим к
функции w лемму 2, из которой при t > τ∗∗ имеем оценку |w(x, ξ, t)| ≤ Ke−γt,
гарантирующую для j1(x, t) оценку (74) при t > τ∗∗.

Рассмотрим функцию j2(x, t) (72). Согласно неравенству (39) для r0(λ) на
прямой Reλ = −γ имеет место неравенство∣∣∣∣xijk,lr0(λ)

λk0�2

∣∣∣∣ ≤ K

|λ|2
(l = 2, 3, 4, k0 = 0, 1),

обеспечивающее в рассматриваемом случае при t > 0 оценку (74). Получим
аналогичную оценку в случае функции xijk,1. Имеем

j2(x, t) =
1

2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλt

 1∫
0

eλ(ϕ0,r
ij (x,ξ)−τk)+ψ0,r

ij (x,ξ)�0
ijr0(λ)u0j (ξ)

λk0�2kj(ξ)
dξ

 dλ,

где k0 = 0, 1. Из (39) для j2(x, t) (k0 = 1) следует оценка (74) при t > 0. Из (32),
(39) ясно, что для оценивания j2(x, t) (k0 = 0) нужно в качестве r0(λ) взять
функцию e−λτ f̃(λ) (0 ≤ τ ≤ t∗), т. е. в силу (42) достаточно оценить функцию

1
2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλt

 1∫
0

eλ(ϕ0,r
ij (x,ξ)−τk−τ−τ1)+ψ0,r

ij (x,ξ)f̃rkij(λ)u0j (ξ)
�2kj(ξ)

dξ

 dλ,
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где 0 ≤ τ1 ≤ t∗∗∗. Рассуждая, как в случае функции (75) с k0 = 0, при t >
τ∗∗∗ = µ2 + 2τm + t∗ + t∗∗∗ получим для j2(x, t) оценку (74).

Рассмотрим функцию j3(x, t) (73). Из вида (34)–(36) функции �1(λ) и оцен-
ки (39) для r1(λ) на прямой Reλ = −γ имеем для l = 2, 3, 4 неравенства∣∣∣∣xijk,1r1(λ)

λ�2

∣∣∣∣ ≤ K

|λ|2
,

∣∣∣∣xijk,l�1(λ)
λ�2

∣∣∣∣ ≤ K

|λ|2
.

Таким образом, чтобы оценить (73), нужно оценить

j3(x, t) =
1

2πi

−γ+i∞∫
−γ−i∞

eλt
1∫

0

eλ(ϕ0,r
ij (x,ξ)−τk−τ)+ψ0,r

ij (x,ξ)�1u0j (ξ)
λ�2kj(ξ)

dξ dλ,

где 0 ≤ τ ≤ t∗∗. Используя гладкость u0j (ξ) и (38), применим лемму 2 и получим
для j3(x, t) оценку (74) при t > τ3 = µ2 + τm + t∗∗ + t∗∗∗.

Итак, при t > t̃2 = max(τ∗∗, τ∗∗∗, τ3) из (74) следует оценка (70), а из нее
— оценка (63) для V2(x, t). Поэтому для функции U2(x, t) при t > max(t̃1, t̃2)
верна оценка (61), а при t > 0 — оценка (60), что и означает наличие для этой
функции неравенства (69) при всех t > 0. Отсюда и из (49) получим для кусочно
гладкого решения U(x, t) исходной задачи оценку (46). �

В заключение сформулируем утверждения, которые следуют из теоремы 3
и доказательство которых аналогично соответствующим теоремам в случае сме-
шанной задачи с распадающимися граничными условиями [7].

Теорема 4. Пусть K(x), A(x) ∈ C2[0, 1], F (x, t) ∈ C1,1
x,t (�), �rk(ξ) ∈ C1[0, τk]

(k = 1, . . . ,m; r = 0, 1), а функция U(x, t) принадлежит пространству C1(� ) и
удовлетворяет условиям согласования (S0). Тогда если κA < −γ, γ > 0, то
непрерывное КГР U(x, t) задачи (1)–(3) с F (x, t, U) ≡ F (x, t) при t > 0 удовле-
творяет неравенству

‖U(x, t)‖R1
t
+ ‖Ut(x, t)‖Rt

≤ K(e−γt‖U(x, t)‖C1(� ) + max
0≤τ≤t

(‖F (x, τ)‖C[0,1], ‖Fτ (x, τ)‖C[0,1])).

Рассмотрим нелинейную задачу (8), (2), (3), и пусть Uc(x) — ее гладкое
стационарное решение. Без ограничения общности можно считать, что Uc(x) =
0, F(x, 0) ≡ 0.

Определение 2. Нулевое решение задачи (8), (2), (3) называется асимп-
тотически устойчивым с показателем γ > 0 в пространстве C1[0, 1], если най-
дется δ > 0 такое, что для любой функции U(x, t) ∈ C1(� ), удовлетворяющей
условиям согласования (S0), (S1), где U1(x) = −K (x)Ux(x, 0) + F(x,U(x, 0)),
а также оценке ‖U(x, t)‖C1(� ) ≤ δ, при всех t > 0 существует единственное
классическое решение U(x, t) рассматриваемой задачи, причем ‖U(x, t)‖C1[0,1] ≤
Ke−γt‖U(x, t)‖C1(� ), где K не зависит от t, U(x, t).

Обозначим через s = (s1, . . . , sn) целочисленный вектор с неотрицательны-
ми компонентами sj и |s| = s1 + · · ·+ sn. Предположим, что линеаризованная в
окрестности нулевого решения рассматриваемая задача имеет вид (20), (2), (3)
с

A (x) =
(
∂Fi(x,U)
∂uj

∣∣∣∣
U=0

)
i,j=1,...,n

и κA < −γ. Тогда справедлива
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Теорема 5. Пусть K(x) ∈ C2[0, 1], �rk(ξ) ∈ C1[0, τk] (k = 1, . . . ,m; r =
0, 1) и для любого i (1 ≤ i ≤ n) функции ∂q+|s|Fi(x,U)

∂xq∂Us , где |s| = 0, 1, 2, 3, q =
0, 1, 2, q + |s| ≤ 3, непрерывны на множестве �r = {(x, u1, . . . , un) : 0 ≤ x ≤ 1,
max

1≤i≤n
|ui| ≤ r}, r > 0. Тогда нулевое решение задачи (8), (2), (3) асимптотически

устойчиво с показателем γ в пространстве C1[0, 1].
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