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Памяти Тадея Ивановича Зеленяка

Пусть Q — ограниченная двумерная область, Q ⊂ R2, x = (x1, x2) — точка
области Q, z = (x1+ix2) — ее комплексная координата, и пусть u(x) = u(z) — m-
гармоническая, m > 1, (полигармоническая) в области Q функция, т. е. функ-
ция, являющаяся решением уравнения

�mu = 0, x ∈ Q. (1)

Границу ∂Q области Q будем предполагать правильной аналитической кри-
вой, т. е. такой кривой, что для любой точки z0 ∈ ∂Q существует такая ее (ком-
плексная) окрестность Uz0 , что уравнение попавшего в эту окрестность куска
∂Q ∩ Uz0 кривой ∂Q имеет вид z = λ(t), t1 < t < t2, где λ(t) — аналитиче-
ская функция вещественного переменного t ∈ (t1, t2), z0 = λ(t0), t0 ∈ (t1, t2),
t1 = t1(z0), t2 = t2(z0), причем λ′(t) 6= 0 для t ∈ (t1, t2).

Обозначим через
w = w(z), z ∈ Q, (2)

функцию, осуществляющую конформное отображение области Q комплексной
z-плоскости на единичный круг {|w| < 1} комплексной w-плоскости, а через

z = z(w), |w| < 1, (3)

обратную к ней функцию. Прообраз при преобразовании (2) кольца {r0 ≤ |w| <
1} при некотором r0 ∈ (0, 1) обозначим через Qr0 . Множество Qr0 состоит из
точек кривых γr, r0 ≤ r < 1, являющихся прообразами окружностей {|w| = r}:

γr = {z = z(reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π}, r0 ≤ r < 1. (4)

Прообразом окружности {|w| = 1} является граница ∂Q области Q, которую по
аналогии с (4) естественно также обозначить через γ1:

∂Q = γ1 = {z = z(eiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π}.
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Пусть на множестве Qr0 задана некоторая непрерывная функция g(z) (в
частности, исследуемая полигармоническая функция u(z)). Будем говорить,
что функция g(z) имеет L2-предел на границе ∂Q = γ1, если семейство ее следов
на кривых γr, r0 < r < 1, т. е. множество функций

{g(z(reiϕ)), 0 ≤ ϕ ≤ 2π}, r0 < r < 1, (5)

имеет L2(0, 2π)-предел при r → 1 − 0. Если множество функций (5) имеет
слабый L2(0, 2π)-предел при r → 1 − 0, то говорим, что функция g(z) имеет
слабый L2-предел на границе ∂Q. Будем также говорить, что функция g(z) L2-
компактна (слабо L2-компактна) вблизи границы ∂Q, если множество ее следов
(5) L2(0, 2π)-компактно (соответственно cлабо L2(0, 2π)-компактно). Аналогич-
но говорим, что функция g(z) L2-ограничена вблизи границы ∂Q, если множе-
ство ее следов (5) L2(0, 2π)-ограничено. Свойства функции g(z) быть слабо
L2-компактной и L2-ограниченной вблизи границы, естественно, эквивалентны.

Целью настоящей работы является установление критериев существования
L2-предела и слабого L2-предела полигармонической функции u(z) на границе
области Q. А именно, будет установлена справедливость следующих утвержде-
ний.

Теорема 1. Для того чтобы полигармоническая функция u(z), z ∈ Q,
имела L2-предел на границе области Q, необходимо и достаточно, чтобы она
была L2-компактна вблизи ее границы.

Теорема 2. Для того чтобы полигармоническая функция u(z), z ∈ Q,
имела слабый L2-предел на границе области Q, необходимо и достаточно, чтобы
она была слабо L2-компактна вблизи ее границы.

Теоремы 1 и 2 для случая бигармонической функции (m = 2) доказаны в
работе [1]. Настоящая работа в идейном плане близка к работе [1] и в опреде-
ленном смысле является ее продолжением.

Для случая, когда двумерная область есть круг, теорема 1 и некоторые
другие критерии существования L2-предельных значений на границе области
для полигармонических функций установлены в работе [2]. Аналогичные ре-
зультаты получены в работе [3] для случая полосы в n-мерном пространстве Rn

при любом n ≥ 2 для решений линейного эллиптического уравнения с посто-
янными коэффициентами порядка 2m, m ≥ 1, характеристический многочлен
которых отличается от характеристического многочлена для m-гармонического
оператора на произвольный многочлен степени, меньшей чем 2m.

Отметим, что содержащиеся в теоремах 1 и 2 условия, обеспечивающие су-
ществование L2-предела на границе области у m-гармонической функции, не
зависят от m и относятся к любому решению уравнения (1), в том числе и к
произвольной гармонической функции. С другой стороны, для гармонических
функций, как известно (см. [4, 5], а для решений общих линейных эллипти-
ческих уравнений второго порядка с достаточно гладкими коэффициентами в
ограниченных областях n-мерного пространства с достаточно гладкой границей
см. [6]), критерием существования L2-предела на границе является условие их
принадлежности классу Харди H2, т. е. в определенном смысле условие их L2-
ограниченности вблизи границы. Это, конечно, не противоречит теореме 1, по-
скольку для решений эллиптических уравнений второго порядка, как показано
в [6], условие их L2-ограниченности вблизи границы является условием их L2-
компактности. При этом в работах [2, 3] приведены примеры, показывающие,
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что условие L2-ограниченности вблизи границы решения уравнения порядка,
большего чем 2, критерием быть не может: это условие, конечно, необходимо,
но достаточным, вообще говоря, не является.

Одним из основных моментов при изучении интересующего нас вопроса для
решений весьма общего линейного уравнения второго порядка является установ-
ленная в [6] априорная оценка таких решений. Для решений уравнения более
высокого порядка подобной оценки получить не удалось, поэтому приходится
ограничивать себя лишь отдельными классами уравнений высокого порядка и
пользоваться специальными структурными свойствами их решений.

Поскольку из L2-компактности (или L2-слабой компактности) вблизи гра-
ницы комплекснозначной полигармонической функции u(z), очевидно, вытека-
ет L2-компактность (соответственно L2-слабая компактность) вблизи границы
вещественнозначных полигармонических функций Reu(z) и Imu(z), то сформу-
лированные выше теоремы достаточно доказать для вещественнозначных поли-
гармонических функций. В связи с этим в дальнейшем будем считать функцию
u(z) принимающей лишь вещественные значения.

Хорошо известно [7], что для любой вещественнозначной m-гармонической
в области Q функции u(z) существуют m аналитических в Q функций f0(z),
f1(z), . . . , fm−1(z) комплексного переменного z таких, что

u(z) = Re(f0(z) + z̄f1(z) + · · ·+ z̄m−1fm−1(z)), z ∈ Q. (6)

Функции fi(z), i = 0, 1, . . . ,m − 1, определяются по функции u(z) неоднознач-
но: они определяются с точностью до слагаемых, которые являются некоторы-
ми многочленами степени не выше чем m. Поскольку добавление к функци-
ям f0(z), f1(z), . . . , fm−1(z) многочленов степени m не изменяет их поведения
вблизи границы области в интересующем нас смысле, т. е. в смысле суще-
ствования предельного значения на границе области у функции u(z) или ее
L2-компактности (или ее слабой L2-компактности) вблизи границы, то в даль-
нейшем мы ограничимся каким-либо конкретным выбором в равенстве (6) этих
функций.

В результате преобразования (2) равенство (6) приобретает вид

U(w) = Re(F0(w) + z(w)F1(w) + · · ·+ (z(w))m−1Fm−1(w)), |w| < 1, (7)

где U(w) = u(z(w)), |w| < 1, — вещественнозначная функция, а F0(w) =
f0(z(w)), F1(w) = f1(z(w)), . . . , Fm−1(w) = fm−1(z(w)) — аналитические в круге
{|w| < 1} функции.

Согласно принятым выше определениям исследование вопроса о существо-
вании L2-предела и слабого L2-предела функции u(z) на границе области Q
сводится к изучению поведения множества следов функции U(w) на окружно-
стях {|w| = r}, r0 < r < 1, т. е. множества функций

{U(reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π}, r0 < r < 1, (8)

а доказательство сформулированных теорем эквивалентно доказательству соот-
ветствующих утверждений для функции U(w), т. е. доказательству следующих
теорем 1′ и 2′.

Теорема 1′. Для того чтобы множество функций (8) имело L2(0, 2π)-пре-
дел при r → 1−0, необходимо и достаточно, чтобы это множество было L2-ком-
пактным.
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Теорема 2′. Для того чтобы множество функций (8) имело слабый
L2(0, 2π)-предел при r → 1 − 0, необходимо и достаточно, чтобы это множе-
ство было слабо L2(0, 2π)-компактным, т. е. L2(0, 2π)-ограниченным.

В силу предположения о границе ∂Q области Q функция z(w), |w| < 1, из
равенства (3) аналитически продолжается в круг {|w| < R} некоторого радиуса
R = R(∂Q) > 1 и тем самым функция z(1/w) является аналитической по w для
|w| > 1/R. Поскольку нас интересует поведение функции U(reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π,
r < 1, для r, достаточно близких к r = 1, то наряду с представлением (7)
для функции U(w) в круге {|w| < 1} можно воспользоваться также другими ее
представлениями, имеющими место, может быть, не во всем круге {|w| < 1}, а
лишь в некоторой его подобласти, примыкающей к границе {|w| = 1}.

Для получения одного из таких представлений, справедливого в кольце
{1/R < |w| < 1}, рассмотрим многочлен (по ζ)

P (z, ζ) = f0(z) + ζf1(z) + · · ·+ ζm−1fm−1(z)

с аналитическими по z в области Q коэффициентами и представим его согласно
формуле Тейлора в виде

P (z, ζ) = P (z, a)+
1
1!
∂P (z, ζ)

∂ζ

∣∣∣∣
ζ=a

(ζ−a)+· · ·+ 1
(m− 1)!

∂m−1P (z, ζ)
∂ζm−1

∣∣∣∣
ζ=a

(ζ−a)m−1,

где a — произвольное комплексное число. Полагая в этом равенстве z = z(w),
ζ = z(w), a = z(1/w), где w ∈ {1/R < |w| < 1}, получим

P (z(w), z(w)) = G0(w) +G1(w)A(w) + · · ·+Gm−1(w)(A(w))m−1,
1
R
< |w| < 1,

(9)
где

A(w) = z(w)− z(1/w), (10)

а

G0(w) = P (z(w), z(1/w))

= f0(z(w)) + z(1/w)f1(z(w)) + · · ·+ (z(1/w))m−1fm−1(z(w))

= F0(w) + z(1/w)F1(w) + · · ·+ (z(1/w))m−1Fm−1(w),
1
R
< |w| < 1, . . . ,

Gk(w) =
1
k!
∂kP (z(w), ζ)

∂ζk

∣∣∣∣
ζ=z(1/w)

, k = 0, 1, . . . ,m− 1,
1
R
< |w| < 1. (11)

Замечая, наконец, что U(w) = ReP (z(w), z(w)) при 1/R < |w| < 1, прихо-
дим к искомому представлению функции U(w) в кольце 1/R < |w| < 1:

U(w) = Re(G0(w)+G1(w)A(w)+ · · ·+Gm−1(w)(A(w))m−1),
1
R
< |w| < 1. (12)

Поскольку функция z(w) аналитична в круге {|w| < R}, а функция z(1/w)
аналитична вне круга {|w| ≤ 1/R}, то функция A(w) как функция веществен-
ных переменных w1 = Rew и w2 = Imw (w = w1 + iw2 = reiϕ) бесконечно диф-
ференцируема в кольце {1/R < |w| < R}, A(w) ∈ C∞(1/R2 < w2

1 + w2
2 < R2

)
,

причем

A(reiϕ)|r=1 =
(
z(reiϕ)− z

(
1
r
eiϕ
))∣∣∣∣

r=1
= 0, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.



О существовании граничного значения 1129

При любом k = 0, 1, . . . ,m − 1 функция Gk(w) является аналитической в
кольце {1/R < |w| < 1}, и пусть лорановское разложение в этом кольце функции
Gk(w) имеет вид

Gk(w) = Hk(w) + H̃k(w),
1
R
< |w| < 1, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (13)

где

Hk(w) =
∞∑
n=0

h(k)
n wn, |w| < 1, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (14)

— правильная часть ряда Лорана функции Gk(w), а

H̃k(w) =
∞∑
n=1

h̃(k)
n

1
wn

, |w| > 1
R
, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (1̃4)

— главная его часть.
Подставляя (13), (14) и (1̃4) в (12), получаем равенство, с которым будем в

дальнейшем работать:

U(w) = V (w) + U0(w) + U1(w) + · · ·+ Um−1(w),
1
R
< |w| < 1. (15)

В этом равенстве

V (w) = Re(H̃0(w)+A(w)H̃1(w)+· · ·+(A(w))m−1H̃m−1(w)),
1
R
< |w| < 1, (16)

U0(w) = Re(H0(w)),
1
R
< |w| < 1, (17)

Uk(w) = Re((A(w))kHk(w)),
1
R
< |w| < 1, k = 1, 2, . . . ,m− 1. (18)

Из (16), (1̃4) и (10) вытекает, что функция V (w) непрерывна в {1/R < |w| ≤
1}, а из (17) и (14) (при k = 0) следует, что функция U0(w) как вещественная
часть аналитической в круге {|w| < 1} функции гармонична в этом круге.

С поточечным функциональным равенством (15) естественно связано ра-
венство следов соответствующих функций: след функции U на окружности
{|w| = r} есть сумма следов на этой окружности функций V,U0, . . . , Um−1. По-
этому с являющимся предметом нашего рассмотрения при доказательстве тео-
рем 1′ и 2′ множеством следов функции U(w) (8), в котором положим

r0 =
2

R+ 1
, r0 ∈ (1/R, 1),

естественно связать соответствующие множества следов функций V (w), U0(w),
. . . , Um−1(w) :

{V (reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π}, 2
R+ 1

< r < 1, (19)

{U0(reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π}, 2
R+ 1

< r < 1, (20)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

{Uk(reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π}, 2
R+ 1

< r < 1, k = 1, 2, . . . ,m− 1. (21)
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Пусть

z(w) =
∞∑
k=0

akw
k, |w| < R, (22)

— разложение в ряд Тейлора функции z(w), осуществляющей преобразование
(3). Для коэффициентов этого разложения справедливы оценки Коши: для
любого ρ, 0 < ρ < R,

|ak| ≤
M

ρk
, где M = M(ρ) = max

|w|=ρ
|z(w)|, k ≥ 0. (23)

Аналогичные оценки имеют место и для тейлоровских коэффициентов раз-
ложений (14) функций Hp(w): для любого ρ1, 0 < ρ1 < 1, и любого p =
0, 1, . . . ,m− 1∣∣h(p)

k

∣∣ ≤ Mp

ρ1k
, где Mp = Mp(ρ1) = max

|w|=ρ1
|Hp(w)|, k ≥ 0, p = 0, 1, . . . ,m−1. (24)

В дальнейшем будем считать, что

ρ =
1 +R

2
> 1, ρ1 =

3 +R

2(1 +R)
< 1 (25)

и тем самым
ρ1ρ =

3 +R

4
> 1. (26)

Подставляя разложение (22) в формулу (10), получим равенство

A(reiϕ) =
∞∑
k=0

ākr
ke−ikϕ −

∞∑
k=0

ākr
−ke−ikϕ =

∞∑
k=1

āk(rk − r−k)e−ikϕ

= (r − r−1)
∞∑
k=1

a(1)
k (r)e−ikϕ,

2
R+ 1

< r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, (27)

в котором коэффициенты

a(1)
k (r) = āk(rk−1 + rk−3 + · · ·+ r−(k−1))

можно оценить с помощью неравенств (23):∣∣a(1)
k (r)

∣∣ ≤ |ak|(rk−1 + · · ·+ r−(k−1)) ≤ M

ρk
k

rk−1 , k ≥ 1, (28)

где ρ = 1+R
2 , а r — произвольное число из

( 2
R+1 , 1

]
.

Для квадрата функции A(reiϕ) имеем

A2(reiϕ) = (r − r−1)2
∞∑
k=1

a(1)
k (r)e−ikϕ

∞∑
m=1

a(1)
m (r)e−imϕ

= (r − r−1)2
∞∑
n=2

a(2)
n (r)e−inϕ,

2
R+ 1

< r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ 2π,

где коэффициент

a(2)
n (r) =

n−1∑
k=1

a(1)
k (r)a(1)

n−k(r)
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удовлетворяет в силу (28) неравенству

∣∣a(2)
n (r)

∣∣ ≤ n−1∑
k=1

∣∣a(1)
k (r)

∣∣∣∣a(1)
n−k(r)

∣∣ ≤ n−1∑
k=1

M

ρk
k

rk−1
M

ρn−k
n− k

rn−k−1

=
M2

ρnrn−2

n−1∑
k=1

k(n− k) ≤ M2

ρnrn−2n
3, n ≥ 2,

в котором ρ = 1+R
2 , а r — любое число из

( 2
R+1 , 1

]
.

Аналогично для любого p ≥ 1 получим разложение

Ap(reiϕ) = (r − r−1)p
∞∑
n=p

a(p)
n (r)e−inϕ,

2
R+ 1

< r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, (29)

коэффициенты a(p)
n (r) которого удовлетворяют неравенствам∣∣a(p)

n (r)
∣∣ ≤ Mp

ρnrn−p
n2p−1, n ≥ p, (30)

где ρ = 1+R
2 , а r — любое число из

( 2
R+1 , 1

]
.

Соотношения (29) и (30) проще всего доказать методом математической
индукции: предполагая справедливость этих cоотношений для некоторого p ≥
1, докажем, что

Ap+1(reiϕ) = (r − r−1)p+1
∞∑

n=p+1

a(p+1)
n (r)e−inϕ,

2
R+ 1

< r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ 2π,

(29′)
где ∣∣a(p+1)

n (r)
∣∣ ≤ Mp+1

ρnrn−p−1n
2p+1 (30′)

при ρ = 1+R
2 и всех r ∈

( 2
R+1 , 1

]
.

Действительно,

Ap+1(reiϕ) = A(reiϕ)Ap(reiϕ) = (r − r−1)p+1
∞∑
k=1

a(1)
k (r)e−ikϕ

∞∑
m=p

a(p)
n (r)e−imϕ

= (r − r−1)p+1
∞∑

n=p+1

e−inϕ
n−p∑
k=1

a(1)
k (r)a(p)

n−k(r),

т. е. имеет место равенство (29′), в котором

a(p+1)
n (r) =

n−p∑
k=1

a(1)
k (r)a(p)

n−k(r),

причем

∣∣a(p+1)
n (r)

∣∣ ≤ n−p∑
k=1

M

ρk
k

rk−1
Mp

ρn−k
(n− k)2p−1

rn−k−p

≤ Mp+1

ρnrn−p−1

n−p∑
k=1

k(n− k)2p−1 ≤ Mp+1

ρnrn−p−1n
2p+1,
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т. е. справедлива оценка (30′), что и требовалось установить.
Далее, при любом p = 1, 2, . . . ,m−1, любых r ∈

( 2
R+1 , 1

)
и ϕ ∈ [0, 2π] в силу

(14) и (29)

Hp(reiϕ)Ap(reiϕ) = (r − r−1)p
∞∑
k=0

h(p)
k rkeikϕ

∞∑
n=p

a(p)
n (r)e−inϕ

= (r − r−1)p
∞∑

n=−p
g(p)
n (r)einϕ, (31)

где для всех p = 1, . . . ,m− 1, n ≥ −p, всех r ∈
( 2
R+1 , 1

)
и ϕ ∈ [0, 2π]

g(p)
n (r) =

∞∑
k=0

h(p)
p+k+nr

p+k+na(p)
p+k(r). (32)

Коэффициенты g(p)
n (r) разложения (31) в силу соотношений (24) и (30) удо-

влетворяют при всех p = 1, 2, . . . ,m− 1, n ≥ −p, r ∈
( 2
R+1 , 1

)
неравенствам

∣∣g(p)
n (r)

∣∣ ≤ ∞∑
k=0

Mprp+k+n

ρp+k+n1

Mp(p+ k)2p−1

ρp+krp+k−p
=
MpMprp+n

ρp+n1 ρp

∞∑
k=0

(p+ k)2p−1

ρk1ρ
k

,

в которых ρ и ρ1 определены в (25) и, следовательно, в силу (26) ряд
∞∑
k=0

(p+ k)2p−1

ρ1kρk

сходится при любом p = 1, . . . ,m−1. Таким образом, при любом p = 1, . . . ,m−1
и любом n ≥ −p существует постоянная Cn(p,R) > 0 такая, что для всех r ∈( 2
R+1 , 1

)
∣∣g(p)
n (r)

∣∣ ≤ Cn(p,R), p = 1, . . . ,m− 1, n ≥ −p, r ∈
(

2
R+ 1

, 1
)
. (33)

Из (14) при k = 0 и (17) вытекает, что

U0(reiϕ) = Re
∞∑
n=0

h(0)
n rneinϕ =

∞∑
n=0

(
h(0)
n

′
cosnϕ− h(0)

n

′′
sinnϕ

)
rn, (34)

где h(0)
n

′
= Reh(0)

n , h(0)
n

′′
= Imh(0)

n , n = 0, 1, . . . .
Аналогично из (18) и (31) для всех 1 ≤ p ≤ m− 1 имеем

Up(reiϕ) = (r − r−1)p Re
∞∑

n=−p
g(p)
n (r)einϕ

= (r − r−1)p
∞∑

n=−p

(
g(p)
n

′
(r) cosnϕ− g(p)

n

′′
(r) sinnϕ

)
,

где g(p)
n

′
(r) = Re g(p)

n , g(p)
n

′′
(r) = Im g(p)

n , n = −p,−p+ 1, . . . . Следовательно,

Up(reiϕ) = (r − r−1)p
[ −1∑
n=−p

(
g(p)
n

′
(r) cosnϕ− g(p)

n

′′
(r) sinnϕ

)
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+
∞∑
n=0

(
g(p)
n

′
(r) cosnϕ− g(p)

n

′′
(r) sinnϕ

)]

= (r − r−1)p
[

p∑
n=1

(
g(p)
−n

′
(r) cosnϕ+ g(p)

−n
′′
(r) sinnϕ

)
+

∞∑
n=0

(
g(p)
n

′
(r) cosnϕ− g(p)

n

′′
(r) sinnϕ

)]

= (r − r−1)p
[
g(p)
0

′
+

p∑
n=1

(
g(p)
n

′
(r) + g(p)

−n
′
(r)
)
cosnϕ

+
p∑

n=1

(
g(p)
−n

′′
(r)− g(p)

n

′′
(r)
)
sinnϕ+

∞∑
n=p+1

(
g(p)
n

′
(r) cosnϕ− g(p)

n

′′
(r) sinnϕ

)]
. (35)

Для доказательства сформулированных теорем нам понадобятся несколько
вспомогательных утверждений.

Лемма 1. Семейство функций (8) (r0 = 2
R+1 ) L2(0, 2π)-ограничено (слабо

L2(0, 2π)-компактно) тогда и только тогда, когда L2(0, 2π)-ограничены (слабо
L2(0, 2π)-компактны) семейство функций {U0(reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π}, 2

R+1 < r < 1

(20), и семейство функций
{
m−1∑
k=1

Uk(reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π
}
, 2
R+1 < r < 1 (21).

Напомним, что семейство функций {V (reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π}, 2
R+1 < r < 1 (19),

L2(0, 2π)-ограничено, поскольку V (w) ∈ C
( 2
R+1 ≤ |w| ≤ 1

)
⊂ C(1/R < |w| ≤ 1),

поэтому в доказательстве нуждается лишь утверждение леммы о необходимо-
сти.

Пусть

A = sup
2
R+1<r<1

‖U(reiϕ)‖L2(0,2π) <∞, A1 = sup
2
R+1<r<1

‖V (reiϕ)‖L2(0,2π).

Тогда в силу (15)∥∥∥∥∥U0(reiϕ) +
m−1∑
k=1

Uk(reiϕ)

∥∥∥∥∥
2

L2(0,2π)

≤ 2
(
A2 +A2

1
)
,

2
R+ 1

< r < 1,

и тем самым согласно (34) и (35) для всех r ∈
( 2
R+1 , 1

)
2
(
A2 +A2

1
)

π
≥ 2

(
h(0)

0
′
+

m−1∑
p=1

(r − r−1)pg(p)
0

′
(r)

)2

+
m−1∑
n=1

(
h(0)
n

′
rn +

m−1∑
p=n

(r − r−1)p
(
g(p)
n

′
(r) + g(p)

−n
′
(r)
)

+
n−1∑
p=1

(r − r−1)pg(p)
n

′
(r)

)2

+
m−1∑
n=1

(
−h(0)

n

′′
rn +

m−1∑
p=n

(r − r−1)p
(
g(p)
−n

′′
(r)− g(p)

n

′′
(r)
)
−

n−1∑
p=1

(r − r−1)pg(p)
n

′′
(r)

)2

+
∞∑

n=m

(
h(0)
n

′
rn +

m−1∑
p=1

(r − r−1)pg(p)
n

′
(r)

)2
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+
∞∑

n=m

(
h(0)
n

′′
rn +

m−1∑
p=1

(r − r−1)pg(p)
n

′′
(r)

)2

.

Следовательно, при любом N ≥ m и при всех r ∈
( 2
R+1 , 1

)
2(A2 +A2

1)
π

≥ 2

(
h(0)

0
′
+

m−1∑
p=1

(r − r−1)pg(p)
0

′
(r)

)2

+
m−1∑
n=1

(
h(0)
n

′
rn +

m−1∑
p=n

(r − r−1)p
(
g(p)
n

′
(r) + g(p)

−n
′
(r)
)

+
n−1∑
p=1

(r − r−1)pg(p)
n

′
(r)

)2

+
m−1∑
n=1

(
−h(0)

n

′′
rn +

m−1∑
p=n

(r − r−1)p
(
g(p)
−n

′′
(r)− g(p)

n

′′
(r)
)
−

n−1∑
p=1

(r − r−1)pg(p)
n

′′
(r)

)2

+
N∑

n=m

(
h(0)
n

′
rn +

m−1∑
p=1

(r − r−1)pg(p)
n

′
(r)

)2

+
N∑

n=m

(
h(0)
n

′′
rn +

m−1∑
p=1

(r − r−1)pg(p)
n

′′
(r)

)2

. (36)

В силу неравенств (33) для любого N ≥ 1 существует постоянная

C(N) = max
1≤p≤m−1

max
−p≤n≤N

Cn(p,R)

такая, что для всех p = 1, . . . ,m− 1, n ∈ [−p,N ], r ∈
( 2
R+1 , 1

)
будет∣∣g(p)

n (r)
∣∣ ≤ C(N),

и тем самым имеют место неравенства∣∣g(p)
n

′
(r)
∣∣ ≤ C(N),

∣∣g(p)
n

′′
(r)
∣∣ ≤ C(N),

p = 1, . . . ,m− 1, n = −p,−p+ 1, . . . , N, r ∈ (2/(R+ 1), 1).
Следовательно, в (36) можно перейти к пределу при r → 1 − 0. В результате
получим справедливое при всех N ≥ m неравенство

2
(
A2 +A2

1
)

π
≥ 2
(
h(0)

0
)2 +

N∑
n=1

((
h(0)
n

′)2 +
(
h(0)
n

′′)2)
,

из которого вытекает сходимость ряда

2(h(0)
0 )2 +

∞∑
n=1

((
h(0)
n

′)2 +
(
h(0)
n

′′)2)
,

т. е. в силу (34) семейство функций {U0(reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π}, 2
R+1 < r < 1,

L2(0, 2π)-ограничено. Поскольку семейства функций {U(reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π},
2

R+1 < r < 1, и {V (reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π}, 2
R+1 < r < 1, являются L2(0, 2π)-

ограниченными, то L2(0, 2π)-ограничено и семейство{
m−1∑
p=1

Up(reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π

}
,

2
R+ 1

< r < 1.

Лемма 1 доказана.
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Лемма 2. Семейство функций (8) (r0 = 2
R+1 ) L2(0, 2π)-компактно тогда и

только тогда, когда L2(0, 2π)-компактны семейства функций

{U0(reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π}, 2
R+ 1

< r < 1,

и {
m−1∑
p=1

Up(reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π

}
,

2
R+ 1

< r < 1.

Поскольку семейство функций {V (reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π}, 2
R+1 < r < 1, оче-

видно, L2(0, 2π)-компактно, в доказательстве и этой леммы нуждается лишь
утверждение о необходимости.

Из L2(0, 2π)-компактности семейства (8) следует его L2(0, 2π)-ограничен-
ность и, следовательно, по лемме 1 L2(0, 2π)-ограниченность семейства {U0(reiϕ),
0 ≤ ϕ ≤ 2π}, 2

R+1 < r < 1, являющегося семейством следов гармонической
функции. Но тогда, как хорошо известно (см., например, [4–6]), это послед-
нее семейство функций L2(0, 2π)-компактно (и даже имеет L2(0, 2π)-предел при
→ 1− 0). Поэтому L2(0, 2π)-компактно и семейство функций{

m−1∑
p=1

Up(reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π

}
,

2
R+ 1

< r < 1.

Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Если семейство функций{
m−1∑
p=1

Up(reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π

}
,

2
R+ 1

< r < 1, (37)

L2(0, 2π)-ограничено (слабо L2(0, 2π)-компактно), то при r → 1 − 0 существует
его слабый L2(0, 2π)-предел, и этот предел равен нулю.

Поскольку исследуемое в этой лемме семейство функций (37) L2(0, 2π)-
ограничено, то для доказательства утверждения леммы достаточно проверить,
что все коэффициенты Фурье по тригонометрической системе, линейная оболоч-
ка которой всюду плотна в L2(0, 2π), каждой функции Up(reiϕ), p = 1, . . . ,m−1,
стремятся при r → 1− 0 к нулю. Для проверки этого факта следует воспользо-
ваться равенством (35). Из него вытекает, что cos-коэффициенты Фурье функ-
ций Up(reiϕ), p = 1, . . . ,m− 1, имеют вид

In,p(r) = (Up(reiϕ), cosnϕ)L2(0,2π) = π
(
g(p)
n

′
(r) + g(p)

−n
′
(r)
)
(r − r−1)p,

если n ≤ p, и

In,p(r) = (Up(reiϕ), cosnϕ)L2(0,2π) = πg(p)
n

′
(r)(r − r−1)p,

если n > p; sin-коэффициенты Фурье функций Up(reiϕ), p = 1, . . . ,m−1, имеют
вид

Jn,p(r) = (Up(reiϕ), sinnϕ)L2(0,2π) = π
(
g(p)
−n

′′
(r)− g(p)

n

′′
(r)
)
(r − r−1)p,

если n ≤ p, и

Jn,p(r) = (Up(reiϕ), sinnϕ)L2(0,2π) = −πg(p)
n

′′
(r)(r − r−1)p,
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если n > p; а нулевой коэффициент Фурье функций Up(reiϕ), p = 1, . . . ,m − 1,
имеет вид

I0,p(r) = (Up(reiϕ), 1)L2(0,2π) = 2πg(p)
0

′
(r)(r − r−1)p.

Если теперь воспользоваться неравенствами (34) для функций g(p)
n

′
(r) и g(p)

n
′′
(r),

p = 1, . . . ,m − 1, n ≥ −p, r ∈
( 2
R+1 , 1

)
, и перейти в полученных для функций

In,p(r), n ≥ 0, p = 1, . . . ,m− 1, и функций Jn,p(r), n ≥ 1, . . . ,m− 1, равенствах
к пределу при r → 1 − 0 при произвольно фиксированных n и p, то получим
доказательство требуемого утверждения. Лемма 3 доказана.

Доказательство теоремы 2′. В доказательстве, естественно, нуждается
лишь утверждение о достаточности. Если множество функций {U(reiϕ), 0 ≤
ϕ ≤ 2π}, 2

R+1 < r < 1, слабо L2(0, 2π)-компактно, то по лемме 1 множества
функций

{U0(reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π}, 2
R+ 1

< r < 1,

и {
m−1∑
p=1

Up(reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π

}
,

2
R+ 1

< r < 1,

L2(0, 2π)-ограничены. По лемме 3 множество{
m−1∑
p=1

Up(reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π

}
,

2
R+ 1

< r < 1,

при r → 1−0 слабо в L2(0, 2π) стремится к нулю. А L2(0, 2π)-ограниченное мно-
жество {U0(reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π}, 2

R+1 < r < 1, следов гармонической функции
имеет, как выше отмечалось, даже L2(0, 2π)-предел при r → 1−0, который в сум-
ме с граничным значением V (reiϕ)|r=1 и является слабым L2(0, 2π)-пределом
множества {U(reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π}, 2

R+1 < r < 1, при r → 1− 0.

Доказательство теоремы 1′. При доказательстве этой теоремы также
следует остановиться лишь на проверке утверждения о достаточности. Так как
семейство функций {U(reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π}, 2

R+1 < r < 1, является L2(0, 2π)-
компактным, по лемме 2 L2(0, 2π)-компактны также семейства функций

{U0(reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π}, 2
R+ 1

< r < 1,

и {
m−1∑
p=1

Up(reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π

}
,

2
R+ 1

< r < 1.

Как уже неоднократно отмечалось, первое семейство имеет L2(0, 2π)-предел при
r → 1 − 0. Нам остается показать, что L2(0, 2π)-предел при r → 1 − 0 имеется
и у второго семейства (причем нулевой L2(0, 2π)-предел). Действительно, это
семейство L2(0, 2π)-ограничено, поэтому по лемме 3 оно, и тем более любое его
подсемейство при r → 1− 0, слабо в L2(0, 2π) сходится к нулю.

Пусть семейство{
m−1∑
p=1

Up(reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π

}
,

2
R+ 1

< r < 1,
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не сходится при r → 1 − 0 к нулю в L2(0, 2π). Тогда существуют такое ε0 > 0
и такая последовательность r1, r2, . . . , rn, . . . , 2

R+1 < rn < 1, rn → 1 − 0 при
n→∞, что ∥∥∥∥∥

m−1∑
p=1

Up(rneiϕ)

∥∥∥∥∥
L2(0,2π)

≥ ε0 для всех n ≥ 1. (38)

В силу L2(0, 2π)-компактности семейства функций{
m−1∑
p=1

Up(reiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π

}
,

2
R+ 1

< r < 1,

в последовательности{
m−1∑
p=1

Up(rneiϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π

}
, n = 1, 2, . . . ,

существует сходящаяся в L2(0, 2π) подпоследовательность, которая может схо-
диться только к нулю, поскольку она сходится к нулю слабо в L2(0, 2π). Но
тогда для элементов этой подпоследовательности будет нарушаться неравен-
ство (38). Теорема доказана.
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