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ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ПОДМОДЕЛИ

ПАРАМЕТРИЗУЕМЫХ МОДЕЛЕЙ

А. С. Морозов

Аннотация: Вводится понятие F -параметризации модели. В терминах F -пара-
метризаций получены некоторые общие результаты об элементарных подмоделях
F -параметризуемых моделей. Это позволяет, в частности, единым методом опи-
сать элементарные подмодели в языке первого порядка и в языке наследственно
конечных надстроек для поля вещественных чисел и группы всех перестановок на
натуральных числах. В предположении аксиомы конструктивности получена бо-
лее простая характеризация элементарных подмоделей и установлены некоторые
свойства структуры элементарных подмоделей F -параметризуемых моделей.

Ключевые слова: параметризуемая модель, элементарная подмодель, наследст-
венно-конечная надстройка, самопараметризуемая модель.

1. Введение

В работах [1, 2] среди других были получены результаты о том, что подгруп-
па всех вычислимых перестановок в группе Sym(ω) всех перестановок на нату-
ральных числах и подгруппа всех вычислимых элементов в группе Aut〈Q;<〉
всех автоморфизмов упорядоченного множества рациональных чисел с есте-
ственным порядком не являются элементарными подгруппами в этих группах.
Естественно возник вопрос об описании элементарных подгрупп в этих группах.
Кроме того, автор пытался ответить на вопрос В. Г. Пузаренко о том, какие
подполя R′ в поле всех вещественных чисел R обладают свойством: надстройка
наследственно конечных множеств HF(R′) является элементарной подмоделью
в HF(R). При изучении всех этих вопросов выяснилось, что в них много обще-
го. Это привело к понятию F -параметризации моделей и доказательству общих
теорем, на базе которых единым методом были получены ответы на указанные
вопросы. Этому и посвящена настоящая статья. Группа всех автоморфизмов
упорядочения по типу рациональных чисел Autr〈Q;<〉 тоже может быть рас-
смотрена в рамках данного подхода, но ввиду необходимости доказательства
ряда дополнительных технических результатов автор планирует посвятить этой
группе отдельную статью.

Перейдем к определениям и обозначениям. Обычно мы будем использо-
вать переменные k, `,m, n, . . . , возможно, с индексами, для натуральных чисел
и переменные f , g, h, возможно, с индексами, — для функций. Через Sym(ω)
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мы обозначаем группу всех перестановок на ω. Запись ∃=1x ϕ(x) служит со-
кращением для ∃x (ϕ(x)&∀y (ϕ(y) → y = x)). Мы считаем зафиксирован-
ным некоторое вычислимое взаимно однозначное отображение c : ω × ω → ω.
Для функции f ∈ ωω через � (f) обозначается ее график, т. е. множество
{c(x, y) | f(x) = y}. Через λx.f(x) будем обозначать функцию, вычисляемую по
x как f(x). Мы также будем использовать стандартную кодировку конечных

множеств: Dm = {a0 < · · · < ak}, если m =
k∑

i=0
ai. Запись M0 4 M1 будет

означать, что M0 — элементарная подмодель в M1.
В основных определениях в теории допустимых множеств мы будем сле-

довать монографиям [3, 4]. Пусть M — модель конечной предикатной сиг-
натуры 〈P0, . . . , Pk〉. Через HF(M) мы будем обозначать надстройку из на-
следственно конечных множеств над моделью M, рассматриваемую в языке
〈∅, U,∈, P0, . . . , Pk〉, где знак ∅ обозначает, как всегда, пустое множество, U —
унарный предикат, выделяющий праэлементы (т. е. элементы M), а ∈ — отно-
шение принадлежности.

При рассмотрении наследственно конечных надстроек мы будем использо-
вать понятие термов для множеств, введенных Ю. Л. Ершовым (см., напри-
мер, [4, 5]). Мы будем называть их здесь τ -термами. Неформально τ -термы —
это все конечные выражения, которые составлены из символа пустого множе-
ства ∅, переменных v1, v2, . . . c помощью левой скобки «{», правой скобки «}»
и запятых таким образом, чтобы полученное выражение можно было интерпре-
тировать как наследственно конечное множество, построенное из ∅, v1, v2, . . . .
Любой элемент модели HF(M) является значением подходящего τ -терма от эле-
ментов из M (т. е. от праэлементов). Например, {∅, {v7, v1}, v1} — τ -терм, а
}}v1, { — нет. Формальное определение выглядит так.

Определение 1.1. 1) ∅ есть τ -терм;
2) любая переменная vi есть τ -терм;
3) если t1, . . . , tk, k > 0, — τ -термы, то {t1, . . . , tk} — τ -терм;
4) произвольная последовательность символов является τ -термом тогда и

только тогда, когда это можно установить конечным числом применений преды-
дущих пунктов данного определения.

Мы предполагаем зафиксированной некоторую гёделевскую нумерацию
всех τ -термов τ0, τ1 . . . , т. е. такую нумерацию, что по любому номеру i ∈ ω
можно эффективно выписать терм τi, а также по любому τ -терму можно эф-
фективно найти его номер.

Если σ — τ -терм, то под σ(a1, a2, . . . ) будем подразумевать его естественным
образом определенное значение при одновременном означивании переменных
v1, v2, . . . как a1, a2, . . . соответственно.

Напомним, что предикат P ⊆ (ωω)k × (ω)n называется вычислимым
(см. [6]), если существует такой алгоритм AF1,...,Fk(x1, . . . , xn), работающий
с k оракулами F1, . . . , Fk, что Af1,...,fk(m1, . . . ,mn) при любых f1, . . . , fk ∈ ωω,
m1, . . . ,mn ∈ ω выдает 1 в случае P (f1, . . . , fk,m1, . . . ,mn) и 0 в противном слу-
чае. Предикат Q ⊆ (ωω)k×(ω)n называется аналитическим, если он получается
навешиванием конечного числа кванторов из некоторого вычислимого предика-
та, и арифметическим, если получается из некоторого вычислимого предиката
навешиванием конечного числа кванторов по переменным только типа ω. Из-
вестно, что произвольный предикатQ ⊆ (ωω)k×(ω)n является арифметическим,
если и только если он выразим в арифметике второго порядка формулой без
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функциональных кванторов, и аналитическим в том и только в том случае,
когда он выразим в арифметике второго порядка (см. [6]).

Будем говорить, что функция f аналитическая (или аналитична) в ко-
нечном наборе функций f1, . . . , fn, если найдется формула ϕ(x, y, F1, . . . , Fn)
арифметики второго порядка такая, что для любых x, y ∈ ω выполнено

f(x) = y ⇔ ϕ(x, y, f1, . . . , fn).

Если P — предикатный символ, то записью Pni мы хотим подчеркнуть, что
этот предикатный символ является ni-арным.

Мы используем в наших логических языках в качестве формул также сле-
дующие логические константы: > обозначает тождественно истинную формулу,
а ⊥ — тождественно ложную формулу.

Мы предполагаем, что читатель знаком с конструктивными множествами,
аксиомой конструктивности и определением упорядочения <L на конструктив-
ных множествах, которые можно найти, например, в [7].

Нам понадобится понятие элементарной определимости одной модели в дру-
гой. Дадим определение только для односортной модели, для случая несколь-
ких сортов определение аналогично.

Определение 1.2. Будем говорить, что модель

M1 =
〈
M1;Qs1

1 , . . . , Q
s`
`

〉

элементарно определима в модели M0 =
〈
M0;Pn1

1 , . . . , Pnk
k

〉
, если существуют

m > 0 и формулы

V (y1, . . . , ym), E(y1, . . . , ym, y′1, . . . , y
′
m),

ϕQi

(
y1
1 , . . . , y

1
m, . . . , y

si
1 , . . . , y

si
m

)
, i = 1, . . . , `,

такие, что E(ȳ, ȳ′) определяет эквивалентность на множестве

V [M0] =
{
ȳ ∈Mm

0 |M0 |= V (ȳ)
}
,

выполнено условие согласованности

∀ȳ1ȳ′1 . . . ȳsi ȳ′si

[
si∧

j=1

E(ȳj , ȳ′j)&ϕQi(x̄, ȳ1, . . . , ȳsi)→ ϕQi(x̄, ȳ
′
1, . . . , ȳ

′
si)

]

и модель
〈V [M0]/E;Q1, . . . , Q`〉,

в которой Qi(ȳ1/E, . . . , ȳsi/E) по определению выполнено тогда и только тогда,
когда ϕQi(ȳ1

1 , . . . , ȳ
si
si ), изоморфна M1.

2. Общие результаты

Определение 2.1. Назовем F -параметризацией моделиM конечной сиг-
натуры Pn0

0 , . . . , Pn`
` любое разнозначное отображение ξ :M→ ωω (обозначаем

ξ(a) = ξa) такое, что
1) образ Im(ξ) отображения ξ — аналитическое множество;
2) множества {〈ξa1 , . . . , ξani 〉 |M |= Pni(a1, . . . , ani)}, i = 1, . . . , `, являются

аналитическими.
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Фактически F -параметризуемость — это ослабленный вариант определимо-
сти в арифметике второго порядка. Это определение также можно рассматри-
вать как обобщение понятия конструктивной модели (см. [8]). Разница состоит
в том, что «номерами» элементов являются не натуральные числа, а функции
из ω в ω. В данной работе технически было удобнее рассматривать не отоб-
ражение множества кодов элементов в элементы модели, а обратное к нему
отображение.

Определение 2.2. Пусть M — модель и ξ — ее F -параметризация. Мно-
жество M0 ⊆ M называется аналитически замкнутым в M относительно ξ,
если для любых q1, . . . , qn ∈M0 и любого аналитического отношения

A(F1, . . . , Fm, G1, . . . , Gn) ⊆ (ωω)m+n

выполнено

∃r1, . . . , rm ∈M A(ξr1 , . . . , ξrm , ξq1 , . . . , ξqn)
⇒ ∃r1, . . . , rm ∈M0 A(ξr1 , . . . , ξrm , ξq1 , . . . , ξqn).

Если из контекста ясно, о какой F -параметризации и о какой модели идет
речь, то будем говорить о просто аналитически замкнутых подмножествах или
об аналитически замкнутых множествах в модели M.

Следующее утверждение дает нам эквивалентное определение аналитиче-
ской замкнутости и показывает, что в определении 2.2 можно обойтись только
случаем m = 1.

Предложение 2.3. Пусть ξ — F -параметризация модели M. Множество
M0 ⊆ M аналитически замкнуто в M относительно ξ, если и только если для
любых r1, . . . , rn ∈M0 и любого аналитического отношения A(F,G1, . . . , Gn) ⊆
(ωω)n+1 выполнено

∃r ∈M A(ξr, ξr1 , . . . , ξrn)⇒ ∃r ∈M0 A(ξr, ξr1 , . . . , ξrn). (1)

Доказательство. Мы приведем доказательство только нетривиальной
импликации. Предположим, что выполнено условие (1). Рассмотрим произ-
вольный аналитический предикат A(F1, . . . , Fm, G1, . . . , Gn) и q1, . . . , qn ∈ M0
такие, что ∃r1 . . . rm ∈ M A(ξr1 , . . . , ξrm , ξq1 , . . . , ξqn). Тогда выполнено также
условие

∃rm ∈M ∃f1 . . .∃fm−1 [f1, . . . , fm−1 ∈ Im(ξ)
& A(f1, f2, . . . , fm−1, ξrm , ξq1 , . . . , ξqn)].

Так как множество Im(ξ) аналитическое, по условию леммы для некоторого
r∗m ∈M0 выполнено

∃f1 . . .∃fm−1 [f1, . . . , fm−1 ∈ Im(ξ) & A(f1, f2, . . . , fm−1, ξr∗m , ξq1 , . . . , ξqn)].

Отсюда получим, что верно утверждение, в котором число кванторов существо-
вания на единицу меньше:

∃r1 . . .∃rm−1 ∈M A(ξr1 , ξr2 , . . . , ξrm−1 , ξr∗m , ξq1 , . . . , ξqn).

Итерируя это рассуждение, в итоге получим существование r∗1 , . . . , r∗m ∈M та-
ких, что A(ξr∗1 , . . . , ξr∗m , ξq1 , . . . , ξqn). �
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Теорема 2.4. Пусть M — модель с F -параметризацией ξ и M0 — ее ана-
литически замкнутая подмодель относительно ξ. Тогда HF(M0) 4 HF(M).

Доказательство. Для доказательства нам понадобятся несколько лемм.
Следующая лемма достаточно хорошо известна.

Лемма 2.5. Пусть M — произвольная модель. По любым m,n ∈ ω эф-
фективно находятся бескванторные формулы δm,n(x1, . . . ) и γm,n(x1, . . . ) такие,
что для любых a1, a2, . . . ∈M выполняется

HF(M) |= τm(a1, . . . ) = τn(a1, . . . )⇔M |= δm,n(a1, . . . ),

HF(M) |= τm(a1, . . . ) ∈ τn(a1, . . . )⇔M |= γm,n(a1, . . . ).
Доказательство достаточно просто и оставляется читателю.
Введем новые обозначения. Для любой функции f ∈ ωω обозначим

(f)i(x) = f(c(i, x)). Пусть ξ — какая-либо F -параметризация некоторой модели.
Обозначим S(ξ) = {f ∈ ωω | ∀i((f)i ∈ Im(ξ))}. Легко проверяется, что отноше-
ние S(ξ) аналитическое. Наконец, для произвольной f ∈ S(ξ) и произвольного
τ -терма σ(v0, . . . , vm) обозначим

σξ[f ] = σ(ξ−1((f)1), ξ−1((f)2), . . . , ξ−1((f)m)).

Лемма 2.6. Отношения

f, g ∈ S(ξ) & τ ξm[f ] = τ ξn[g], f, g ∈ S(ξ) & τ ξm[f ] ∈ τ ξn[g]

аналитические от m,n, f, g.
Доказательство. Докажем утверждение для первого отношения. Для

второго выражения доказательство проводится аналогично.
По лемме 2.5 это выражение эквивалентно

f, g ∈ S(ξ) & δm,n(ξ−1((f)1), ξ−1((f)2), . . . , ξ−1((g)1), ξ−1((g)2), . . . ).

Достаточно показать аналитичность подвыражения, начинающегося на δm,n . . . .
Приведем его к ДНФ. Можно считать, что атомарные формулы в этой ДНФ ис-
черпываются равенствами вида ξ−1((h0)i) = ξ−1((h1)j), i, j ∈ ω, h0, h1 ∈ {f, g}.
Ввиду однозначности отображения ξ эти равенства переписываются в эквива-
лентном виде ∀k (h0(c(i, k)) = h1(c(j, k))). Подставим соответствующие выра-
жения вместо всех атомарных формул. Пользуясь стандартным алгоритмом
вынесения и сжатия кванторов Тарского — Куратовского [6], можно эффектив-
но привести полученное выражение к виду

∀k1∃k2 ψm,n(k1, k2, f, g),

где ψm,n(k1, k2, f, g) — рекурсивное отношение от m,n, k1, k2, f, g. �

Обозначим формулы языка арифметики второго порядка, выражающие от-
ношения из последней леммы, через θ=(m,n, f, g) и θ∈(m,n, f, g) соответственно.

Лемма 2.7. Отношения

f ∈ Im(ξ) & g ∈ S(ξ) & ξ−1(f) = τ ξn[g], f ∈ Im(ξ) & g ∈ S(ξ) & ξ−1(f) ∈ τ ξn[g]

аналитические от n, f , g.
Доказательство. Первое выражение можно переписать в эквивалентном

виде:

f ∈ Im(ξ) & g ∈ S(ξ) & ∃i [(n кодирует терм vi) & ∀x(f(x) = (g)i(x))],
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а второе выражение эквивалентно

f ∈ Im(ξ) & g ∈ S(ξ) & ∃m [(n кодирует терм {τk | k ∈ Dm})
& ∃` ∈ Dm (∃i ((` кодирует терм vit) & ∀x (f(x) = (g)i(x))))],

откуда и следует результат леммы. �

Обозначим формулы языка арифметики второго порядка, выражающие от-
ношения из последней леммы, через θ∗=(n, f, g) и θ∗∈(n, f, g) соответственно.

Лемма 2.8. Все отношения вида

f1, . . . , fp ∈ Im(ξ) & g1, . . . , gq ∈ S(ξ)
& k1, . . . , kq ∈ ω & P (f1, . . . , fp, τk1 [g1], . . . , τkq [gq]),

где P (w1, . . . , wp, z1, . . . , zq) получается из сигнатурного предиката модели M
перестановкой переменных, являются аналитическими.

Доказательство. Достаточно понять, как это доказывается, например,
для отношения

f ∈ Im(ξ) & g ∈ S(ξ) & k ∈ ω & P (f, τk[g]),

где P — сигнатурный предикат. Лемма следует из того, что указанное отноше-
ние эквивалентно

f ∈ Im(ξ) & g ∈ S(ξ) & k ∈ ω & ∃i [(k кодирует терм vi) & P (f, (g)i)],

а предикат P (f, (g)i) аналитичен по определению F -параметризации. �

Лемма 2.9. Пусть ξ — F -параметризация модели M и x1, . . . , xm — фик-
сированный список переменных. Тогда для любой формулы

ϕ(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn)

языка модели HF(M), не содержащей кванторов по x1, . . . , xm, найдется форму-
ла ϕ♦(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn, k1, . . . , kn) арифметики второго порядка такая, что
для любых x1, . . . , xm ∈M, k1, . . . , kn ∈ ω, f1, . . . , fn ∈ S(ξ) выполнено

HF(M) |= ϕ(x1, . . . , xm, τk1 [f1], . . . , τkn [fn])

⇔ ϕ♦(ξx1 , . . . , ξxm , f1, . . . , fn, k1, . . . , kn).

Доказательство. Определим отображение ♦ индукцией:

(>)∗ = >; (⊥)∗ = ⊥;

(xi = xj)♦ = (xi = xj); (yi ∈ xj)♦ = ⊥;

(xi ∈ xj)♦ = ⊥; (xi = yj)♦ = θ∗=(kj , xi, fj);

(yj = xi)♦ = θ∗=(kj , xi, fj); (yi = yj)♦ = θ=(ki, kj , fi, fj);

(yi ∈ yj)♦ = θ∈(ki, kj , fi, fj); (xi ∈ yj)♦ = θ∗∈(kj , xi, fj);

P (. . . xi . . . yj)♦ = соответствующее выражение
для P (. . . xi . . . τkj [fj ]) из леммы 2.8;

U(xi)♦ = >; U(yi)♦ = «ki кодирует терм вида vj»;

(∃yiϕ)♦ = ∃ki∃fi(fi ∈ S(ξ) & ϕ♦); (∀yiϕ)♦ = ∀ki∀fi(fi ∈ S(ξ)→ ϕ♦);

(ϕ0 & ϕ1)♦ =
(
ϕ♦0 & ϕ♦1

)
; (ϕ0 ∨ ϕ1)♦ =

(
ϕ♦0 ∨ ϕ

♦
1
)
;

(ϕ0 → ϕ1)♦ =
(
ϕ♦0 → ϕ♦1

)
; (¬ϕ)♦ = ¬(ϕ♦).
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По индукции проверяется, что это отображение обладает требуемыми свойства-
ми. �

Перейдем к доказательству теоремы. ПустьM0 — аналитически замкнутое
подмножество M относительно F -параметризации ξ. Для доказательства тео-
ремы согласно утверждению 3.1.2 из [9] и ввиду того, что можно ограничиться
только праэлементами в качестве параметров, достаточно проверить, что для
любой формулы �(x, z̄) и для любого кортежа ᾱ = α1, . . . , αs ∈M0 выполнено

HF(M) |= ∃x �(x, ᾱ)⇒ ∃x ∈ HF(M0) (HF(M) |= �(x, ᾱ)). (2)

Пусть выполнена посылка импликации в (2), и пусть

HF(M) |= �(τi0(b1, . . . , bn), ᾱ) (3)

для подходящих τ -терма τi0(v1, . . . , vn) и b1, . . . , bn ∈M. Формулу

�(τi0(x1, . . . , xn), z̄)

можно переписать в эквивалентном виде �′(x1, . . . , xn, z̄) без использования τ -
термов. По лемме 2.9 условие HF(M) |= �′(x1, . . . , xn, ᾱ) при любых x1, . . . , xn ∈
M эквивалентно некоторому условию вида A(ξx1 , . . . , ξxn , ξα1 , . . . , ξαs), где
A — аналитический предикат. Кроме того, имеем A(ξb1 , . . . , ξbn , ξα1 , . . . , ξαs).
Ввиду аналитической замкнутости M0 найдутся b∗1, . . . , b

∗
n ∈ M0 такие, что

A(ξb∗1 , . . . , ξb∗n , ξα1 , . . . , ξαs). Отсюда получим

HF(M) |= �′
(
b∗1, . . . , b

∗
n, ᾱ
)
,

что эквивалентно
HF(M) |= �(τi0

(
b∗1, . . . , b

∗
n), ᾱ

)
.

Осталось заметить, что τi0(b∗1, . . . , b∗n) ∈ HF(M0). �
Определение 2.10. Назовем модель M слабо F -самопараметризуемой,

если у нее существует F -параметризация ξ такая, что в модели HF(M) опреде-
лимы без параметров в языке первого порядка функции �, p :M×ω → ω такие,
что

1) ∀x ∈M ∀m ∈ ω (ξx(m) = �(x,m));
2) для любой функции f ∈ ωω найдется элемент x ∈M такой, что

∀n ∈ ω (p(x, n) = f(n)).

Такую F -параметризацию ξ будем называть слабой F -самопараметризацией
модели M.

Определение 2.11. Назовем модель M сильно F -самопараметризуемой,
если у нее существует некоторая F -параметризация ξ такая, что в модели M
элементарно определима без параметров модель 〈M;ω; +, ·, �, p〉 такая, что �, p :
M× ω → ω, и при этом выполнены следующие условия:

1) ∀x ∈M ∀m ∈ ω (ξx(m) = �(x,m));
2) для любой функции f ∈ ωω найдется элемент x ∈M такой, что

∀n ∈ ω (p(x, n) = f(n)).

Такую F -параметризацию ξ будем называть сильной F -самопараметризацией
модели M.
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Теорема 2.12. Пусть модель M слабо F -самопараметризуема и ξ — ее
некоторая слабая F -самопараметризация. ПустьM0 — подмодель вM, и пусть
HF(M0) 4 HF(M). Тогда M0 аналитически замкнута в M относительно ξ.

Доказательство. Пусть A(f, f1, . . . , f`) — некоторый аналитический пре-
дикат, r1, . . . , r` ∈ M0 и ∃r ∈ M A(ξr, ξr1 , . . . , ξr`). Нам надо проверить, что
∃r ∈M0 A(ξr, ξr1 , . . . , ξr`).

Пусть язык LF,F1,...,F` состоит из обычных формул арифметики второго
порядка с выделенными функциональными переменными F, F1, . . . , F`, навеши-
вание кванторов по которым в LF,F1,...,F` запрещено, и это единственное отличие
LF,F1,...,F` обычного языка арифметики второго порядка. Определим преобра-
зование ∗ из LF,F1,...,F` в язык модели HF(M) по индукции следующим образом
(без ограничения общности считаем, что наши формулы содержат только те
атомарные подформулы, которые встречаются в левой части):

(>)∗ = >; (⊥)∗ = ⊥;
(f(x) = y)∗ = (�(f, x) = y), если f ∈ {F, F1, . . . , F`};
(f(x) = y)∗ = (p(f, x) = y), если f /∈ {F, F1, . . . , F`};

(x+ y = z)∗ = x, y, z ∈ ω & x+ y = z; (x · y = z)∗ = x, y, z ∈ ω & x · y = z;
(¬ϕ)∗ = ¬ϕ∗; (ϕ0 & ϕ1)∗ = ϕ∗0 & ϕ∗1; (ϕ0 ∨ ϕ1)∗ = ϕ∗0 ∨ ϕ∗1;

(ϕ0 → ϕ1)∗ = ϕ∗0 → ϕ∗1; (∃xϕ)∗ = ∃x (x ∈ ω & ϕ∗); (∀xϕ)∗ = ∀x (x ∈ ω → ϕ∗);
(∃fϕ)∗ = ∃f ((f — праэлемент ) & ϕ∗); (∀fϕ)∗ = ∀f ((f — праэлемент )→ ϕ∗).

Непосредственно по индукции проверяется, что для любой формулы

ϕ(f1, . . . , fn, n1, . . . , nk, F, F1, . . . , F`) ∈ LF,F1,...,F`

и любых f1, . . . , fn, r, r1, . . . , r` ∈M, n1, . . . , nk ∈ ω справедлива эквивалентность

ϕ(λt.p(f1, t), . . . , λt.p(fn, t), n1, . . . , nk, ξr, ξr1 , . . . , ξr`)
⇔ HF(M) |= ϕ∗(f1, . . . , fn, n1, . . . , nk, r, r1, . . . , r`).

В частности, для любого r ∈ M аналитическое условие A(ξr, ξr1 , . . . , ξr`)
равносильно HF(M) |= A∗(r, r1, . . . , r`). По предположению

HF(M) |= ∃r(A∗(r, r1, . . . , r`) & U(r)).

Из свойства HF(M0) 4 HF(M) вытекает существование r∗ ∈ M0 такого, что
HF(M) |= A∗(r∗, r1, . . . , r`), откуда, наконец, получим A(ξr∗ , ξr1 , . . . , ξr`), что и
требовалось. �

Теорема 2.13. Пусть модель M сильно F -самопараметризуема и ξ — ее
некоторая сильная F -самопараметризация. Пусть M0 4 M. Тогда M0 анали-
тически замкнута в M относительно ξ.

Доказательство. Доказательство идейно повторяет предыдущее. Име-
ются некоторые различия в технических деталях.

Опять пусть A(f, f1, . . . , f`) — некоторый аналитический предикат, пусть
r1, . . . , r` ∈M0 и ∃r ∈M A(ξr, ξr1 , . . . , ξr`). Проверим, что

∃r ∈M0 A(ξr, ξr1 , . . . , ξr`).

Снова рассмотрим язык LF,F1,...,F` и определим преобразование ∗

из LF,F1,...,F` в язык модели N = 〈M;ω; +, ·, �, p〉 по индукции следующим об-
разом (так же, как и ранее, без ограничения общности считаем, что в наших
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формулах содержатся только те атомарные подформулы, которые встречаются
в левой части):

(>)∗ = >; (⊥)∗ = ⊥;
(f(x) = y)∗ = (�(f, x) = y), если f ∈ {F, F1, . . . , F`};
(f(x) = y)∗ = (p(f, x) = y), если f /∈ {F, F1, . . . , F`};

(x+ y = z)∗ = x+ y = z; (x · y = z)∗ = x · y = z; (¬ϕ)∗ = ¬ϕ∗;
(ϕ0 & ϕ1)∗ = ϕ∗0 & ϕ∗1; (ϕ0 ∨ ϕ1)∗ = ϕ∗0 ∨ ϕ∗1; (ϕ0 → ϕ1)∗ = ϕ∗0 → ϕ∗1;

(Qxϕ)∗ = Qxϕ∗, Q ∈ {∃,∀}, x — переменная любого типа.

Непосредственно по индукции проверяется, что для любой формулы

ϕ(f1, . . . , fn, n1, . . . , nk, F, F1, . . . , F`) ∈ LF,F1,...,F`

и любых r, f̄1, . . . , f̄n ∈M, n1, . . . , nk ∈ ω справедлива эквивалентность

ϕ(λx.p(f̄1, x), . . . , λx.p(f̄n, x), n1, . . . , nk, ξr, ξr1 , . . . , ξr`)
⇔ N |= ϕ∗(f1, . . . , fn, n1, . . . , nk, r, r1, . . . , r`).

В частности, для любого r ∈M условие A(ξr, ξr1 , . . . , ξr`) равносильно N |=
A∗(r, r1, . . . , r`). Из определимости без параметров модели N в M следует, что
последнее условие при всех r эквивалентно условию вида M |= A′(r, r1, . . . , r`)
для некоторой фиксированной формулы A′ языка первого порядка модели M.

По предположению M |= ∃rA′(r, r1, . . . , r`). Из свойства M0 4 M полу-
чаем существование r∗ ∈ M0 такого, что M |= A′(r∗, r1, . . . , r`), откуда N |=
A(r∗, r1, . . . , r`) и, наконец, получим A(ξr∗ , ξr1 , . . . , ξr`), что и требовалось. �

Следствие 2.14. Пусть модель M слабо самопараметризуема и ξ — ее
слабая F -самопараметризация. Пусть M0 — подмодель M. Тогда следующие
условия эквивалентны:

1) M0 аналитически замкнута в M относительно ξ;
2) HF(M0) 4 HF(M).
Доказательство следует из 2.4 и 2.12. �

Следствие 2.15. Пусть модельM сильно F -самопараметризуема и ξ — ее
сильная F -самопараметризация. Пусть M0 — подмодель M. Тогда следующие
условия эквивалентны:

1) M0 аналитически замкнута в M относительно ξ;
2) M0 4M;
3) HF(M0) 4 HF(M).
Доказательство. Импликация (1⇒3) следует из 2.4. Импликация (3⇒2)

очевидна. Импликация (2⇒1) вытекает из теоремы 2.13. �

3. Общие следствия для случая V=L

В предположении аксиомы конструктивности (V=L) условие аналитиче-
ской замкнутости оказывается эквивалентным сформулированному ниже усло-
вию слабой аналитической замкнутости, которое по своему духу более близко
к условиям типа порождаемости подмоделей. В результате семейство элемен-
тарных подмоделей F -параметризуемых моделей становится существенно более
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обозримым. Это обуславливает важность отдельного рассмотрения данных ре-
зультатов в условиях аксиомы конструктивности.

Здесь будут сформулированы общие следствия. В дальнейшем при рас-
смотрении конкретных моделей на свойства элементарных подмоделей при усло-
вии V=L будет также обращено особое внимание.

Определение 3.1. Пусть M — модель и ξ — ее F -параметризация. Мно-
жество M0 ⊆M называется слабо аналитически замкнутым в M относитель-
но ξ, если для любых q1, . . . , qn ∈M0 и любого r ∈M такого, что ξr аналитична
относительно ξq1 , . . . , ξqn , выполнено r ∈M0.

Предложение 3.2. Пусть M — модель, ξ — ее F -параметризация. Тогда
1) в предположении аксиомы конструктивности (V=L) любое слабо анали-

тически замкнутое подмножество M0 ⊆M является аналитически замкнутым;
2) любое аналитически замкнутое подмножество M0 ⊆ M слабо аналити-

чески замкнуто.
Доказательство. 1. Предположим, что выполнена аксиома конструктив-

ности и множество M0 ⊆ M слабо аналитически замкнуто. Пусть r1, . . . , rn ∈
M0 и A(f, f1, . . . , fn) — некоторое аналитическое условие. Пусть

∃r ∈M A(ξr, ξr1 , . . . , ξrn).

Это условие эквивалентно

∃f (f ∈ Im(ξ) & A(ξr, ξr1 , . . . , ξrn)).

Следующее утверждение, сообщенное автору С. Симпсоном, видимо, до-
статочно хорошо известно. Однако, не найдя соответствующей ссылки, автор
приводит набросок его доказательства.

Лемма 3.3. В предположении аксиомы конструктивности отношение <L

на ωω аналитично.
Доказательство. Зафиксируем некоторую гёделевскую нумерацию

(ϕn)n<ω предложений языка 〈∈〉. Заметим, что отношение 〈ω;E〉 |= ϕn является
�1

1-отношением от E и n. В самом деле, стандартным алгоритмом Тарского —
Куратовского [6] формулы ϕn равномерно по n преобразуются к эквивалент-
ным условиям вида ∀f∃m ψn(E, f,m) (а также вида ∃f∀m ψ′n(E, f,m)), где f —
функциональная переменная, а ψn(E, f,m) (ψ′n(E, f,m)) — рекурсивное усло-
вие от E, f , m. Иначе говоря, существует рекурсивное отношение �(E, f,m, n)
такое, что для любых E, F , m, n выполняется

〈ω;E〉 |= ϕn ⇔ ∀f∃m �(E,F,m, n).

Отсюда следует, что отношение 〈ω;E〉 |= ϕn принадлежит �1
1. Аналогично

доказывается, что оно имеет вид �1
1, откуда получаем, что оно имеет вид �1

1.
Из доказанного вытекает, что если T — гиперарифметическая теория, то

класс всех E таких, что 〈ω;E〉 |= T , также будет принадлежать �1
1.

Остается проверить следующую эквивалентность, из которой по сказанно-
му выше вытекает, что отношение X <L Y имеет вид �1

2 (сокращение ptq будет
объяснено ниже):

X <L Y ⇔ ∃E[〈ω;E〉 |= KP+(V=L) &¬∃f∀k(f(k + 1)Ef(k))
& ∃x, y ∈ ω∀t(ptqEx↔ X(t) & ptqEy ↔ Y (t)) & 〈ω;E〉 |= x <L y)]. (4)
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В этой записи использована функция ptq, выдающая по любому элементу t ∈
ω его ординал в модели 〈ω;E〉. Эта функция, очевидно, определима в языке
арифметики первого порядка, расширенном символом для E.

Проверим эквивалентность (1). Пусть X и Y — конструктивные подмно-
жества ω, и пусть X <L Y . Тогда, поскольку в условиях аксиомы конструк-
тивности для любого X ⊂ ω выполнено X ∈ L(ω1) (см., например [10, лем-
ма 13.1]), а также ввиду того, что допустимые ординалы кофинальны в множе-
стве всех счетных ординалов, существует счетный допустимый ординал α такой,
что X,Y ∈ L(α). Рассмотрим в качестве E любой бинарный предикат такой,
что 〈L(α);∈〉 ∼= 〈ω;E〉. Зафиксируем x, y ∈ ω, являющиеся изоморфными об-
разами для элементов X и Y соответственно. Ввиду абсолютности отношения
<L [3] и вышеупомянутого изоморфизма получаем 〈ω;E〉 |= x <L y.

Предположим теперь, что выполнено условие (4). Тогда модель 〈ω;E〉 будет
изоморфна подходящему допустимому множеству вида 〈L(α),∈〉, причемX,Y ∈
L(α) и 〈L(α),∈〉 |= X <L Y . Далее, из абсолютности отношения <L получаем
X <L Y . �

Итак, мы получили запись условия X <L Y в арифметике второго порядка.
Поэтому функция f∗, определенная следующим образом:

f∗(m) = n⇔ ∃f [∀g ((g ∈ Im(ξ) & A(g, ξr1 , . . . , ξrn))→ g = f ∨ f <L g)
& (f ∈ Im(ξ) & A(f, ξr1 , . . . , ξrn)) & f(m) = n],

однозначно определена и будет аналитической относительно ξr1 , . . . , ξrn . По-
скольку f∗ ∈ Im ν(ξ), то f∗ имеет вид ξr∗ для подходящего r∗ ∈M. Ввиду сла-
бой аналитической замкнутостиM0 имеем r∗ ∈M0. Кроме того, A(ξr∗ , ξr1 , . . . , ξrn),
что и требовалось доказать.

2. Пусть M0 — аналитически замкнутое подмножество в M, и пусть r ∈M
таково, что функция ξr аналитична в конечном наборе ξr1 , . . . , ξrn для некото-
рых r1, . . . , rn ∈M0. Надо показать, что r ∈M0.

Рассмотрим аналитическое определение ξr через ξ̄ = ξr1 , . . . , ξrn , т. е. пусть
для подходящего аналитического отношения A(x, y, ξ̄) при любых x, y ∈ ω спра-
ведливо

ξr(x) = y ⇔ A(x, y, ξ̄).

Имеем
∃u ∈M∀x∀y (ξu(x) = y ↔ A(x, y, ξ̄)).

Ввиду аналитической замкнутости M0

∃u ∈M0∀x∀y (ξu(x) = y ↔ A(x, y, ξ̄)).

В силу однозначности определения функции ξr получаем, что u, существование
которого утверждается в обоих случаях, определено однозначно и, стало быть,
в обоих случаях равно r, откуда r ∈M0. �

Теперь можно сформулировать некоторые общие свойства самопараметри-
зуемых моделей для случая, когда выполнена аксиома конструктивности V=L.

Следствие 3.4. 1. (V=L) Пусть ξ — слабая F -самопараметризация моде-
ли M, и пусть M′ — произвольная подмодель в M. Тогда следующие условия
эквивалентны:

1.1) HF(M′) 4 HF(M);
1.2) M′ слабо аналитически замкнута относительно ξ.
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2. (V=L) Пусть ξ — сильная F -самопараметризация моделиM и пустьM′ —
произвольная подмодель в M. Тогда следующие условия эквивалентны:

2.1) M′ 4M;
2.2) HF(M′) 4 HF(M).

3. M′ слабо аналитически замкнута относительно ξ.

Доказательство. Утверждение 1 непосредственно вытекает из следст-
вия 2.14 и предложения 3.2, утверждение 2 — из следствия 2.15 и предложе-
ния 3.2. �

Теорема 3.5. 1. (V=L) Пусть модельM слабо F -самопараметризуема. То-
гда множество ее подмоделейM′, обладающих свойством HF(M′) 4 HF(M), об-
разует по включению полную решетку. Более того, любое непустое пересечение
M∗ =

⋂
i∈I
Mi любого семейства (Mi)i∈I подмоделей таких, что для всех i ∈ I

выполнено HF(Mi) 4 HF(M), снова обладает свойством HF(M∗) 4 HF(M).
2. (V=L) Пусть модельM сильно F -самопараметризуема. Тогда множество

ее подмоделей M′, обладающих свойством M′ 4 M, образует по включению
полную решетку. Более того, любое непустое пересечение M∗ =

⋂
i∈I
Mi любого

семейства (Mi)i∈I подмоделей таких, что для всех i ∈ I выполнено Mi 4 M,
снова обладает свойством M∗ 4M.

Доказательство. Докажем п. 1. Доказательство п. 2 проводится ана-
логично. Пусть (Mi)i∈I — произвольное семейство подмоделей модели M та-
кое, что для любого i ∈ I справедливо HF(Mi) 4 HF(M). Рассмотрим множе-
ство M0, являющееся объединением всех носителей моделей Mi, i ∈ I. Пусть
множествоM∗ состоит из всех элементов r моделиM таких, что функция ξr ана-
литична в некотором конечном семействе функций ξq1 , . . . , ξqi , q1, . . . , qi ∈ M0.
Пусть M′ — произвольная элементарная подмодель в M, содержащая все мо-
дели Mi, i ∈ I. С одной стороны, в ней, очевидно, содержится множество M∗,
поскольку для любых элементов q1, . . . , qi ∈Ms и любого аналитического опре-
деления для некоторой функции ξr, r ∈M, через ξq1 , . . . , ξqi можно, используя
свойство слабой F -самопараметризации, записать формулой в языке модели
HF(M) свойство, однозначно определяющее r через q1, . . . , qi и утверждающее
его существование. Ввиду этого все такие r попадут вM′. Значит, M∗ является
подмножеством основного множества модели M′. С другой стороны, как легко
убедиться, множество M∗ уже определяет слабо аналитически замкнутую под-
модель в M. Эта модель и будет точной верхней гранью семейства (Mi)i∈I по
включению.

Доказательство для пересечения достаточно очевидно. �

Теорема 3.6. 1. (V=L) Пусть ξ — слабая F -самопараметризация моде-
ли M. Тогда в множестве ее подмоделей M′, обладающих свойством HF(M′) 4
HF(M), имеется наименьший элемент, состоящий из всех x ∈M таких, что ξx —
аналитическая функция.

2. (V=L) Пусть ξ — сильная F -самопараметризация моделиM. Тогда в мно-
жестве ее подмоделейM′, обладающих свойствомM′ 4M, имеется наименьший
элемент, состоящий из всех x ∈M таких, что ξx — аналитическая функция.

Доказательство. Непосредственно вытекает из следствия 3.4. �
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4. Применения общих результатов

4.1. Следствия для R.

Предложение 4.1. Поле вещественных чисел R допускает слабую F -са-
мопараметризацию.

Доказательство. Нам понадобится простая техническая

Лемма 4.2. Следующие функции определимы (и даже �-определимы) в
HF(R) без параметров (здесь мы подразумеваем под ω ординал допустимого
множества, т. е. ω ∩ R = ∅):

1) функция n · x : ω × R→ R, определяемая как n · x = x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
n

;

2) функция, вычисляющая по m,n ∈ ω и x ∈ R число m
n · x ∈ R при n 6= 0;

3) |x| — модуль x ∈ R;
4) [x] — целая часть числа x из ω для x > 0;
5) dn(x) — n-я цифра (из ω) после запятой в десятичном разложении числа

x ∈ R.
Доказательство оставляется читателю.

Следствие 4.3. 1. Любое подполе R′ ⊆ R аналитически замкнуто тогда и
только тогда, когда HF(R′) 4 HF(R).

2. (V=L) Подполе R′ ⊆ R обладает свойством

HF(R′) 4 HF(R)

тогда и только тогда, когда оно слабо аналитически замкнуто.
3. (V=L) Для подполя Ra, состоящего из всех вещественных чисел, есте-

ственные коды которых аналитичны, справедливо

HF(Ra) 4 HF(R).

Кроме того, это подполе является наименьшим подполем в R с таким свойством.
4. (V=L) Все подполя R′ ⊆ R, обладающие свойством HF(R′) 4 HF(R),

образуют полную решетку по включению.
Доказательство. П. 1 непосредственно вытекает из следствия 2.14 и пред-

ложения 4.1, п. 2 — из следствия 3.4(1) и предложения 4.1, п. 3 — из теоре-
мы 3.6(1) и предложения 4.1, п. 4 — из теоремы 3.5(1) и предложения 4.1. �

Заметим, что поле R не сильно самопараметризуемо, иначе ввиду разреши-
мости теории поля R теория стандартной модели арифметики была бы разре-
шимой.

4.2. Следствия для группы Sym(ω). Здесь мы применим полученные
общие результаты к группе всех перестановок на ω. При этом окажется, что с
некоторыми простыми параметрами, определимыми с точностью до внутренне-
го автоморфизма, данная группа сильно F -самопараметризуема.

4.2.1. Случай с параметрами.

Предложение 4.4. Пусть g0 =
∏
i∈ω

(2i, 2i+1), g1 =
∏
i∈ω

(2i+1, 2i+2). Тогда

модель 〈Sym(ω), g0, g1〉 сильно F -самопараметризуема.
Доказательство. В [11] показано, что модель

〈Sym(ω);ω; +, ·, ap, g0, g1〉,
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где ap(g, n) = g(n), элементарно определима в 〈Sym(ω), g0, g1〉 без параметров.
Тождественное вложение ξ : Sym(ω) → ωω, очевидно, годится в качестве пара-
метризации. При этом операция «ap» может быть взята в качестве �. Пока-
жем, как можно определить функцию p. Идея состоит в том, чтобы модели-
ровать функции h ∈ ωω их графами � (f) = {c(x, y) | h(x) = y}, выделяемыми,
в свою очередь, множествами supp(f) = {n ∈ ω | f(n) = n}. Поскольку всякий
граф функции содержит бесконечно много точек в своем дополнении, для любой
функции h ∈ ωω найдется перестановка f ∈ Sym(ω) такая, что supp(f) = � (h).
Однако не всякое подмножество ω выделяет граф некоторой функции. Поэтому
функцию p(f, n) можно определить, например, так:

p(f, n) = m⇔ [(c(n,m) ∈ supp(f)) & ∀x∃=1y (c(x, y) ∈ supp(f))]

∨ [(m = 0) & ¬∀x∃=1y (c(x, y) ∈ supp(f))],

что, очевидно, записывается формулой. �

Теперь мы можем сформулировать следствия.

Следствие 4.5. 1. Любая подгруппа G 6 Sym(ω), содержащая g0 и g1,
является элементарной в Sym(ω) тогда и только тогда, когда

HF(G) 4 HF(Sym(ω)),

и тогда и только тогда, когда G аналитически замкнута.
2. (V=L) Любая подгруппа G 6 Sym(ω), содержащая g0 и g1, является

элементарной в Sym(ω) тогда и только тогда, когда

HF(G) 4 HF(Sym(ω)),

и тогда и только тогда, когда G слабо аналитически замкнута.
3. (V=L) Множество элементарных подгрупп в Sym(ω), содержащих g0 и g1,

замкнуто относительно произвольных пересечений и образует полную решетку
по включению.

4. (V=L) Группа всех аналитических перестановок является наименьшей
элементарной подгруппой в Sym(ω) среди элементарных подгрупп, содержащих
g0 и g1.

Доказательство. П. 1 вытекает из следствия 2.15 и предложения 4.4,
п. 2 — из следствия 3.4(2) и предложения 4.4, пп. 3, 4 — из теоремы 3.5. �

Из следствия 4.5 получается утверждение, отвечающее на ряд вопросов об
элементарности конкретных групп перестановок.

Следствие 4.6. Группы всех вычислимых перестановок, всех арифмети-
ческих перестановок, всех гиперарифметических перестановок, всех перестано-
вок, принадлежащих одному из классов �1

m, �1
m, m ∈ ω, аналитической иерар-

хии, не являются элементарными подгруппами группы всех перестановок.

Семейство функций назовем слабо аналитически замкнутым, если оно
вместе с любым конечным набором функций содержит все функции, аналитиче-
ские в этом наборе. Очевидно, что все слабо аналитически замкнутые семейства
функций образуют полную решетку.
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Теорема 4.7. (V=L) Элементарные подгруппы в Sym(ω), содержащие g0
и g1, образуют полную решетку, изоморфную решетке всех слабо аналитически
замкнутых подсемейств ωω по включению.

Доказательство. Пусть L — решетка всех элементарных подмоделей
в Sym(ω), содержащих g0 и g1, и пусть L — решетка всех слабо аналитически
замкнутых подмножеств ωω. Определим отображение ψ : L → L следующим
образом: пусть ψ(G) будет множеством всех функций из ωω, аналитических
в конечных наборах элементов из G. Нетрудно убедиться, что ψ(G) ∈ L для
любой такой подгруппы G. Проверим теперь разнозначность отображения ψ,
т. е. что из ψ(G0) = ψ(G1) следует G0 = G1. Возьмем произвольное g ∈ G0.
Тогда g ∈ ψ(G1). Это означает, что g аналитическая в некотором конечном
наборе h1, . . . , hk ∈ G1. Отсюда ввиду слабой аналитической замкнутости G1
получаем, что g ∈ G1. Таким образом, G0 ⊆ G1. Доказательство обратного
включения симметрично.

Теперь проверим, что ψ — отображение «на». Пусть I — произвольное
слабо аналитически замкнутое подмножество в ωω. Рассмотрим множество G
всех перестановок из I, т. е. G = I ∩ Sym(ω). Легко проверяется, что оно
является слабой аналитически замкнутой группой относительно композиции.
Группа G также содержит g0 и g1, поскольку они вычислимы. Это означает,
чтоG— элементарная подгруппа в Sym(ω). Покажем, что ψ(G) = I. Включение
ψ(G) ⊆ I следует из определения. Докажем обратное включение. Пусть f ∈ I.
Тогда и перестановка f∗, определенная как

f∗(m) =






m, если m ∈ � (f),
2k + 2-й элемент из ω \ � (f), если m — 2k + 1-й элемент из ω \ � (f),
2k + 1-й элемент из ω \ � (f), если m — 2k + 2-й элемент из ω \ � (f),

будет вычислимой в f и тем самым аналитической в f . Поэтому f∗ ∈ I. Значит,
по определению имеем f∗ ∈ G. Очевидно, supp(f∗) = � (f). С другой стороны, f
вычислима относительно f∗ ∈ G. Следовательно, f ∈ ψ(G). Равенство ψ(G) = I
показано.

Проверим теперь, что для рассматриваемых подгрупп условие G0 ⊆ G1
эквивалентно ψ(G0) ⊆ ψ(G1). Импликация слева направо очевидна в силу
определения отображения ψ. Обратная импликация следует из того, что Gi

можно определить по ψ(Gi) как множество всех перестановок, содержащихся
в ψ(Gi). �

4.2.2. Случай без параметров. Поскольку параметры g0 и g1 опреде-
лимы формулой первого порядка с точностью до внутреннего автоморфизма,
можно сформулировать ряд утверждений о произвольных элементарных под-
группах в Sym(ω). Более точно, известно [11], что существует формула ϑ(x0, x1)
такая, что Sym(ω) |= ϑ(g0, g1), и для любой пары перестановок g∗0 , g∗1 такой, что
Sym(ω) |= ϑ

(
g∗0 , g

∗
1
)
, существует перестановка f такая, что g∗0 = gf0 , g∗1 = gf1 .

Теорема 4.8. Для любой подгруппы G в Sym(ω) следующие условия эк-
вивалентны:

(1) G 4 Sym(ω);
(2)G сопряжена с некоторой аналитически замкнутой подгруппой в Sym(ω).
Доказательство. Импликация (2)⇒(1) тривиальна. Докажем (1)⇒(2).

Предположим, что G 4 Sym(ω). Тогда G |= ∃x1∃x2 ϑ(x1, x2). Зафиксируем g∗0
и g∗1 , удовлетворяющие условию G |= ϑ

(
g∗0 , g

∗
1
)
. Тогда и Sym(ω) |= ϑ

(
g∗0 , g

∗
1
)
.
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Возьмем f ∈ Sym(ω) так, чтобы были выполнены условия
(
g∗0
)f = g0 и

(
g∗1
)f =

g1. Тогда группа Gf сопряжена с G, содержит g0 и g1 и поэтому является
аналитически замкнутой. �

Теорема 4.9. (V=L) Для любой подгруппы G в Sym(ω) следующие усло-
вия эквивалентны:

(1) G 4 Sym(ω);
(2) G сопряжена с некоторой слабо аналитически замкнутой подгруппой

в Sym(ω).
В случае без параметров семейство всех элементарных подгрупп уже не

обязано быть замкнутым относительно пересечения, как показывает следующее

Предложение 4.10. (V=L) Существуют подгруппы G,H 4 Sym(ω) та-
кие, что G ∩H 64Sym(ω).

Доказательство. Пусть G будет группой всех аналитических перестано-
вок, и пусть f — произвольная перестановка. Так как сопряжение является
автоморфизмом группы, имеем Gf 4 Sym(ω). Рассмотрим упомянутую выше
формулу ϑ(x0, x1) без параметров, выделяющую в группе Sym(ω) пары пере-
становок, сопряженных с g0, g1. Предположим, что G∩Gf 4 Sym(ω). Из этого
следует, что группа G ∩ Gh содержит хотя бы одну пару перестановок g∗0 , g∗1 ,
удовлетворяющих формуле ϑ(x1, x1). А поскольку

Sym(ω) |= ∀x0∀x1∀x′0∀x′1
(
ϑ(x0, x1) & ϑ(x′0, x

′
1)→ ∃h

(
xh0 = x′0 & xh1 = x′1

))
,

существует перестановка h ∈ G такая, что g0 =
(
g∗0
)h и g1 =

(
g∗1
)h. Имеем

g∗0 , g
∗
1 ∈ G ∩Gf , откуда

g0 =
(
g∗0
)h
, g1 =

(
g∗1
)h ∈ Gh ∩ (Gf )h = G ∩ (Gf )h 4 Sym(ω).

В силу минимальности группы G среди всех подгрупп, содержащих g0 и g1,
имеем G ⊆ G ∩ (Gf )h. Отсюда получаем G 6 (Gf )h, что с учетом h ∈ G дает
G 6 Gf . Но Gf тоже минимальная элементарная подгруппа в Sym(ω). Из этого
следует, что G = Gf .

Теперь если мы выберем не аналитическую перестановку f , то будем иметь
gf0 ∈ G и gf1 ∈ G, что невозможно, так как в этом случае f вычисляется по
аналитическим перестановкам gf0 и gf1 следующим образом: пусть a0 ∈ ω таков,
что g1(a0) = a0 (существует только один такой элемент). Тогда f(0) = a0,
f(2n+ 1) = g0(f(2n)), f(2n+ 2) = g1(f(2n+ 1)).

Отсюда следует, что и сама f является аналитической перестановкой; про-
тиворечие. �

Теорема 4.11. (V=L) Любая элементарная подгруппа в Sym(ω) содержит
минимальную элементарную подгруппу.

Доказательство. Это следует из того, что любая элементарная подгруп-
па сопряжена со слабо элементарно замкнутой элементарной подгруппой, ко-
торая, в свою очередь, содержит минимальную подгруппу, состоящую из всех
аналитических перестановок. �

Теорема 4.12. (V=L) Все минимальные элементарные подгруппы группы
Sym(ω) сопряжены между собой.

Доказательство. Пусть G — минимальная элементарная подгруппа
в Sym(ω), состоящая из всех аналитических перестановок, и пусть H — про-
извольная минимальная элементарная подгруппа в Sym(ω). Группа H сопря-
жена с некоторой минимальной слабо аналитически замкнутой подгруппой Hf
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в Sym(ω), которая тоже является элементарной подгруппой в Sym(ω). Пересе-
чение G∩Hf тоже слабо аналитически замкнутая подгруппа, поэтому G,Hf 6
G ∩Hf , откуда в силу минимальности этих подгрупп получаем G = Hf , что и
требовалось. �

Теорема 4.13. (V=L) Пусть G,H 4 Sym(ω), и пусть G и H содержат одни
и те же элементарные минимальные подгруппы. Тогда G = H.

Доказательство. Подействовав, если надо, сопряжением так, чтобы обе
группы содержали минимальную подгруппу G0, состоящую из всех аналити-
ческих перестановок, сначала сведем доказательство к рассмотрению случая,
когда G и H — слабо аналитически замкнутые подгруппы.

Имеем G0 6 G, G0 6 H. Возьмем произвольную перестановку f ∈ G
и покажем, что она принадлежит H. Минимальная элементарная подгруппа
Gf

0 является подгруппой G и, следовательно, подгруппой H. Значит, gf0 и gf1
принадлежат H. Но перестановка f , как показано ранее, вычислима по gf0 и
gf1 . Из слабой аналитической замкнутости H получаем f ∈ H. Итак, G ⊆ H.
Обратное включение доказывается аналогично. �

Теорема 4.14. (V=L) 1. Число минимальных элементарных подгрупп
в Sym(ω) равно 2ω.

2. Число элементарных подгрупп в Sym(ω) равно 22ω .
Доказательство. Докажем п. 1. Как легко видеть, любая минимальная

элементарная подгруппа G � Sym(ω) однозначно определяется любой парой
вида gt0, gt1 ∈ G, t ∈ Sym(ω). Каждая такая подгруппа содержит счетное число
пар такого вида. Кроме того, каждая пара вида gt0, gt1 ∈ G, t ∈ Sym(ω), содер-
жится в некоторой минимальной элементарной подгруппе G � Sym(ω). Отсюда
следует п. 1.

Докажем п. 2. Назовем множество S ⊆
{〈
gt0, g

t
1
〉
| t ∈ Sym(ω)

}
независи-

мым, если элементы произвольной пары 〈a, b〉 из S не являются одновременно
аналитическими ни в каком конечном семействе перестановок, входящих в пары
из S \ {〈a, b〉}. Легко видеть, что объединение любой цепи независимых мно-
жеств снова независимое множество. По лемме Цорна существует максимальное
независимое семейство. Обозначим его через S∗. Его мощность равна 2ω. Если
бы она была меньше, т. е. ω, то мощность множества пар вида

〈
gt0, g

t
1
〉

была бы
равна ω. Также легко убедиться в том, что слабые аналитические замыкания
подмножеств из

{〈
gt0, g

t
1
〉
| t ∈ Sym(ω)

}
порождают попарно различные элемен-

тарные подгруппы. Значит, их как минимум 22ω . Больше их тоже не может
быть, откуда и следует п. 2. �

4.3. Следствия для полугруппы 〈ωω; ◦〉. Здесь мы рассмотрим полу-
группу всех функций из ω в ω относительно композиции (g◦f)(x) = f(g(x)). Для
нее будут справедливы утверждения, аналогичные доказанным ранее для груп-
пы Sym(ω), с теми же самыми параметрами g0 и g1, что и для группы Sym(ω).
Поэтому мы приведем только набросок доказательства того, что эта полугруп-
па сильно самопараметризуема с параметрами g0 и g1. Заметим, что указанные
параметры как бы располагают все множество натуральных чисел в цепочку
0, 1 = g1(0), 2 = g0g1(0), 3 = g1g0g1(0), . . . .

Теорема 4.15. Полугруппа 〈ωω; ◦〉 сильно F -самопараметризуема с пара-
метрами g0 =

∏
i∈ω

(2i, 2i+ 1) и g1 =
∏
i∈ω

(2i+ 1, 2i+ 2).
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Набросок доказательства. Элементы множества ω будут интерпрети-
роваться как функции из ωω, принимающие одно и то же значение, т. е. функ-
ции, удовлетворяющие условию ∀x∀y (f(x) = f(y)). Множество таких функций
выделяется формулой ∀g∀h (g ◦ f = h ◦ f). Действие функций на такие элемен-
ты будет определено следующим образом: результат применения функции g к
постоянной функции f , интерпретируемой как натуральное число, будет равен
ap(g, f) = f ◦ g. Далее мы используем те же самые идеи, что и в [11], чтобы
формульно определить класс пар функций

{
gh0 , g

h
1 | h ∈ Sym(ω)

}
. После этого

точно так же, как и в [11], определяем на ω основные операции арифметики с
параметрами g0 и g1. Далее, с этими же параметрами определяются функции
� и p, а также и F -самопараметризация ξ:

�(f,m) = p(f, n) = n⇔ m ◦ f = n,

ξf (k) = `⇔ f отображает k–й член последовательности
g1(a0), g0g1(a0), g1g0g1(a0), . . . в `-й член этой последовательности,

где a0 — единственный неподвижный элемент g0.
Замечание. Аналогичные рассмотрения можно было бы провести для

групп автоморфизмов, полугрупп эндоморфизмов, решеток подалгебр, реше-
ток конгруенций и других производных структур для вычислимых алгебр (и,
в более общем случае, алгебр, у которых основное множество — аналитическое
подмножество в ω и все предикаты на нем являются аналитическими), посколь-
ку все такие производные объекты допускают естественные F -параметризации.

Работа выполнена во время визитов автора в университеты Зигена и Дарм-
штадта (Германия). Автор благодарит профессоров Клауса Кеймеля и Дитера
Шпреена за приглашения и создание отличной рабочей обстановки.
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