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СТРОЕНИЕ СУБНОРМАЛЬНЫХ

ПОДГРУПП СИМПЛЕКТИЧЕСКИХ ГРУПП

НАД ЛОКАЛЬНЫМИ КОЛЬЦАМИ

С. Тажетдинов

Аннотация: Дается описание субнормальных подгрупп симплектической группы
над локальным кольцом с обратимым элементом 2. Дается также описание под-
групп этой группы, нормализуемых специальными конгруэнц-подгруппами.
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Коммутативное кольцо с единицей, имеющее единственный максимальный
идеал, называется локальным кольцом.

Пусть R — локальное кольцо с обратимым элементом 2 и V = V (R) — сим-
плектическое пространство над R размерности r = 2m, m ≥ 2, т. е. свободный
R-модуль с r свободными порождающими и заданной на нем невырожденной
кососимметрической билинейной формой β(x, y). Группа автоморфизмов ρ про-
странства V , оставляющих форму β(x, y) инвариантной, т. е. удовлетворяющих
соотношению β(xρ, yρ) = β(x, y) при всех x, y ∈ V , называется симплектиче-
ской группой над R и обозначается через Sp(V ).

Напомним, что если существует ряд

H = H0 E H1 E ... E Hd−1 E Hd = G

подгрупп группы G, где Hi−1 E Hi означает, что Hi−1 является нормальной
подгруппой Hi, то H называется субнормальной подгруппой группы G. В этом
случае пишут H /dG. Наименьшее такое d называется субнормальной глубиной
H в G.

В настоящей работе мы значительно улучшим описание субнормальных
подгрупп группы Sp(V ), данное в [1], а также описание подгрупп этой груп-
пы, нормализуемых специальными конгруэнц-подгруппами.

Всюду ниже R — локальное кольцо с обратимым элементом 2 и dimV (R)≥4.
Приводимые ниже известные определения и сведения имеются в [2–4].
Если β(u, v) = 1, то упорядоченная пара {u, v} элементов пространства V

называется гиперболической парой. Если {u, v} — гиперболическая пара, то
модуль Ru⊕Rv называется гиперболической плоскостью. Пространство V яв-
ляется ортогональной суммой гиперболических плоскостей: V = V1 ⊥ · · · ⊥ Vm,
где Vi = Rui ⊕Rvi, 1 ≤ i ≤ m. При этом база {u1, v1, u2, v2, . . . , um, vm} называ-
ется гиперболической базой пространства V .

Пусть I — идеал кольца R, I 6= R. Гомоморфизм локальных колец λI : R→
R/I индуцирует гомоморфизм симплектических пространств

λ1 : V (R)→ V (R/I). (1)
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Пространство V (R/I) образовано всеми векторами xλI , x ∈ V (R), причем фор-
ма β(xλI , yλI) задается как β(x, y)λI . Положив V (R/R) равным 0-модулю, рас-
пространим (1) и на случай I = R. Гомоморфизм (1) индуцирует сюръективный
гомоморфизм симплектических групп πI : Sp(V (R)) → Sp(V (R/I)), при кото-
ром λI(ρπI) = ρλI для ρ ∈ Sp(V (R)). Здесь Sp(V (R/R)) означает единичную
группу.

Для произвольного идеала I кольца R общая и специальная конгруэнц-
подгруппы GSp(V, I) и SSp(V, I) определяются следующим образом:

GSp(V, I) = (centerSp(V (R/I)))π−1
I , SSp(V, I) = (1)π−1

I = KerπI .

Заметим, что GSp(V,R) = SSp(V,R) = Sp(V ), GSp(V, 0) = centerSp(V ) = {1,−1}
и SSp(V, 0) = {1}.

Вес J(x) вектора x ∈ V определяется как наименьший идеал J со свойством
xλJ = 0. Вес J(ρ) элемента ρ ∈ Sp(V ) определяется как наименьший идеал J со
свойством ρ ∈ GSp(V, J), а вес J(H) подгруппы H — формулой J(H) =

∑
ρ∈H

J(ρ).

Отметим, что величины β(x, y), J(x) и J(ρ), где x, y ∈ V, ρ ∈ Sp(V ), не
зависят от конкретной базы. Если зафиксирована какая-нибудь база {e1, . . . , er}
пространства V , то выполняются следующие утверждения.

1. Если x =
r∑

i=1
αiei и y =

r∑
i=1

δiei, то

β(x, y) =
r∑

i=1

r∑

j=1

αiδjβ(ei, ej).

2. Если y =
r∑

i=1
αiei, то

J(x) = id(αi | 1 ≤ i ≤ r).

3. Если (pij) — матрица элемента ρ ∈ Sp(V ), то J(ρ) = id(ρij , ρii−ρjj | 1 ≤ i,
j ≤ r, i 6= j).

Вектор u ∈ V называется унимодулярным, если J(u) = R. Для любого
унимодулярного вектора u существует гиперболическая база {u, . . . } с первым
элементом u. Если u — унимодулярный вектор и α ∈ R, то элемент τu,α ∈ Sp(V )
вида xτu,α = x + αβ(u, x)u называется симплектической трансвекцией. Для
z1, z2 ∈ V таких, что J(z1) = R, β(z1, z2) = 0, унитарная трансвекция σz1,z2 ∈
Sp(V ) определяется следующим образом: xσz1,z2 = x + β(z1, x)z2 + β(z2, x)z1.

Отметим, что

J(τu,α) = id(α), J(σz1,z2) = J(z2), τ−1
u,α = τu,−α, τu,α · τu,β = τu,α+β ,

и если ρ ∈ Sp(V ), то ρ−1τu,αρ = τup,α.
Запись ρ = ρ|Vi ⊥ 1|V ⊥i означает, что V = Vi ⊥ V ⊥i , ρ ∈ Sp(V ) и ρ|V ⊥i = 1.
Наконец, если M — максимальный идеал, то R∗ = R \M — группа обрати-

мых элементов кольца R.

Лемма. Если I 6= R и подгруппа H группы Sp(V ) нормализуется подгруп-
пой SSp(V, I), то H ≥ H ′ ≥ SSp(V, J(H ′)I5), где

H ′ = [H,SSp(V, I)] = gr([h, s] | h ∈ H, s ∈ SSp(V, I)), [h, s] = h−1s−1hs.

Доказательство леммы разобьем на предложения 1 и 2, в которых усло-
вие леммы предполагается выполненным без оговорок. При этом H ′ также
нормализуется подгруппой SSp(V, I) и H ′ ≤ H ∩ SSp(V, I). Под выражением in
будем понимать произвольный элемент идеала In.
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Предложение 1. Пусть {u1, v1, . . . , um, vm} — гиперболическая база про-
странства V . Если ϕ ∈ H ′ и x ∈ V , то τu1,δi5 ∈ H ′, где δ = β(x, xϕ).

Доказательство. Пусть

x = γ1u1 + η1v1 + · · ·+ γmum + ηmvm.

Предположим сначала, что η1 ∈ R∗. Тогда
{
−η−1

1 x, u1
}

является гиперболиче-
ской парой. Обозначим a = −η−1

1 x, P = Ra⊕Ru1 и перейдем к гиперболической
базе

{a, u1, . . . }. (2)

Пусть ϕ ∈ H ′ и α1 ∈ I. Тогда в H ′ содержится элемент

ϕ1 = [τa,α1 , ϕ] = τa,−α1 · τaϕ,α1 . (3)

Пусть aϕ = εa+ δ1u1 + y, где y ∈ P⊥. Поскольку ϕ ∈ SSp(V, I), имеем ε = 1+ γ,
γ ∈ I, δ1 ∈ I и J(y) ⊆ I. Далее, пусть σ = σu1,ε−1y. Тогда J(σ) = J(y) ⊆ I,
поэтому σ ∈ SSp(V, I). Следовательно, в H ′ содержится элемент

ϕ2 = σ−1ϕ1σ = σ−1 · τa,−α1σ · σ−1 · τaϕ,α1 · σ
= τaσ,−α1 · τ(aϕ)σ,α1 = τa−ε−1y,−α1 · τεa+δ1u1,α1 .

Имеем aϕ2 = (1 − α1δ1ε)a − α1δ2
1u1. Пусть теперь τ = τa,α2 , где α2 ∈ I. Тогда

ϕ3 = [τ, ϕ2] ∈ H ′ и ϕ3|P⊥1|P⊥. Ограничившись элементами ρ ∈ Sp(V ) вида
ρ = ρ|P⊥1|P⊥ и перейдя к матрицам в базе (2), мы фактически имеем дело с
двумерными матрицами. Согласно [2, с. 237] Sp(P ) = SL2(R) и SSp(P, I) = KI ,
где KI = {σ ∈ SL2(R) | σπI = 1}. Далее, ϕ3 ∈ H ′ и

ϕ3|P =
(

∗ ∗
α1α2δ1ε1 ∗

)
,

где ε1 ∈ R∗. Из включения (20) работы [5] следует, что t12(α1α2δ1i3) ∈ H ′,
где t12 — элементарная трансвекция. Ввиду произвольности элементов α1, α2 ∈
I отсюда получаем t12(δ1i5) ∈ H ′ или с учетом базы τu1,δ1i5 ∈ H ′, где δ1 =
β(a, aϕ) = β(−η−1

1 x, (−η−1
1 x)ϕ) = η−2

1 β(x, xϕ) = η−2
1 δ. Таким образом,

τu1,δi5 ∈ H ′, δ = β(x, xϕ). (4)

Доказательство в случае η1 ∈ R∗ завершено.
Пусть теперь η1 ∈ M . Рассмотрим векторы x + v1, x − v1 и v1. Вторые

компоненты этих векторов, т. е. элементы η1 + 1, η1 − 1 и 1, принадлежат R∗.
Заменяя в предыдущих рассуждениях вектор x поочередно векторами x+v1, x−
v1 и v1, вместо (4) соответственно получим

τu1,δ2i5 ∈ H ′, δ2 = β(x + v1, (x + v1)ϕ),

τu1,δ3i5 ∈ H ′, δ3 = β(x− v1, (x− v1)ϕ),

τu1,δ4i5 ∈ H ′, δ4 = β(v1, v1ϕ).
(5)

Поскольку 2δ = 2β(x, xϕ) = δ2 + δ3 − 2δ4, имеем

τu1,2δi5 = τu1,δ2i5 · τu1,δ3i5 · τu1,−2δ4i5 .

Отсюда ввиду (5) τu1,2δi5 ∈ H ′. Поскольку 2 ∈ R∗, это дает τu1,δi5 ∈ H ′, где
δ(x, xϕ). Предложение 1 доказано.
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Предложение 2. Справедливы включения H ≥ H ′ ≥ SSp(V, J(H ′)I5).
Доказательство. Поскольку H ′ ≤ SSp(V, I), то J(H ′) ⊆ I ⊆ M . Поэто-

му J(ϕ) ⊆ M для всех ϕ ∈ H ′. Согласно [2, c. 238] имеем J(ϕ)=id(β(x, xϕ) |
x ∈ V, J(x) = R). Ввиду произвольности вектора x в предложении 1 отсюда
получим τu1,η ∈ H ′, где η — произвольный элемент идеала J(ϕ) · I5. Далее,
так как элемент ϕ ∈ H ′ был произвольным, заключаем, что τu1,η ∈ H ′ для всех
η ∈ J(H ′) · I5. Вспомнив теперь, что u1 с самого начала также был произволь-
ным унимодулярным вектором (для любого унимодулярного вектора u1 суще-
ствует гиперболическая база {u1, . . . }), и учтя тот факт, что идеал J(H ′) · I5

от перемены базы не зависит, получим τu,η ∈ H ′ для всех u ∈ V, J(u) = R и
η ∈ J(H ′) · I5. Согласно [2, теорема 2] имеем

SSp(V, J(H ′) · I5) = gr(τu,η | u ∈ V, J(u) = R, η ∈ J(H ′) · I5) ≤ H ′.

Предложение 2 доказано.

Теорема 1. Если подгруппа H группы Sp(V ) нормализуется подгруппой
SSp(V, I), то H ≥ H ′ ≥ SSp(V, J(H) · I6), где H ′ = [H,SSp(V, I)].

Доказательство. Если I 6= R, то в силу [1, лемма 1] имеем J(H ′) ⊇
J(H) · I. Утверждение теоремы следует теперь из доказанной выше леммы.
Пусть теперь I = R. Тогда H и H ′ являются нормальными подгруппами группы
Sp(V ). Из [1, лемма 3] вытекает, что H ′ ≥ SSp(V, J(H ′)). Далее, поскольку H
нормальна в Sp(V ), согласно лемме 1 из [6] (которая справедлива для всех колец
стабильного ранга 1 с обратимым элементом 2) имеем J(H ′) = J(H). Таким
образом, H ′ = [H,Sp(V )] ≥ SSp(V, J(H)). Теорема доказана.

Теорема 2. Если H /d Sp(V ), то

SSp(V, Jf(d)) ≤ H ≤ G Sp(V, J),

где J = J(H) и f(d) = 1
5 (6d − 1).

Доказательство теоремы ввиду теоремы 1 ничем не отличается от до-
казательства теоремы из [1].

В работе [1] аналогичное описание получено со значительно худшей функ-
цией f(d) = 1

10 (11d − 1).

Следствие. Подгруппа H субнормальна в группе Sp(V ) тогда и только
тогда, когда

SSp(V, Jn) ≤ H ≤ G Sp(V, J)

для некоторого идеала J кольца R и некоторого целого числа n ≥ 1. Наимень-
шее такое n и субнормальная глубина d подгруппы H связаны соотношением
d− 1 ≤ n ≤ 1

5 (6d − 1).
Доказательство следствия ввиду теоремы 2 ничем не отличается от

доказательства следствия 1 из [1].
Отметим, что в описаниях субнормальных подгрупп симплектических

групп функция f(d) = 1
5 (6d − 1) является в настоящее время наилучшей. В

[7] она получена для бесконечномерных симплектических групп.
Заметим также, что для общих линейных групп наилучшей такой функцией

является функция f(d) = 1
4 (5d − 1) (см. [8]).

Наконец, если dimV (R) = 2, то группа Sp(V (R)) совпадает со специаль-
ной линейной группой SL2(R). Субнормальные подгруппы этой группы над
локальными кольцами описаны в [5].
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