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c–ПОЛУПЕРЕСТАНОВОЧНЫЕ

ПОДГРУППЫ КОНЕЧНЫХ ГРУПП

Б. Ху, В. Го

Аннотация: Говорят, что подгруппа в G c-полуперестановочна, если A имеет ми-
нимальное добавление T в G такое, что для любой подгруппы T1 в T существует x ∈
T такой, чтоATx1 = Tx1 A. Получены некоторые результаты о c-полуперестановочных
подгруппах, которые затем использованы для выяснения структуры некоторых ко-
нечных групп.
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ная группа.

1. Введение

Напомним, что подгруппа A группы G называется перестановочной с под-
группой B, если AB = BA. Подгруппа A, перестановочная со всеми подгруп-
пами в G, называется перестановочной подгруппой [1] (или квазинормальной
подгруппой [2]) группы G.

Перестановочные подгруппы обладают рядом интересных свойств в случае,
когда G — конечная группа. Например, Оре [2] доказал, что каждая переста-
новочная подгруппа конечной группы субнормальна. В [3] доказано, что для
любой перестановочной подгруппы H конечной группы G группа H/HG ниль-
потентна.

Однако, вообще говоря, две подгруппы H и T группы G могут не быть
перестановочны в G, но G может содержать элемент x такой, что HT x = T xH.
Исходя из этого В. Го, К.-П. Шум и А. Н. Скиба недавно ввели понятие условно
перестановочной подгруппы (понятие H-перестановочной подгруппы) [4–6].

Пусть A, B — подгруппы группы G и 0 6= H ⊆ G. Будем говорить, что
(1) A H-перестановочна с B, если существует x ∈ T такое, что ABx = BxA.
(2) A вполне H-перестановочна с B, если ABx = BxA для некоторого

x ∈ H ∩ 〈A,B〉.
Если, в частности, H = G, то G-перестановочная подгруппа называется

также условно перестановочной или, иначе, c-перестановочной подгруппой.
С использованием этого нового понятия в [4–6] получены некоторые новые

элегантные результаты о строении конечных групп.
В данной статье мы развиваем понятие H-перестановочной подгруппы, а

именно вводим следующее понятие (см. также [7]).
Определение 1. Пусть A — подгруппа группы G. Будем говорить, что
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(1) A c-полуперестановочна в G, если существует минимальное добавление
T подгруппы A в G такое, что A T -перестановочно со всеми подгруппами в T .

(2) A вполне c-полуперестановочно в G, если существует минимальное до-
бавление T к A в G такое, что A вполне T -перестановочно со всеми подгруппами
в T .

Пусть A — подгруппа группы G. Через T (A) (соответственно Tc(A)) будем
обозначать множество всех минимальных добавлений T к A в G таких, что A
T -перестановочно (соответственно вполне T -перестановочно) со всеми подгруп-
пами в T . Если T ∈ T (A) (соответственно T ∈ Tc(A)), то T назовем c-добавле-
нием (соответственно вполне c-добавлением) к A в G.

В настоящей статье мы изучаем влияние (вполне) c-перестановочных под-
групп на структуру конечных групп. Получены некоторые новые достаточные
и необходимые условия, при которых группа нильпотентна, сверхразрешима и
вообще входит в данную формацию.

Все рассматриваемые ниже группы конечны. Все понятия и термины стан-
дартны. Мы отсылаем читателя к монографиям [1, 8] по поводу обозначений и
не представленных в данной статье терминов.

2. Предварительные результаты

В этом разделе напомним некоторые основные результаты о H-перестано-
вочных подгруппах и c-полуперестановочных подгруппах. Мы также приведем
некоторые известные утверждения, часто используемые нами в дальнейшем.

Лемма 2.1 (см. [4–6]). Пусть A, B, H — подгруппы в G и K E G. Тогда
справедливы следующие утверждения.

(1) Если A (вполне)H-перестановочна с B, то B (вполне)H-перестановочна
с A.

(2) ЕслиA (вполне)H-перестановочна сB, тоAx (вполне)Hx-перестановоч-
на с Bx для любого x ∈ G.

(3) Если A (вполне) H-перестановочна с B, то AK/K (вполне) HK/K-
перестановочна с BK/K.

(4) Если K ≤ A, то A/K (вполне) HK/K-перестановочна с BK/K в G/K
тогда и только тогда, когда A (вполне) H-перестановочна с B в G.

(5) Если F — перестановочная подгруппа в G и A (вполне) H-перестановоч-
на с B, то A (вполне) H-перестановочна с BF .

Следующее утверждение очевидно.

Лемма 2.2. Пусть G = AT и T1 — подгруппа в T . Допустим, что A
(вполне) G-перестановочна с T1. Тогда A (вполне) T -перестановочна с T1.

Лемма 2.3. Пусть G — группа, N E G и A ≤ G. Тогда справедливы
следующие утверждения.

(1) Если A (вполне) c-полуперестановочна в G, то AN/N (вполне) c-полу-
перестановочна в G/N .

(2) Если A/N (вполне) c-полуперестановочна в G/N , то A (вполне) c-полу-
перестановочна в G.

(3) Если A вполне c-полуперестановочна в G и A ≤ H ≤ G, то A вполне
c-полуперестановочна в H.

(4) Если максимальная подгруппа A в G (вполне) c-полуперестановочна в
G, то |G : A| простое.



226 Б. Ху, В. Го

(5) Если T ∈ T (A) (T ∈ Tc(A)), то T x ∈ T (A) (соответственно T x ∈ Tc(A))
для любого x ∈ G.

Доказательство. (1) Рассмотрим случай, когда A вполне c-полупереста-
новочна в G. Пусть T ∈ Tc(A). Тогда G/N = (AN/N)(TN/N). Пусть T0/N —
минимальное добавление к AN/N в G/N , содержащееся в TN/N , и T1/N —
подгруппа в T0/N . Тогда T1 = T1 ∩ NT = N(T1 ∩ T ) и T1/N = (T1 ∩ T )N/N .
Так как A вполне T -перестановочна с T1 ∩ T , по лемме 2.1(5) A вполне T -
перестановочна с (T1 ∩ T )N , а значит, по лемме 2.1(3) AN/N вполне TN/N -
перестановочна с T1/N в G/N . Аналогично можно рассмотреть случай, когда
A T -полуперестановочна в G.

(2) Пусть T/N ∈ Tc(A/N) и T0 — минимальное добавление к A в G, со-
держащееся в T . Пусть T1 — подгруппа в T0. Так как A/N вполне TN/N -
перестановочна с T1N/N в G/N , по лемме 2.1 A вполне T -перестановочна с T1
в G. Отсюда A вполне T -перестановочна с любой подгруппой в T0 и тем са-
мым A вполне c-полуперестановочна в G. Аналогично можно доказать второе
утверждение.

(3) Пусть T ∈ Tc(A). Тогда H = H ∩ AT = A(H ∩ T ). Пусть T0 — ми-
нимальное добавление к A в H, содержащееся в H ∩ T . Тогда, как и выше,
можно увидеть, что T0 — c-добавление к A в H. Следовательно, A вполне
c-полуперестановочна в H.

(4) Пусть T ∈ T (A), M — максимальная подгруппа в T . Тогда AM t = M tA
для некоторого t ∈ T . Поскольку T — минимальное добавление к A в G, имеем
AM 6= G и тем самым AM t 6= G. Отсюда M t ≤ A, потому что A максимальна в
G. Предположим, что T имеет максимальную подгруппу M1, не сопряженную
с M . Как и выше, можно показать, что M t1

1 ≤ A для некоторого t1 ∈ T .
Ясно, что M t 6= M t

1. Тогда T =
〈
M t,M t

1
〉
≤ A, а значит, G = AT = A;

противоречие. Отсюда T — циклическая группа и M ≤ A. Следовательно,
|G : A| = |T : A ∩ T | = |T : M | простое. Аналогично можно доказать второе
утверждение.

(5) Очевидно, что T x — минимальное добавление к A в G. Пусть T1 —
подгруппа в T x. Покажем, что A вполне T x-перестановочна с T1 в G. Пусть
A, T1 ≤ D ≤ G. Поскольку G = AT , имеем x = at для некоторых a ∈ A, t ∈ T .
Отсюда T x = T a. Заметим, что T a

−1

1 ≤ T и A = Aa
−1

, T a
−1

1 ≤ Da−1
. Ввиду

предположений и леммы 2.1(2) для некоторого d ∈ D ∩ T имеем

A(T a
−1

1 )d
a−1

= (T a
−1

1 )d
a−1

A

= A(ad−1a−1)(aT1a
−1)(ad−1a−1) = Ad−1T1da

−1 = a(Ad−1T1d)a−1.

Тем самым Ad−1T1d = d−1T1dA. Значит, A вполне T x-перестановочна с T1 в
G. Итак, T x ∈ Tc(A). Аналогично можно показать, что если T ∈ T (A), то
T x ∈ T (A).

Лемма 2.4 [8, теорема 24.2]. Пусть F — локальная формация, G — груп-
па и GF разрешима. Если GF 6= 1 и каждая F -анормальная максимальная
подгруппа в G принадлежит F , то справедливы следующие утверждения.

1. GF — p-подгруппа в G для некоторого p, простого делителя |G|.
2. GF/�(GF ) — минимальная нормальная подгруппа в G/�(GF ).
3. Если GF абелева, то GF — элементарная абелева p-группа.
4. Если p > 2, то степень GF равна p. Если p = 2, то степень GF равна 2

или 4.
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5. �(G) ⊆ ZF (G).

Лемма 2.5 [4, лемма 3.3]. Пусть H — неабелева минимальная нормальная
подгруппа в G. Пусть M — максимальная подгруппа в G такая, что |G : M | = p
простое. Если H *M , то H — простая группа и |H : M ∩H| = p.

Лемма 2.6 [4, лемма 3.5]. Пусть G — группа с подгруппой M и T такова,
что |G : M | и |G : T | различные простые. Тогда G не является простой.

Лемма 2.7 [5, лемма 3.1]. Пусть N и L — нормальные подгруппы груп-
пы G такие, что P/L является силовской p-подгруппой в NL/L, и M/L — мак-
симальная подгруппа в P/L. Если Pp — силовская p-подгруппа в P ∩N , то Pp —
силовская p-подгруппа в N такая, что D = M ∩N ∩Pp является максимальной
подгруппой Pp и M = LD.

3. Группы, в которых минимальные подгруппы
или максимальные подгруппы силовских
подгрупп вполне c-полуперестановочны

Лемма 3.1. Пусть P — минимальная нормальная p-подгруппа в G. Если
каждая подгруппа порядка p в P вполне c-полуперестановочна в G, то P —
группа порядка p.

Доказательство. Пусть D — силовская p-подгруппа в G. Тогда P ∩
Z(D) 6= 1. Пусть L — подгруппа в P ∩ Z(D) порядка p. Так как L вполне
c-полуперестановочна в G, существует минимальное добавление T к L в G та-
кое, что G = LT и для любого простого q ∈ π(T ) с q 6= p существует силовская
q-подгруппа Q в T такая, что LQ = QL. Ясно, что Q ∈ Sylq(G). Так как L
субнормальна в LQ и L — силовская p-подгруппа в LQ, то L нормальна в LQ.
Итак, Q ≤ NG(L). С другой стороны, D ≤ NG(L). Ввиду произвольности вы-
бора q будет L E G. Так как P — минимальная нормальная подгруппа в G,
имеем P = L. Тем самым P — циклическая подгруппа порядка p.

Лемма 3.2. Пусть G — группа. Если каждая минимальная подгруппа в G
вполне c-полуперестановочна в G и каждая силовская 2-подгруппа в G абелева,
то G сверхразрешима.

Доказательство. Допустим противное, и пусть G — контрпример мини-
мального порядка.

Очевидно, что условия наследуются всеми собственными подгруппами G.
Тем самым G — минимальная не сверхразрешимая группа. Поэтому согласно
лемме 2.4 и [9, теорема 3.11.8]

1) G имеет нормальную силовскую p-подгруппу P для некоторого простого
делителя p числа |G|;

2) P/�(P ) — минимальная нормальная подгруппа в G/�(P );
3) если P абелева, то �(P ) = 1;
4) если p > 2, то степень P равна p, если p = 2, то степень P равна 2 или 4;
5) P/�(P ) не циклическая.
Если p = 2, то согласно предположениям P является элементарной абе-

левой p-группой. Таким образом, в любом случае степень P равна p. Так
как каждая минимальная подгруппа в G вполне c-полуперестановочна в G, по
лемме 2.3 находим, что каждая минимальная подгруппа в P/�(P ) вполне c-
полуперестановочна в G/�(P ). Отсюда P/�(P ) — циклическая подгруппа по-
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рядка p ввиду леммы 3.1. Это противоречит тому, что P/�(P ) не циклическая.
Лемма доказана.

Теорема 3.3. Пусть F — насыщенная формация, содержащая класс U
всех сверхразрешимых групп, и G — группа. Тогда G ∈ F тогда и только
тогда, когда существует нормальная подгруппа N в G такая, что G/N ∈ F ,
каждая минимальная подгруппа вN вполне c-полуперестановочна вG и каждая
силовская 2-подгруппа в N абелева.

Доказательство. Необходимость очевидна, докажем достаточность.
Предположим противное, и пусть G — контрпример минимального поряд-

ка. Так как F — насыщенная формация, имеем GF * �(G). Пусть M —
F -анормальная максимальная подгруппа в G. Тогда G = MGF . Поскольку
G/GF ∼= M/(M ∩GF ) ∈ F , получаем MF ⊆ GF ⊆ N . Согласно лемме 2.3 M
и M ∩ GF удовлетворяют условиям теоремы. Ввиду выбора G имеем M ∈ F .
С другой стороны, ввиду леммы 3.2 GF — разрешимая группа. Используя
лемму 2.4 (или теорему 3.4.2 из [9]), получим, что

1) GF — p-подгруппа для некоторого p, являющегося простым делителем
|G|;

2) GF/�(GF ) — минимальная нормальная подгруппа в G/�(GF );
3) если GF абелева, то GF — элементарная абелева p-группа;
4) если p > 2, то степень GF равна p, если p = 2, то степень GF равна 2

или 4;
5) �(G) ⊆ ZF (G).
Во-первых, покажем, что GF/�(GF ) — циклическая подгруппа порядка

p. В самом деле, ввиду свойства 2 GF/�(GF ) — минимальная нормальная p-
подгруппа в G/�(GF ). По лемме 2.3 каждая минимальная подгруппа группы
GF/�(GF ) вполне c-полуперестановочна в G/�(GF ). Из леммы 3.1 вытекает,
что GF/�(GF ) — циклическая подгруппа порядка p.

Докажем теперь, что M — дополнение к GF/�(GF ) в G, т. е. G = MGF

и M ∩GF ≤ �(GF ). Действительно, так как G = MGF , достаточно показать,
что M ∩ GF ≤ �(GF ). Для M ∩ GF E M будет (M ∩ GF )�(GF )/�(GF ) E
G/�(GF ). Из минимальности GF/�(GF ) получаем, что M ∩ GF = GF или
M ∩GF ≤ �(GF ). Если M ∩GF = GF , то GF ≤ M , откуда G = GFM = M ;
противоречие. Тем самым M ∩GF ≤ �(GF ).

Согласно [1, A, (15.5)] имеем GF/�(GF ) ∼= Soc(G/MG) = H и CG(H) =
H, где G = G/MG. Следовательно, H — циклическая подгруппа порядка p и
G/CG(H) = G/H . Aut(H) — циклическая подгруппа, порядок которой делит
p − 1. Таким образом, G/MG ∈ U ⊆ F , откуда G/MG ∩ GF ∈ F . Значит,
G ∈ F . Полученное противоречие завершает доказательство.

Следствие 3.4. Группа G сверхразрешима тогда и только тогда, когда
существует нормальная подгруппа N в G такая, что G/Nсверхразрешима, каж-
дая минимальная подгруппа в N вполне c-полуперестановочна в G и каждая
силовская 2-подгруппа в N абелева.

Теорема 3.5. Пусть p — нечетный простой делитель порядка группы G и
P — силовская p-подгруппа в G. Если NG(P ) p-нильпотентна и каждая макси-
мальная подгруппа в P вполне c-полуперестановочна в G, то G p-нильпотентна.

Доказательство. Допустим противное, и пусть G — контрпример мини-
мального порядка. Докажем следующие утверждения.
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(1) Op′(G) = 1.
В самом деле, если Op′(G) 6= 1, то можно рассмотреть фактор-группу

G/Op′(G). Ясно, что POp′(G)/Op′(G) — силовская p-подгруппа в G/Op′(G) и
NG/Op′ (G)(POp′(G)/Op′(G)) = NG(P )Op′(G)/Op′(G)

нильпотентна. Пусть P1Op′(G)/Op′(G) — максимальная подгруппа в группе
POp′(G)/Op′(G) такая, что P1 — максимальная подгруппа в P . Так как P1
вполне c-полуперестановочна в G, ввиду леммы 2.3 P1Op′(G)/Op′(G) вполне c-
полуперестановочна в G/Op′(G). Тем самым предположения выполнены для
G/Op′(G). Из минимальности порядка G заключаем, что G/Op′(G) p-нильпо-
тентна. Значит, G p-нильпотентна; противоречие.

(2) Если M — собственная подгруппа в G и P ≤ M < G, то M p-нильпо-
тентна.

Легко увидеть, что NM (P ) ≤ NG(P ) и тем самым NM (P ) p-нильпотентна.
Применяя лемму 2.3, немедленно выводим, что M удовлетворяет предположе-
ниям. В силу выбора G получаем, что M p-нильпотентна.

(3) G = PQ , где Q — некоторая силовская q-подгруппа в G с q 6= p.
Поскольку G не является p-нильпотентной, согласно [10, следствие] суще-

ствует характеристическая подгруппа H в P такая, что NG(H) не будет p-
нильпотентной. Так как NG(P ) p-нильпотентна, можно выбрать характери-
стическую подгруппу H в P такую, что NG(H) не будет p-нильпотентной, хо-
тя NG(K) p-нильпотентна для всякой характеристической подгруппы K в P с
H < K ≤ P . Поскольку NG(H) ≥ NG(P ) и NG(H) не будет p-нильпотентной,
получим NG(P ) < NG(H). Из утверждения (2) заключаем, что NG(H) = G,
откуда Op(G) 6= 1 и NG(K) p-нильпотентна для всякой характеристической под-
группы K в P такой, что Op(G) < K ≤ P . Вновь используя результат Томпсона
[10, следствие], находим, что G/Op(G) p-нильпотентна, поэтому G p-разрешима
со следующим верхним p′p-рядом:

1 < Op(G) < Opp′(G) < Opp′p(G) = G.

Так как G p-разрешима, для любого q ∈ π(G) такого, что q 6= p, существует
силовская q-подгруппа Q группы G такая, что G1 = PQ — подгруппа в G.
Привлекая утверждение (2), получаем, что G1 p-нильпотентна, если G1 < G.
Отсюда Q ≤ CG(Op(G)) ≤ Op(G); противоречие. Итак, доказано, что G = PQ.
Это доказывает утверждение (3). Следовательно, G — разрешимая группа.

(4) Теперь используем предыдущие утверждения для доказательства тео-
ремы. Пусть N — минимальная нормальная подгруппа в G с N ≤ Op(G). Из-
вестно, что фактор-группа G/N удовлетворяет условиям теоремы. Для P/N ,
силовской p-подгруппы в G/N , и p-нильпотентной NG/N (P/N) = NG(P )N/N
имеем, что G/N p-нильпотентна.

Так как класс всех p-нильпотентных групп является насыщенной формаци-
ей, можно считать, что N — единственная минимальная нормальная подгруппа
в G и N = CG(N) = Op(G) = F (G) * �(G). Далее, согласно [11, III, лемма 3.3]
для каждой максимальной подгруппы M в P имеем P = NM . Ввиду предполо-
жения для некоторого x ∈ G будет E = MQx = QxM и тем самым NE = G. Из
минимальности N вытекает, что |N | = p. Так как N = CG(N) = Op(G) = F (G),
видим, что

G/N = NG(N)/CG(N) . Aut(N),
а значит, G/N циклическая. Следовательно, N = P , т. е. P нормальна в
G. Отсюда NG(P ) = G p-нильпотентна. Полученное противоречие завершает
доказательство теоремы.
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Следствие 3.6. Пусть N — нормальная подгруппа в G и p — нечетный
простой делитель порядка группы N . Пусть F — насыщенная формация, со-
держащая класс Gp′Np всех p-нильпотентных групп. Тогда G ∈ F в том и
только в том случае, если G/N ∈ F , NG(P ) p-нильпотентна и каждая макси-
мальная подгруппа в P вполне c-полуперестановочна в G, где P — силовская
p-подгруппа в N .

Доказательство. Необходимость очевидна, докажем достаточность. Яс-
но, что NN (P ) p-нильпотентна и всякая максимальная подгруппа в P вполне
c-полуперестановочна в N . По теореме 3.5 N p-нильпонтентна. Пусть те-
перь H — нормальная холлова p′-подгруппа в N . Если H 6= 1, то, поскольку
H charN E G, имеем H / G. Покажем, что G/H удовлетворяет всем услови-
ям следствия. Действительно, N/H E G/H, (G/H)/(N/H) ∼= G/N ∈ F и
NG/H(HP/H) = NG(P )H/H p-нильпотентна. Пусть P1H/H — максимальная
подгруппа в PH/H, где P1 — максимальная подгруппа в P . Так как P1 вполне
c-полуперестановочна в G, то по лемме 2.3 P1H/H вполне c-полуперестановочна
в G/H. По индукции выводим, что G/H ∈ F .

Пусть fi (i = 1, 2) — канонические формационные функции такие, что
Gp′Np = LF (f1) и F = LF (f2) соответственно. Тогда ясно, что G/CG(K1/K2) ∈
f1(q) для каждого главного фактора K1/K2 в G с K1 ≤ H и каждого простого q,
делящего порядок |K1/K2| (см. [9, с. 98, пример 2]). Поскольку Gp′Np ⊆ F , по
[9, следствие 3.1.16] находим, что всякий главный фактор K1/K2 с K1 ≤ H яв-
ляется f2-центральным. Поэтому так как G/H ∈ F , получаем, что G ∈ F . Тем
самым можно считать, что H = 1 и N = P . В таком случае согласно предполо-
жениям NG(P ) = G p-нильпотентна и, следовательно, G ∈ F . Доказательство
закончено.

4. Группы, в которых максимальные
подгруппы или максимальные подгруппы
силовских подгрупп c-полуперестановочны

Теорема 4.1. Пусть N E G. Предположим, что каждая максимальная
подгруппа в G, не содержащая N , c-полуперестановочна в G. Тогда N сверх-
разрешима.

Доказательство. Допустим противное, и пусть G — контрпример мини-
мального порядка.

Пусть H — минимальная нормальная подгруппа в G, содержащаяся в под-
группе N , и пусть M/H — максимальная подгруппа в G/H такая, что N/H *
M/H. Тогда M — максимальная подгруппа в G такая, что N * M . Отсюда
согласно предположениям M c-полуперестановочна в G. Используя лемму 2.3,
видим, что M/H c-полуперестановочна в G/H. Ввиду выбора G заключаем, что
N/H сверхразрешима. Допустим, что N содержит минимальную нормальную
подгруппу L в G, отличную от H. Тогда N ∼= N/1 ∼= N/(L ∩H) — сверхразре-
шимая группа. Однако это противоречит выбору G. Отсюда H — единствен-
ная минимальная нормальная подгруппа в G, содержащаяся в N . Очевидно,
H * �(G).

Покажем, что H — абелева группа. Допустим, что это не так. Посколь-
ку H * �(G), существует максимальная подгруппа M в G такая, что H * M .
ОтсюдаN *M и тем самымM c-полуперестановочна в G согласно предположе-
нию. По лемме 2.3 |G : M | = p для некоторого простого p. Используя лемму 2.5,
находим, что H — простая группа и |H : M ∩ H| = p. Пусть Hp — силовская
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p-подгруппа в H и N1 = NG(Hp). Тогда, используя аргумент Фраттини, имеем
G = HN1. Так как H — неабелева минимальная нормальная подгруппа в G, то
Hp 6= H и N1 6= G. Пусть K — максимальная подгруппа в G такая, что N1 ⊆ K.
Тогда H * K и, значит, K c-полуперестановочна в G согласно предположению.
Пусть P — силовская p-подгруппа в G такая, что Hp ⊆ P . Тогда Hp = H ∩P /P
и P ⊆ N1. Тем самым p - |G : K|. Если q — простое число такое, что q | |G : K|,
то q 6= p и |G : K| = q по лемме 2.3. Из леммы 2.5 следует, что |H : K ∩H| = q.
Однако согласно лемме 2.6 H — не простая группа. Полученное противоречие
показывает, что H — абелева p-группа для какого-то простого p.

Докажем теперь, что |H| = p. Действительно, пусть MH = G, где M —
максимальная подгруппа в G. Тогда, очевидно, M ∩H = 1, так что |H| = |G :
M |. Однако, как и выше, можно заметить, что |G : M | простое. Отсюда |H| =
p. Иначе говоря, H циклическая, а значит, Nсверхразрешима; противоречие.
Теорема доказана.

Следствие 4.2. Если группа G имеет максимальную подгруппу, не явля-
ющуюся c-полуперестановочной в G, то пересечение всех таких подгрупп сверх-
разрешимо.

Доказательство. Пусть � — множество всех максимальных подгрупп в
G, не c-полуперестановочных в G. Пусть N =

⋂
M∈�

M . Тогда N charG и тем

самым N E G. Если M — максимальная подгруппа в G, не содержащая N ,
то, очевидно, M c-полуперестановочна в G. По теореме 4.1 N должна быть
сверхразрешима. Следствие доказано.

Теорема 4.3. Пусть F — насыщенная формация, содержащая класс U
всех сверхразрешимых групп. Группа G входит в F тогда и только тогда, когда
G имеет разрешимую нормальную подгруппу H такую, что G/H ∈ F и каждая
максимальная подгруппа любой силовской подгруппы в H c-полуперестановоч-
на в G.

Доказательство. Необходимость очевидна, докажем достаточность.
Допустим противное, и пусть G — контрпример минимального порядка.
(1) Если R — минимальная нормальная подгруппа в G, то G/R ∈ F .
Действительно, RH/R — нормальная разрешимая подгруппа в G/R такая,

что фактор-группа

(G/R)/(RH/R) ∼= G/RH ∼= (G/H)/RH/H

принадлежит F . Пусть P/R — силовская p-подгруппа в RH/R и M/R — мак-
симальная подгруппа в P/R. Если Pp — силовская p-подгруппа в P ∩ H, то
по лемме 2.7 Pp — силовская p-подгруппа в H, L = M ∩ H ∩ Pp — макси-
мальная подгруппа в Pp и M = RL. Тем самым согласно предположению L
c-полуперестановочна в G. По лемме 2.3 M/R = LR/R c-полуперестановочна в
G/R. Это показывает, что условия теоремы наследуются группой G/R. Отсюда
выбор G влечет G/R ∈ F .

(2) G имеет единственную минимальную нормальную подгруппу R, и

R = CG(R) = Op(G) = F (G) * �(G).

Так как F — насыщенная формация, исходя из (1) находим, что (2) вы-
полнено.

(3) |R| = p. Допустим, что |R| = pα для некоторого натурального α. Пусть
P — силовская p-подгруппа в G. Так как R * �(G), имеем R * �(P ). Поэтому
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существует максимальная подгруппа P1 в P такая, что R * P1. Для R ⊆ H
имеем, что P1∩H — максимальная подгруппа некоторой силовской p-подгруппы
в H. Тем самым согласно предположениям найдется минимальное добавление
T к P1 ∩H в G такое, что для любого q ∈ π(G) такого, что q 6= p и Q ∈ Sylq(T ),
будет (P1 ∩H)Qx = Qx(P1 ∩H) для некоторого x ∈ T . Очевидно, что Q также
является силовской q-подгруппой в G. Пусть Q1 = Qx. Тогда (P1 ∩ H)Q1 =
Q1(P1 ∩H) и P1 ∩H — силовская q-подгруппа в (P1 ∩H)Q1. Отсюда

R ∩ P1 = R ∩ (P1 ∩H)Q1 / (P1 ∩H)Q1.

Имеем такжеR∩P1/P . Это показывает, чтоR∩P1/G. ОднакоR— минимальная
нормальная подгруппа в G, так что R ∩ P1 = 1. Итак, |R| = p.

(4) Окончательное противоречие.
Так как F является насыщенной формацией, содержащей U , она имеет

формационную функцию такую, что A (p − 1) ⊆ f(p) для любого простого p.
Поскольку G/R = G/CG(R) ∈ A (p − 1) ⊆ f(p) и G/N ∈ F , то G ∈ F . Полу-
ченное противоречие завершает доказательство.

Следствие 4.4. Пусть G — разрешимая группа. Если каждая максималь-
ная подгруппа любой силовской подгруппы в G c-полуперестановочна в G, то
G сверхразрешима.

Следствие 4.5. Пусть G — группа. Если производная группа G′ группы
G разрешима и каждая максимальная подгруппа любой силовской подгруппы
в G′ c-полуперестановочна в G, то G сверхразрешима.

Теорема 4.6. Пусть G — разрешимая группа. Если для любого p ∈ π(G)
существует P ∈ Sylp(G) такое, что

(i) NG(P )/CG(P ) — p-группа,
(ii) любая максимальная подгруппа в P c-полуперестановочна в G,

то G нильпотентна.
Доказательство. Допустим противное, и пусть G — контрпример мини-

мального порядка. Докажем следующие утверждения.
(1) Для любой силовской p-подгруппы P ∗ в G выполнены оба условия (i)

и (ii).
Действительно, по теореме Силова найдется элемент x ∈ G такой, что P ∗ =

P x. Так как
NG(P ∗) = NG(P x) = NGx(P x) = (NG(P ))x

и
CG(P ∗) = CG(P x) = CGx(P x) = (CG(P ))x,

то NG(P ∗)/CG(P ∗) ∼= NG(P )/CG(P ) — p-группа. Допустим, что P ∗1 < ·P ∗ = P x.
Тогда (P ∗1 )x

−1
< ·P . По условию теоремы (P ∗1 )x

−1
c-полуперестановочна в G,

тем самым P ∗1 c-полуперестановочна в G по лемме 2.3.
(2) G сверхразрешима по следствию 4.4. Отсюда если q — наибольший

простой множитель |G|, Q ∈ Sylq(G), то Q E G.
(3) Если N — минимальная нормальная подгруппа в G, то G/N удовлетво-

ряет условиям и, значит, G/N нильпотентна.
Рассмотрим G = G/N . Пусть P ∈ Sylp(G). Существует силовская p-

подгруппа P в G такая, что P = PN/N . Тогда NG(P ) = NG(P )N/N . Посколь-
ку CG(P ) ≥ CG(P )N/N , находим, что NG(P )/CG(P ) — p-подгруппа. Пред-
положим, что N — r-группа и P1/N < ·PN/N . Если r = p, то N ≤ P .
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Значит, P1/N — максимальная подгруппа в PN/N = P/N , и, следователь-
но, P1 < ·P . Ввиду (ii) P1 c-полуперестановочна в G. По лемме 2.3 P1/N
c-полуперестановочна в G/N . Если r 6= p, то P1 = P1 ∩ PN = (P1 ∩ P )N . Легко
видеть, что P1 ∩ P < ·P . Тем самым P1 ∩ P c-полуперестановочна в G, а тогда
P1/N c-полуперестановочна в G/N по лемме 2.3. Поэтому G/N удовлетворяет
условиям. В силу выбора G получаем, что G/N нильпотентна.

(4) N = Q.
Так как класс всех нильпотентных групп является насыщенной формаци-

ей, N — единственная минимальная нормальная подгруппа в G и �(G) = 1.
Следовательно, F (G) = N = CG(N). Поскольку Q ≤ F (G) = N и N — един-
ственная минимальная нормальная подгруппа в G, получаем, что N = Q и
Q ≤ CG(Q). В силу условия (i) NG(Q)/CG(Q) является q-группой, поэтому
NG(Q) = CG(Q) = G. Значит, Q ≤ Z(G). Так как G/Q нильпотентна, то
G/Z(G) ∼= (G/Q)/(Z(G)/Q) нильпотентна. Отсюда G нильпотентна. Получен-
ное противоречие завершает доказательство теоремы.

Теорема 4.7. Пусть F — насыщенная формация, содержащая класс U
всех сверхразрешимых групп, и G — группа. Тогда G ∈ F в том и только в
том случае, если G имеет разрешимую нормальную подгруппу H такую, что
G/H ∈ F и каждая максимальная подгруппа любой силовской подгруппы в
F (H) c-полуперестановочна в G.

Доказательство. Необходимость очевидна, докажем достаточность.
Предположим противное, и пустьG— контрпример минимального порядка.

Пусть P — произвольная силовская p-подгруппа в F (H). Тогда P charF (H)/G,
так что P / G. Разобьем доказательство на несколько шагов.

(1) P ∩ �(G) = 1.
Если это не так, то 1 6= P ∩ �(G) = R / G. Ясно, что G/R удовлетво-

ряет условиям теоремы. Действительно, (G/R)/(H/R) ∼= G/H ∈ F . Пусть
F (H/R) = T/R. Тогда F (H) ⊆ T . С другой стороны, так как R ⊆ �(G),
то T нильпотентна. Отсюда T ⊆ F (H) и F (H)/R = F (H/R). Пусть P1/R —
максимальная подгруппа в P/R. Тогда P1 — максимальная подгруппа в P .
Согласно предположениям P1 c-полуперестановочна в G. По лемме 2.3 P1/R c-
полуперестановочна в G/R. Пусть Q/R — максимальная подгруппа силовской
q-подгруппы в F (H)/R, где q 6= p. Тогда Q = Q1R, где Q1 — максимальная
подгруппа силовской q-подгруппы в F (H). Согласно предположениям Q1 c-
полуперестановочна в G и тем самым Q/R = Q1R/R c-полуперестановочна в
G/R по лемме 2.3. В силу выбора G имеем G/R ∈ F . Поскольку G/�(G) ∼=
(G/R)/(�(G)/R) и F — насыщенная формация, то G ∈ F ; противоречие.

(2) P = R1 × R2 × · · · × Rm, где Ri (i = 1, 2, . . . ,m) — минимальная нор-
мальная подгруппа в G простого порядка.

Так как P /G и P ∩�(G) = 1, легко увидеть, что P = R1×R2×· · ·×Rm, где
Ri (i = 1, 2, . . . ,m) — минимальная нормальная подгруппа в G. Следовательно,
P — абелева группа. Докажем, что Ri порядка p.

Поскольку Ri * �(G), найдется максимальная подгруппа M в G такая, что
G = MRi и M ∩Ri = 1. Допустим, что Mp — силовская p-подгруппа в M . Тогда
Gp = MpRi = MpP — силовская p-подгруппа в G. Пусть H1 — максимальная
подгруппа в Gp, содержащая Mp, тогда P1 = H1∩P — максимальная подгруппа
в P . Согласно предположениям P1 c-полуперестановочна в G. Значит, суще-
ствует T ∈ T (P1) такое, что G = P1T и для любого q ∈ π(T ) с q 6= p существует
Q ∈ Sylq(T ) такая, что P1Q = QP1. Так как P1 = P1(P ∩Q) = P ∩ P1Q E P1Q,
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имеем Q ≤ NG(P1). С другой стороны, поскольку P абелева и P1 = P∩H1 E H1,
то P1 / PH1 = Gp. Это показывает, что P1 / G и тем самым P1M = MP1. Так
как M < ·G, получаем P1M = G или P1M = M .

Если P1M = G, то G = H1M . Поскольку H1 = H1 ∩ Gp = H1 ∩MpRi =
Mp(H1∩Ri), имеем G = (H1∩Ri)M = MRi. Так как M∩Ri = 1, то H1∩Ri = Ri
и тем самым Ri ⊆ H1. Следовательно, Gp = MpRi ⊆ H1; противоречие. Итак,
можно считать, что P1M = M . В таком случае P1 ⊆M . Поскольку M ∩Ri = 1,
то P1 ∩ Ri = 1. Отсюда |Ri| = |P : P1| = p. Значит, Ri — циклическая группа
порядка p.

(3) G/F (H) ∈ F и окончательное противоречие.
Из утверждения (2) видим, что F (H) = N1 × N2 × · · · × Nn, где Ni (i =

1, 2, . . . , n) — минимальная нормальная подгруппа в G простого порядка. Так
как G/CG(Ni) изоморфна подгруппе Aut(Ni), то G/CG(Ni) циклическая. От-

сюда G/

(
n⋂
i=1

CG(Ni)
)
∈ F . Очевидно, что

n⋂
i=1

CG(Ni) = CG(F (H)). Значит,

G/CG(F (H)) ∈ F . Следовательно, G/CH(F (H)) = G/(H ∩ CG(F (H))) ∈ F .
Поскольку F (H) абелева, то F (H) = CH(F (H)). Поэтому G/F (H) ∈ F и тем
самым по теореме 4.3 G ∈ F ; полученное противоречие завершает доказатель-
ство.

Следствие 4.8. Группа G сверхразрешима тогда и только тогда, когда
в G есть нормальная разрешимая подгруппа H такая, что G/H сверхразре-
шима и каждая максимальная подгруппа любой силовской подгруппы в F (H)
c-полуперестановочна в G.

Следствие 4.9. Пусть G — разрешимая группа. Если все максимальные
подгруппы любой силовской подгруппы в F (G′) c-полуперестановочны в G, то
G сверхразрешима.

Следствие 4.10. Пусть G — разрешимая группа. Если все максимальные
подгруппы любой силовской подгруппы в F (G) c-полуперестановочны в G, то
G сверхразрешима.

Замечание. В общем случае утверждения, обратные сформулированным
в следствиях 4.4, 4.5, 4.9 и 4.10, неверны. Например, пусть G — прямое про-
изведение группы S3 и циклической группы Z3 порядка 3. Эта группа сверх-
разрешима и некоторая подгруппа в G порядка 3 не перестановочна с любой
2-подгруппой в G.
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