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ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ ОТОБРАЖЕНИЙ

ПРОСТРАНСТВ КАРНО ––– КАРАТЕОДОРИ

В ТОПОЛОГИИ СОБОЛЕВА И BV –ТОПОЛОГИИ
С. К. Водопьянов, Д. В. Исангулова

Аннотация: Доказана дифференцируемость отображений классов Соболева иBV -
отображений пространств Карно — Каратеодори в топологии этих классов. В ка-
честве следствия получены обобщения теорем Кальдерона — Зигмунда для отобра-
жений пространств Карно — Каратеодори и другие результаты.

Ключевые слова: пространство Карно — Каратеодори, отображение класса Со-
болева, отображение ограниченной вариации, дифференцируемость.

§ 1. Введение

В работе исследуется дифференцируемость отображений пространств Кар-
но — Каратеодори в различных топологиях.

Понятие дифференцируемости в топологии Соболева и в BV -топологии в
евклидовом случае ввел Ю. Г. Решетняк. Он показал, что функции класса
Соболева дифференцируемы в топологии Соболева, а функции ограниченной
вариации — в BV -топологии. Для функции f : �→ R, � ⊂ Rn, класса Соболева
W l
p(�), p ∈ (1,∞), выполняется следующее [1]: для почти всех точек x ∈ �

определен полином Px(X) =
∑
|α|≤l

Dαf(x)
α! Xα такой, что

‖f(x+ tX)− Px(tX)‖W l
p(B1(0)) = o(tl) при t→ 0

для почти всех x ∈ �.
В качестве следствия отсюда нетрудно получить известные результаты Зиг-

мунда и Кальдерона [2, 3]: всякая функция класса СоболеваW 1
p,loc пространства

Rn дифференцируема в обычном смысле при n < p <∞ и в топологии простран-
ства Лебега Lp∗ , где p∗ = np

n−p , если 1 ≤ p < n; функция ограниченной вариации
дифференцируема в топологии пространства Лебега Lp∗ , где p∗ = n

n−1 . Свой-
ство дифференцируемости отображения f : � → R, � ⊂ Rn, класса Соболева
вытекает из свойств дифференцируемости координатных функций.

С. К. Водопьянов разработал новый метод доказательства приведенных вы-
ше результатов Ю. Г. Решетняка при исследовании дифференцируемости отоб-
ражений в топологии Соболева на группах Карно [4–6]: задача о дифференци-
руемости отображений с областью значений, отличной от евклидова простран-
ства, становится принципиально новой. Метод работ [4–6] основывается на том,
что
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1) отображения классов Соболева аппроксимируются липшицевыми отоб-
ражениями, область определения которых исчерпывает область определения
исходного отображения с точностью до множества нулевой меры;

2) липшицевы отображения дифференцируемы почти всюду.
Заметим, что доказательство первого утверждения основывается на нера-

венстве Пуанкаре (см., например, [7]).
Второе утверждение в евклидовых пространствах — это известная теорема

Радемахера. Ее обобщение для липшицевых отображений групп Карно, задан-
ных на открытом множестве, доказано Пансю [8]. С. К. Водопьянов и А. Д. Ух-
лов [4, 9] распространили этот результат для липшицевых отображений групп
Карно, заданных на измеримом множестве. Такое же распространение другим
способом позже сделал Маньяни [10].

Цель данной работы — получить дифференцируемость отображений про-
странств Карно — Каратеодори (CC-пространств) в различных топологиях.
Следуя методу работ [4–6], для доказательства дифференцируемости отобра-
жений классов Соболева необходимо иметь

1) неравенство Пуанкаре;
2) дифференцируемость липшицевых отображений, определенных на изме-

римых множествах.
Неравенство Пуанкаре на CC-пространствах доказано в работах [11–13].

Теорема типа Радемахера о дифференцируемости липшицевых отображений
CC-пространств сформулирована в работе С. К. Водопьянова и А. В. Греш-
нова [14] в предположении Xi ∈ C∞ и доказана С. К. Водопьяновым [15] при
более слабом условии: Xi ∈ C1,1 (см. обозначения ниже). Ее доказательство
базируется на методе работы [4].

Перейдем к определениям и формулировкам основных результатов рабо-
ты. CC-пространство M характеризуется как связное риманово многообразие
топологической размерности N класса C∞, в касательном расслоении TM ко-
торого фиксировано касательное подрасслоение HM, обладающее следующим
свойством. Существует конечный набор натуральных чисел

n = dimHM = dimH1 < · · · < dimHi < · · · < dimHm = N, 1 < i < m,

и каждая точка x ∈ M имеет окрестность U ⊂ M, на которой найдется на-
бор векторных полей X1, . . . , XN класса C1,1 (производные векторных полей
локально липшицевы), удовлетворяющих условию Хëрмандера (см., например,
[16]) в следующей форме (ср. с [17]):

1) X1(y), . . . , XN (y) образуют базис в TyM для любого y ∈ U ;
2) Hi(y) = span{X1(y), . . . , XdimHi(y)} образует подпространство в TyM,

размерность которого не зависит от точки y и равна dimHi (здесь H1(y) =
HyM);

3) [Xi, Xj ](y) =
∑
k
cijk(y)Xk(y), где cijk = 0 для degXk > degXi + degXj , a

степень поля degXk — это число degXk = min{s | Xk ∈ Hs};
4) для любого k = 2, . . . ,m− 1 отображение

[·, ·] : H1 ×Hk/Hk−1 → Hk+1/Hk,

индуцированное скобкой Ли, является эпиморфизмом для всех точек y ∈ U .
Расстояние dM (внутренняя метрика Карно — Каратеодори) между точ-

ками x, y ∈ M определяется как точная нижняя грань длин горизонтальных
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кривых, соединяющих точки x, y, и является неримановым, если HM — соб-
ственное подрасслоение (кусочно-гладкая кривая γ называется горизонтальной,
если γ̇(t) ∈ Hγ(t)M).

Пусть x ∈ M, а Be(0, r) =
{
X =

N∑
i=1

yiXi(x) : ‖X‖x < r

}
— открытый

евклидов шар с центром в точке 0 ∈ TxM радиуса r (евклидова норма ‖ · ‖x в
TxM определяется римановым тензором в точке x). Известно (см., например,
[18]), что экспоненциальное отображение

θx(y1, . . . , yN ) = exp

(
N∑

i=1

yiXi

)

(x) = expx

(
N∑

i=1

yiXi

)

, θx(0) = θx(0, . . . , 0) = x,

является C1,1-гладким диффеоморфизмом некоторого шара Be(0, rx) ⊂ TxM на
некоторую окрестность Ux ⊂ M точки x, непрерывно зависящим от точки x.
Здесь rx — положительное число, его можно считать не зависящим от x из
некоторой компактной части M. Отметим, что (θ−1

x )∗Xi(x) = Xi(x).
Введем однопараметрическую группу растяжений δε : RN → RN со следую-

щим свойством: δε : (y1, . . . , yN ) 7→ (εdegX1y1, . . . , εdegXN yN ), ε > 0. Определим
семейство растяжений �x

ε : Ux → Ux по правилу �x
ε = θx ◦ δε ◦ θ−1

x . Заметим,
что в силу Ball-Box теоремы [19] имеем

ε

C0
dM(y, x) ≤ dM(�x

ε (y), x) ≤ C0 ε dM(y, x), 0 < ε < 1, (1.1)

где x ∈ K, K — компакт, y ∈ Ux и C0 — постоянная, зависящая от выбора
компакта K.

Рассмотрим на множестве �x
ε (Ux) набор векторных полей

{
εdegXiXi

}
, i =

1, . . . , N . Векторные поля Xε
i =

(
(�x

ε )−1
)
∗(ε

degXiXi) сходятся равномерно к
векторным полям X̂x

i при ε → 0, i = 1, . . . , N , образующим базис некоторой
нильпотентной стратифицированной градуированной алгебры Ли V [17, 19].

Векторные поля
(
θ−1
x

)
∗X̂

x
i , i = 1, . . . , N , продолжаются на TxM, и их про-

должения образуют на TxM нильпотентную градуированную алгебру Ли V ′

[17]. Алгебре Ли V ′ соответствует связная односвязная группа Ли (группа
Карно) GxM с каноническим римановым тензором, определяемым евклидовой
структурой ‖ · ‖x в TxM.

Определение 1.1. Группа GxM называется нильпотентным касатель-
ным конусом пространства Карно — Каратеодори M в точке x.

Алгебре Ли V соответствует локальная группа Карно
(
G x, dxc

)
. Ее элемен-

тами являются точки из Ux, для которых имеет смысл групповая операция, а
именно

w · y = exp

(
N∑

i=1

yiX̂
x
i

)

◦ exp

(
N∑

i=1

wiX̂
x
i

)

(x)

= exp

(
N∑

i=1

yiX̂
x
i

)

(w) = exp

(
N∑

i=1

ziX̂
x
i

)

(x).

Известно, что zi однозначно определяются по формуле Кэмпбелла — Хаусдор-
фа. Свойства векторных полей X̂x

i обеспечивают, что G x — CC-пространство с
расстоянием Карно — Каратеодори dxc , где риманова метрика на G x — это кано-
ническая риманова метрика на группе Ли, определяемая исходным римановым
тензором в точке x; Xi(x) = X̂x

i (x) и degXi = deg X̂x
i , i = 1, . . . , N .



Дифференцируемость отображений 49

Определение 1.2. Горизонтальным гомоморфизмом групп Карно назы-
вается гомоморфизм L : G1 → G2 групп Карно такой, что L(expHG1) ⊂
expHG2. Горизонтальный гомоморфизм L : G1 → G2 локальных групп Карно
отличается от приведенного тем, что включение L(G1∩ expHG1) ⊂ G2∩ expHG2
выполняется лишь для таких v ∈ G1 ∩ expHG1, что L(v) ∈ G2.

Пусть (M, dM), (N, dN) — два пространства Карно — Каратеодори и E ⊂
M — подмножество CC-пространства M.

Определение 1.3 [14, 15]. Отображение f : E → N называется hc-диффе-
ренцируемым в точке x ∈ E, если существует горизонтальный гомоморфизм
L :
(
G x, dxc

)
→
(
G f(x), df(x)

c

)
локальных групп Карно такой, что

dN(f(w), L(w)) = o(dM(x,w)) при E ∩ G x 3 w → x.

Горизонтальный гомоморфизм L :
(
G x, dxc

)
→
(
G f(x), df(x)

c

)
называется hc-диф-

ференциалом отображения f : E → N в точке x ∈ E на множестве E.
Можно проверить, что если x — точка плотности 1 множества E, то hc-

дифференциал единствен (см. [15]).
В случае римановых пространств (HM = TM, HN = TN) приведенное

определение дифференцируемости совпадает с классическим. В случае групп
Карно hc-дифференцируемость эквивалентна P-дифференцируемости в смыс-
ле Пансю [4, 8, 9].

Напомним, что отображение f : E → N называется липшицевым, если

dN(f(x), f(y)) ≤ CdM(x, y) для всех x, y ∈ E

с некоторой постоянной C, не зависящей от выбора точек x и y. Известен
следующий аналог теоремы Радемахера.

Теорема 1.1 [15]. Пусть E ⊂ M и f : E → N — липшицево отобра-
жение. Тогда f hc-дифференцируемо почти всюду на E. Соответствующий
hc-дифференциалу гомоморфизм алгебр Ли определяется преобразованием ба-
зисных векторов Xi(x), i = 1, . . . , n, горизонтального подпространства HxM в
горизонтальные векторы {(Xif)(x) ∈ Hf(x)N}, i = 1, . . . , n.

Пусть � — класс отображений f : E → N со следующим свойством: для
любого f ∈ � существуют множества Ei ⊂ E такие, что |E \

⋃
i∈N

Ei| = 0 и огра-

ничение f на Ei липшицево, i ∈ N. Тогда в силу теоремы 1.1 ограничение f |Ei
hc-дифференцируемо почти всюду. Следовательно, для почти всех точек x ∈ E
определен горизонтальный гомоморфизм Df(x) :

(
G x, dxc

)
→
(
G f(x), df(x)

c

)
ло-

кальных групп Карно, который в силу формулируемого ниже предложения 1.1
мы будем называть аппроксимативным hc-дифференциалом отображения f .

Определение 1.4. Пусть E ⊂M — измеримое множество. Отображение
f : E → N называется аппроксимативно hc-дифференцируемым в точке x ∈ E,
если существует горизонтальный гомоморфизм L :

(
G x, dxc

)
→
(
G f(x), df(x)

c

)

локальных групп Карно такой, что для любого ε выполнено

lim
t→0

|{w ∈ Bt(x) ∩ E : dN(f(w), L(w)) > εdM(x,w)}|
|Bt(x)|

= 0.

Здесь Bt(x) — шар с центром в точке x радиуса t в метрике Карно — Каратео-
дори dM, |Bt(x)| — риманов объем множества Bt(x).
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Напомним, что ap lim
t→0

f(t) = a, f : (0, t0) → N, если для любого ε > 0
выполнено

lim
τ→0

|{t ∈ (0, τ) : dN(f(t), a) > ε}|
τ

= 0.

Из теоремы 1.1 получаем следующее

Предложение 1.1. Пусть f : E ⊂ M → N — отображение класса �.
Тогда f аппроксимативно hc-дифференцируемо почти всюду. В частности, для
почти всех x ∈ E определено отображение

Xi(x) 7→ DXif(x) = ap lim
t→0

�f(x)
t−1 (f(expx tXi)) ∈ G f(x),

которое задает линейное отображение Dhf(x) : HxM→ Hf(x)N:

Xi(x) 7→ exp−1
f(x)DXif(x) ∈ Hf(x)N, i = 1, . . . , n,

порождающее гомоморфизм алгебр Ли локальных групп Карно и соответству-
ющий ему горизонтальный гомоморфизм Df(x) локальных групп Карно.

Линейное отображение Dhf(x) горизонтальных подпространств алгебр Ли
локальных групп Карно называется аппроксимативным горизонтальным диф-
ференциалом, а горизонтальный гомоморфизм Df(x) локальных групп Карно
— аппроксимативным hc-дифференциалом.

Так как указанное выше свойство отображения класса � выполняется для
отображений класса Соболева (см. лемму 3.1) и для отображений ограниченной
вариации (см. лемму 4.1), то отображения этих классов почти всюду аппрокси-
мативно hc-дифференцируемы.

Предположим, что ψ : E → N — гладкое отображение. Тогда соответствие
Xi(x) 7→ Xiψ(x) = d

dtψ(expx tXi)|t=0 порождает линейное отображение из HxM
в Tψ(x)N, которое мы также будем обозначать символомDhψ(x). Для линейного
отображения A : HxM→ TwN положим |A| = sup

ξ∈HxM,‖ξ‖x=1
‖Aξ‖w. Если N = R,

то линейное отображение A : HxM → R можно отождествить с вектором из
HxM и, следовательно, |A| = ‖A‖x.

Всюду далее мы будем обозначать через dx риманов объем dH N многооб-
разия M.

Пусть X — одно из пространств W 1
q , BV , Lq, C (см. определения в § 3 и

§ 4), � ⊂M — открытое множество.
Определение 1.5. Отображение f : �→ N называется hc-дифференцируе-

мым в топологии пространства X в точке x ∈ �, если существует горизонталь-
ный гомоморфизм L :

(
G x, dxc

)
→
(
G f(x), df(x)

c

)
локальных групп Карно такой,

что
‖(f, L)‖Xx,r = o(r) при r → 0.

Здесь ‖(f, L)‖Xx,r — расстояние между отображением f ∈ X и гладким отоб-
ражением L :

(
G x, dxc

)
→
(
G f(x), df(x)

c

)
, которое в зависимости от X определяет-

ся следующим образом:
1) X = W 1

q (�,N), расстояние ‖(f, L)‖Xx,r равно

(
—
∫

Br(x)

dN(f(y), L(y))q dy
)1/q

+ r

(
—
∫

Br(x)

|Dhf(y)−DhL(y)|q dy
)1/q

,
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где —
∫

Br(x)
— среднее значение по шару. Если N = R, то

‖(f, L)‖Xx,r = ‖f − L‖W 1
q (Br(x),R) =

‖f − L‖Lq(Br(x)) + r‖f − L‖L1
q(Br(x))

|Br(x)|1/q
;

2) X = BV (�,N),

‖(f, L)‖Xx,r = —
∫

Br(x)

dN(f(y), L(y)) dy + r —
∫

Br(x)

|Dhf(y)−DhL(y)| dy;

3) X = Lq(�,N),

‖(f, L)‖Xx,r =
(

—
∫

Br(x)

dN(f(y), L(y))qdy
)1/q

;

4) X = C(�,N) — пространство непрерывных отображений,

‖(f, L)‖Xx,r = sup
y∈Br(x)

dN(f(y), L(y)).

Заметим, что определение hc-дифференцируемости в топологии C (равно-
мерной топологии) эквивалентно приведенному выше определению 1.3 hc-диф-
ференцируемости для отображения f , определенного на открытом множестве.
Если N = R, то вместо ‖(f, L)‖Xx,r будем писать ‖f − L‖Xx,r .

Замечание 1.1. Всюду далее мы будем полагать, что векторные поля,
образующие локальный базис CC-пространств M и N, принадлежат классу C∞.
Условие гладкости векторных полей мы используем только при применении
неравенства Пуанкаре и при построении псевдометрики ρ (определение 2.1).

Главным результатом работы является

Теорема 1.2. Пусть M и N — CC-пространства, � — область в M, f : �→
N — отображение класса X, где X = W 1

q (�,N), 1 ≤ q < ∞, или X = BV (�,N).
Тогда для почти всех x ∈ � для каждого z ∈ G f(x) \ {f(x)} ⊂ N существует
число α > 0 такое, что

‖ρ(z(r), f(·))− ρ(z(r), L(·))‖Xx,r = o(r) при r → 0.

Здесь z(r) = �f(x)
αr z, L = Df(x) — аппроксимативный hc-дифференциал f в

точке x, ρ — псевдометрика на N из определения 2.1.
В качестве основного следствия мы получаем следующее утверждение.

Теорема 1.3. Пусть M и N — CC-пространства, � — область в M, f : �→
N — отображение класса X, где X = W 1

q (�,N), 1 ≤ q < ∞, или X = BV (�,N).
Тогда

1) f hc-дифференцируемо почти всюду в � в топологии X;
2) соответствующий hc-дифференциал f в точке x ∈ � совпадает с аппрок-

симативным hc-дифференциалом Df(x).
Если CC-пространства — евклидовы пространства (группы Карно), то ут-

верждение теоремы 1.3 эквивалентно соответствующему результату Ю. Г. Ре-
шетняка [1] (С. К. Водопьянова [4–6]). В работе [6], посвященной дифференци-
руемости отображений класса Соболева на группах Карно, отмечено, что метод



52 С. К. Водопьянов, Д. В. Исангулова

работы [6] применим также к отображениям класса BV . Здесь мы реализуем
этот план сразу на пространствах Карно — Каратеодори.

Из теоремы 1.2 с помощью теорем вложения можно вывести hc-дифферен-
цируемость отображений классов Соболева в других топологиях. Напомним
[19, 20], что размерность Хаусдорфа CC-пространства M выражается формулой

Q =
m∑
i=1

i(dimHi − dimHi−1), здесь dimH0 = 0.

Следствие 1.1. Пусть отображение f принадлежитW 1
q (�,N), Q < q <∞.

Тогда f hc-дифференцируемо почти всюду в � и его hc-дифференциал в точке
x ∈ � совпадает с аппроксимативным hc-дифференциалом Df(x).

Следствие 1.2. Пусть отображение f принадлежит W 1
q (�,N) , 1 ≤ q < Q

(f ∈ BV (�,N)). Тогда f hc-дифференцируемо в топологии Lq∗ , q∗ = Qq
Q−q

(q∗ = Q
Q−1 ), почти всюду в � и соответствующий hc-дифференциал f в точке

x ∈ � совпадает с аппроксимативным hc-дифференциалом Df(x).

В случае евклидовых пространств утверждения следствий 1.1 и 1.2 дока-
заны Зигмундом и Кальдероном [2, 3]. В случае N = R аналог следствия 1.1
доказан в работе [21] при некоторых ограничениях на геометрию векторных
полей. Для функций ограниченной вариации групп Карно, следствие 1.2 сов-
падает с одним результатом Амброзио и Маньяни [22].

§ 2. Вспомогательные результаты

Функции класса Соболева. Пусть (M, dM) — CC-пространство, � —
область в CC-пространстве M, g — риманов тензор на M. Функция f : �→ R
принадлежит классу W 1

q (�), если f ∈ Lq(�) и существуют обобщенные про-
изводные функции f : � → R вдоль векторных полей Xi, i = 1, . . . , n, при-
надлежащие классу Lq(�). Напомним, что локально-суммируемая функция
hi : � → R называется обобщенной производной функции f : � → R вдоль
векторного поля Xi, если

∫

�

hiψ dx = −
∫

�

fX∗i ψ dx для любой тестовой функ-

ции ψ ∈ C∞0 (�), где X∗i — оператор, формально сопряженный к Xi. Вектор

∇L f(x) =
n∑

i,j=1
gij(x)hj(x)Xi(x) ∈ HxM называется обобщенным субградиен-

том функции f . Эквивалентные определения пространства Соболева можно
найти в работе [23].

Псевдометрика. Пусть (N, dN) — CC-пространство, Y1, . . . , YÑ — базис-
ные векторные поля, ñ = dimHN, Ñ = dimTN, Q̃ — размерность Хаусдорфа
CC-пространства N.

В работе [16] найдены оценки на объем шаров в метрике Карно — Кара-
теодори: для любой области K, компактно вложенной в CC-пространство N,
существуют C1, R1 > 0 такие, что для всех x ∈ K, r < R1 имеет место оценка
C−1

1 rQ̃ ≤ |Br(x)| ≤ C1rQ̃.
При доказательстве теорем 1.2 и 1.3 мы используем гладкую псевдометри-

ку, описываемую ниже. Рассмотрим дифференциальный оператор L = Y ∗1 Y1 +
· · · + Y ∗ñ Yñ. Известно [16, 24], что фундаментальное решение � (x, y) оператора
−L удовлетворяет следующим соотношениям: для любой области K, компакт-
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но вложенной в N, существуют постоянные C2, R2 > 0 такие, что

C−1
2

dN(x, y)2

|BdN(x,y)(x)|
≤ � (x, y) ≤ C2

dN(x, y)2

|BdN(x,y)(x)|
,

|Yi1 . . . Yis� (x, y)| ≤ C2
dN(x, y)2−s

|BdN(x,y)(x)|
для x ∈ K, dN(x, y) ≤ 2R2, ik ≤ ñ, k = 1, . . . , s.

Пусть K — область, компактно вложенная в CC-пространство N. Без огра-
ничения общности можно считать, что G x ⊂ B2R2(x) ∩BR1(x) для всех x ∈ K.

Определение 2.1. Рассмотрим точки x ∈ K, y ∈ N. Назовем псевдомет-
рикой ρ следующую функцию:

ρ(x, y) = χ(dN(x, y))� (x, y)1/(2−Q̃) + (1− χ(dN(x, y)))dN(x, y), (2.1)

где χ ∈ C∞, χ(t) = 1 при t < R2, χ(t) = 0 при t > 2R2 и |χ′| ≤ 2R2.
Легко показать, что существует константа C3 такая, что
1) C−1

3 dN(x, y) ≤ ρ(x, y) ≤ C3dN(x, y) для любых точек x ∈ K, y ∈ N;
2) при фиксированном x ∈ K функция ρ(x, y) непрерывно дифференциру-

ема по y на G x \ {x}, причем |Yiρ(x, y)| ≤ C3
dN(x,y)deg Yi−1 , i = 1, . . . , Ñ ;

3) |ρ(z, x)− ρ(z, y)| ≤ C3dN(x, y) для всех z ∈ K, x, y ∈ N.
Для доказательства теоремы 1.2 нам понадобится следующая

Лемма 2.1. Пусть заданы точки x ∈ M, w ∈ N и горизонтальный гомо-
морфизм локальных групп Карно A : (G x, dxc ) → (Gw, dwc ). Тогда для каждого
z ∈ Gw \ {w} ⊂ N существует число α > 0 такое, что

Xiρ(z(r), A(y)) = ∇̃L ρ(z(r), A(y))XiA(x) + o(1)

для всех y ∈ Br(x) при r → 0, i = 1, . . . , n, где z(r) = �w
αr(z).

Доказательство. Надо оценить первые n компонент вектора

∇ρ(z(r), A(y)) = ∇̃ρ(z(r), A(y))DA(y), y ∈ Br(x).

(Здесь ∇̃ — полный градиент на N.) Так как A — гомоморфизм, то dwc (A(y), w)
≤ c1r для всех y ∈ Br(x) ⊂ G x. В силу результатов о сравнении различных мет-
рик [15] имеем dN(A(y), w) ≤ c2dwc (A(y), w) + o(r). Следовательно, существует
константа C ′ такая, что A(Br(x)) ⊂ BC′r(w). По свойству 2 псевдометрики ρ
при достаточно малых r имеем

|Ykρ(z(r), A(y))| ≤ C3 dN(z(r), A(y))1−deg Yk ≤ Cr1−deg Yk

при условии, что z(r) находится вне множества {Ay : y ∈ Br(x)}. В силу (1.1)
достаточно взять α таким, что dN(z(r), w) ≥ αr

C0
dN(z, w) = r(C ′ + 1).

Рассмотрим XiA(y), y ∈ Br(x), i = 1, . . . , n. Так как A — горизонтальный
гомоморфизм локальных групп Карно, то

X̂x
l A(y) =

∑

s: deg Ys=degXl

alsŶ
w
s (A(y)), l = 1, . . . , N,

где коэффициенты als не зависят от выбора точки y и в силу Xl(x) = X̂x
l (x),

l = 1, . . . , N , Ys(w) = Ŷ ws (w), s = 1, . . . , Ñ , выполняется

XlA(x) =
∑

s:deg Ys=degXl

alsYs(w), l = 1, . . . , N.
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Выразим векторное поле Xl через векторные поля X̂x
j и Ŷ wl — через Yj :

Xl(y) =
N∑

j=1

ηlj(y)X̂
x
j (y), Ŷ wl (v) =

Ñ∑

j=1

ξlj(v)Yj(v).

Тогда

XiA(y) =
Ñ∑

k=1

γik(y)Yk(A(y)),

где

γik(y) =
N∑

j=1

ηij(y)
∑

s:deg Ys=degXj

ajsξ
s
k(A(y)).

Достаточно показать, что γik =
{
aik +O(r), k ≤ ñ,
o(rdeg Yk−1), k > ñ.

В силу [17] имеем

η ij (y) =
{
δij +O(r), j = 1, . . . , n,
o(rdegXj−1), j = n+ 1, . . . , N,

i = 1, . . . , n, y ∈ Br(x).

Возможны два случая.
1. Yk — горизонтальное векторное поле (k ≤ ñ). В этом случае [17]

ξsk(v) =
{
δsk +O(r), s ≤ ñ,
o(rdeg Ys−1), s > ñ,

v ∈ BC′r(w),

и

γik =
n∑

j=1

(δij +O(r))
∑

s: deg Ys=degXj

ajs(δsk +O(r))

+
N∑

j=n+1

o(rdegXj−1)
∑

s: deg Ys=degXj

ajso(rdeg Ys−1) = aik +O(r).

2. Yk — не горизонтальное векторное поле (k > ñ). Тогда [17]

ξsk(v) =
{
δsk + o(rdeg Yk−deg Ys), deg Ys ≤ deg Yk,
O(r), deg Ys > deg Yk,

v ∈ BC′r(w),

и поэтому

γik =
n∑

j=1

(δij +O(r))
ñ∑

s=1

ajso(rdeg Yk−1)

+
∑

j:1<degXj≤deg Yk

o(rdegXj−1)
∑

s: deg Ys=degXj

ajs(δsk + o(rdeg Yk−degXj ))

+
∑

j:degXj>deg Yk

o(rdegXj−1)
∑

s:deg Ys=degXj

ajsO(r) = o(rdeg Yk−1),

что и требовалось доказать. �
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§ 3. Отображения класса Соболева

Для функций класса Соболева имеет место

Теорема 3.1 (неравенство Пуанкаре, см. [11, 12]). Пусть �— ограниченная
область в CC-пространстве M. Тогда если u ∈W 1

p (�), p ≥ 1, то

(
—
∫

Br(x)

|u(y)− uBr(x)|
p dy

)1/p

≤ Cr
(

—
∫

Br(x)

|∇L u(y)|p dy
)1/p

(3.1)

для всех x ∈ �, r > 0 таких, что Br(x) ⊂ �. Здесь uBr(x) = 1
|Br(x)|

∫

Br(x)
u(y) dy.

Отображения класса Соболева. Рассмотрим CC-пространство (M, dM),
область � в M и метрическое пространство (X, r).

Определение 3.1 [25]. Отображение f : � → (X, r) принадлежит классу
W 1
q (�,X), если выполнены следующие условия:

(A) функция [f ]z : x ∈ � 7→ r(f(x), z) принадлежит классу W 1
q (�) для

всякого z ∈ X;
(B) семейство функций ∇L ([f ]z)z∈X имеет мажоранту, принадлежащую

Lq(�), т. е. существует функция g ∈ Lq(�), не зависящая от z, такая, что
|∇L ([f ]z)(x)| ≤ g(x) для почти всех x ∈ �.

В случае M = Rn данное определение эквивалентно определению рабо-
ты [26].

Следующая лемма показывает, что отображения класса Соболева в опре-
деленном смысле аппроксимируются липшицевыми.

Лемма 3.1 [25, предложение 1]. Пусть � — ограниченная область в CC-
пространстве M, (X, r) — сепарабельное метрическое пространство, f : � →
X — отображение класса W 1

p (�,X), 1 ≤ p < ∞. Тогда для всякого ε > 0
найдется измеримое множество A ⊂ � такое, что |�\A| < ε и ограничение f на
множество A липшицево.

Если (X, r) = (N, dN) — CC-пространство, то в силу леммы 3.1 и предло-
жения 1.1 у отображения класса Соболева почти всюду определен аппроксима-
тивный hc-дифференциал.

Приведем еще одну лемму.

Лемма 3.2 [15, лемма 4.6]. Пусть E ⊂M — измеримое ограниченное мно-
жество конечной меры, а f : E → N — липшицево отображение на E. Тогда
для любого ε > 0 существует измеримое множество F ⊂ E такое, что |E \F | < ε
и на нем выполняются следующие свойства:

(a) «разностное отношение» �f(x)
t−1 f(exp tXi(x)) сходится к DXif(x) равно-

мерно по x ∈ F , i = 1, . . . , n;
(b) отображение x 7→ DXif(x) непрерывно на F , i = 1, . . . , n;
(c) отображение f : F → N hc-дифференцируемо во всех точках множе-

ства F .

Доказательство основных результатов. Пусть M и N — CC-простран-
ства, � — область в M, f : �→ N отображение класса W 1

q (�,N), 1 ≤ q <∞.
Без ограничения общности можно считать, что � — ограниченная область.

Тогда для любого ε > 0 по леммам 3.1 и 3.2 находим измеримое множество
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F ⊂ �, |� \ F | < ε, на котором отображение f липшицево и равномерно hc-
дифференцируемо. Можно считать также, что каждая точка F является точкой
плотности 1. Мы покажем, что теорема 1.2 справедлива для любой точки x ∈ F .

Рассмотрим точки x ∈ F , w = f(x) ∈ N, z ∈ Gw \ {w}, аппроксимативный
hc-дифференциал A = Df(x) и функцию ϕ(y) = ρ(z(r), f(y))−ρ(z(r), A(y)), где
z(r) = �w

αrz, число α из леммы 2.1.
Заметим, что ϕ(y) ≤ C3dN(f(y), A(y)) = o(dM(y, x)) при F 3 y → x в силу

hc-дифференцируемости f на F .
Доказательство теоремы 1.2. Надо показать два соотношения:

(
—
∫

Br(x)

|ϕ(y)|q dy
)1/q

= o(r), (3.2)

(
—
∫

Br(x)

|∇Lϕ(y)|q dy
)1/q

= o(1) (3.3)

для всех z ∈ G f(x), кроме z = f(x).
Докажем вначале соотношение (3.3). Для достаточно малых r, очевидно,

имеем ϕ ∈W 1
q (Br(x)). Тогда в силу леммы 2.1

∇Lϕ(y) = ∇L ρ(z(r), f(y))−∇L ρ(z(r), A(y))

= ∇̃L ρ(z(r), f(y))Dhf(y)− ∇̃L ρ(z(r), A(y))Dhf(x) + o(1)

для y ∈ Br(x) при r → 0. Отсюда

∇Lϕ(y) = ∇̃L ρ(z(r), f(y))(Dhf(y)−Dhf(x))

+ (∇̃L ρ(z(r), f(y))− ∇̃L ρ(z(r), A(y)))Dhf(x) + o(1).

При достаточно малых r функция ρ(z(r), ·) непрерывно hc-дифференци-
руема всюду в G z(r), кроме, быть может, точки z(r). В точке z(r) положим
∇̃L ρ(z(r), z(r))=0. Если |f−1(z(r))| 6= 0, то субградиент функции ρ(z(r), f(·))
равен 0 почти всюду на множестве f−1(z(r))∩F . Так как соответствующий го-
моморфизму A гомоморфизм алгебр Ли — линейное отображение, то |A−1(z(r))|
= 0. Единственная точка, которую следует исключить из рассмотрения, это
z = f(x).

Поскольку |∇̃L ρ(z(r), ·)| ≤ C3, имеем
(

—
∫

Br(x)

|∇Lϕ(y)|q dy
)1/q

≤ C3

(
—
∫

Br(x)

|Dhf(y)−Dhf(x)|q dy
)1/q

+ |Dhf(x)|
(

—
∫

Br(x)

|∇̃L ρ(z(r), f(y))− ∇̃L ρ(z(r), A(y))|q dy
)1/q

+ o(1).

Первое слагаемое имеет порядок o(1) при r → 0 в силу теоремы Лебега о диф-
ференцировании интеграла. По построению все точки множества F являются
точками Лебега отображения Dhf , так как все точки F суть точки плотности 1
и по свойству (b) леммы 3.2 отображение y 7→ Dhf(y) непрерывно на F .

Оценим второе слагаемое. В силу липшицевости f на F без ограничения
общности можно считать, что f(Br(x) ∩ F ) ⊂ BC′r(f(x)), где C ′ из леммы 2.1
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такое, что A(Br(x)) ⊂ BC′r(f(x)). Следовательно, по свойству 2 псевдометрики
ρ имеем

|∇̃L ρ(z(r), f(y))− ∇̃L ρ(z(r), A(y))|

≤ max{|∇̃L ∇̃L ρ(z(r), w)| : w ∈ BC′r(f(x))}dN(f(y), A(y)) ≤ o(dM(x, y))
r

= o(1)

для всех y ∈ Br(x) ∩ F при r → 0. Отсюда
(

—
∫

Br(x)

|∇̃L ρ(z(r), f(y))− ∇̃L ρ(z(r), A(y))|q dy
)1/q

≤ 1
|Br(x)|1/q

( ∫

Br(x)∩F

|∇̃L ρ(z(r), f(y))− ∇̃L ρ(z(r), A(y))|q dy
)1/q

+ 2C3
|Br(x) \ F |1/q

|Br(x)|1/q
= o(1).

Таким образом, (3.3) доказано.
Докажем теперь соотношение (3.2). Рассмотрим точку x ∈ F . Заметим,

что |ϕ(y)| ≤ C3dN(f(y), A(y)) = o(dM(x, y)) при F 3 y → x, так как отображе-
ние f hc-дифференцируемо всюду на F . Из неравенства Пуанкаре и соотноше-
ния (3.3) получаем
(

1
|Br(x)|

∫

Br(x)∩F

|ϕ(y)− ϕBr(x)|
q dy

)1/q

≤
(

—
∫

Br(x)

|ϕ(y)− ϕBr(x)|
q dy

)1/q

≤ Cr
(

—
∫

Br(x)

|∇Lϕ(y)|q
)1/q

= o(r).

Поэтому

|ϕBr(x)| ≤
(

2
|Br(x)|

∫

Br(x)∩F

(|ϕ(y)− ϕBr(x)|+ |ϕ(y)|)q dy
)1/q

= o(r)

при r → 0. Отсюда
(

—
∫

Br(x)

|ϕ(y)|q dy
)1/q

≤
(

—
∫

Br(x)

|ϕ(y)−ϕBr(x)|
q dy

)1/q

+
(

—
∫

Br(x)

|ϕBr(x)|
q dy

)1/q

= o(r),

что и требовалось доказать. �
Доказательство теоремы 1.3. Достаточно показать, что для всех x ∈ F

выполняются два соотношения:
(

—
∫

Br(x)

dN(A(y), f(y))q dy
)1/q

= o(r),
(

—
∫

Br(x)

|Dhf(y)−DhA(y)|q dy
)1/q

= o(1).

В силу леммы 2.1 имеем DhA(y) = Dhf(x) + o(1) при y → x. Поэтому
второе соотношение эквивалентно выражению

(
—
∫

Br(x)

|Dhf(x)−Dhf(y)|q dy
)1/q

= o(1),



58 С. К. Водопьянов, Д. В. Исангулова

которое справедливо всюду на F по теореме Лебега о дифференцируемости ин-
теграла, так как все точки F являются точками плотности 1 и по свойству (b)
леммы 3.2 отображение y 7→ Dhf(y) непрерывно на F .

Ввиду hc-дифференцируемости f на F имеем dN(f(y), A(y)) = o(dM(x, y))
при F 3 y → x. Далее,

dN(f(y), A(y)) ≤ dN(z(r), f(y)) + dN(z(r), A(y))

≤ C3|ρ(z(r), f(y))− ρ(z(r), A(y))|+ (1 + C2
3 )dN(z(r), A(y)) = O(r) + C3|ϕ(y)|

для всех y ∈ Br(x) и z ∈ G f(x) при r → 0. Получаем

(
—
∫

Br(x)

dN(f(y), A(y))q dy
)1/q

=
1

|Br(x)|1/q

( ∫

Br(x)∩F

dN(f(y), A(y))q dy +
∫

Br(x)\F

dN(f(y), A(y))q dy
)1/q

≤ o(r) + C3

(
—
∫

Br(x)

|ϕ(y)|q dy
)1/q

= o(r), (3.4)

так как |Br(x)\F |
|Br(x)| = o(1). �

Для доказательства следствий 1.1 и 1.2 нам понадобятся аналоги теорем
вложения пространств Соболева (см., например, [27–29]).

Теорема 3.2 (теоремы вложения). Пусть M — CC-пространство хаусдор-
фовой размерности Q, � — ограниченная область в M. Тогда существуют
C, r0 > 0, 0 < c ≤ 1 такие, что для всех функций u ∈ W 1

p (Br(x)), x ∈ �,
r < r0, выполняется

(
—
∫

Br(x)

|u(y)− uBr(x)|
p∗
)1/p∗

dy ≤ Cr
(

—
∫

Br(x)

|∇L u(y)|p dy
)1/p

,

где p∗ = pQ
Q−p , при 1 ≤ p < Q;

|u(z)− u(y)| ≤ CrQ/pdM(z, y)1−Q/p
(

—
∫

Br(x)

|∇L u(y)|p dy
)1/p

для всех z, y ∈ Bcr(x) при p > Q.

Доказательство следствия 1.1. Надо показать, что для почти всех то-
чек x ∈ � выполнено

dN(f(y), (Df(x))(y)) = o(dM(x, y)) при y → x. (3.5)

В силу hc-дифференцируемости f на F имеем dN(f(y), (Df(x))(y)) = o(dM(x, y))
при F 3 y → x, x ∈ F .

Для каждого x ∈ F выберем точку zx ∈ G f(x) \ {f(x)}. По теореме 1.2
для каждого x ∈ F существует число αx > 0 такое, что для функции ϕr,x(y) =
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ρ(zx(r), f(y))−ρ(zx(r), (Df(x))(y)), zx(r) = �f(x)
αxr zx, выполнено соотношение (3.3),

т. е. (
—
∫

Br(x)

|∇Lϕr,x(y)|q dy
)1/q

= o(1) при r → 0. (3.6)

Применяя теорему Егорова, для любого ε > 0 получаем измеримое множество
F ′ ⊂ F такое, что |F \ F ′| < ε и сходимость в выражении (3.6) равномерна на
множестве F ′. Для доказательства следствия 1.1 достаточно показать, что f
hc-дифференцируемо на F ′.

Применим теорему вложения для функции ϕr,x ∈W 1
q (Br(x)), q > Q, r < r0,

учитывая, что ϕr,x(x) = 0. Имеем

|ϕr,x(y)| ≤ Cr
(

—
∫

Br(x)

|∇Lϕr,x(y)|q dy
)1/q

= o(r)

для всех y ∈ Bcr(x) при r → 0.
В силу выбора F ′ существует число r1 ∈ (0, r0] такое, что |ϕr,x(y)| < dM(x, y)

для всех y ∈ Bcr(x) при любом x ∈ F ′, r < r1. Отсюда получаем, что f(Br(x)) ⊂
Bβr(f(x)) для всех x ∈ F ′, r < сr1, при некотором β > 0.

Фиксируем точку x ∈ F ′. Пусть вопреки (3.5) существуют число γ > 0 и
последовательность yk → x такие, что

dN(f(yk), (Df(x))(yk)) > γdM(x, yk). (3.7)

Очевидно, что yk не лежат в F ′.
Вспомним, что x — точка плотности 1 множества F ′. Следовательно, для

любого k существует точка wk ∈ F ′ такая, что dM(yk, wk) = o(dM(yk, x)) при
k →∞.

В силу следствия 1.2 работы [15] имеем

dN(Ayk, Awk) ≤ c1df(x)
c (Ayk, Awk) + o(dM(yk, x))

≤ c2dxc (yk, wk) + o(dM(yk, x)) ≤ c3dM(yk, wk) + o(dM(yk, x)) = o(dM(yk, x)).

Следовательно,

dN(f(yk), A(yk)) ≤ dN(f(yk), f(wk)) + dN(f(wk), A(wk)) + dN(A(wk), A(yk))
≤ βdM(yk, wk) + o(dM(wk, x)) + o(dM(yk, x)) = o(dM(yk, x)),

что противоречит (3.7). �

Другой метод доказательства следствия 1.1 см. в [25].
Доказательство следствия 1.2. Применим теорему вложения для

функции ϕ(y) = ρ(z(r), f(y)) − ρ(z(r), A(y)) ∈ W 1
q (Br(x)), x ∈ F , 1 ≤ q < Q,

r < r0. Имеем
(

—
∫

Br(x)

|ϕ(y)− ϕBr(x)|
q∗ dy

)1/q∗

≤ Cr
(

—
∫

Br(x)

|∇Lϕ(y)|q dy
)1/q

= o(r)

при r → 0, где q∗ = Qq
Q−q . Отсюда, используя (3.2), получаем

(
—
∫

Br(x)

|ϕ(y)|q∗ dy
)1/q∗

≤
(

—
∫

Br(x)

|ϕ(y)− ϕBr(x)|
q∗ dy

)1/q∗

+ |ϕBr(x)| = o(r).
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Поэтому аналогично соотношению (3.4)
(

—
∫

Br(x)

dN(f(y), A(y))q
∗
dy

)1/q∗

= o(r). �

§ 4. Отображения ограниченной вариации

Поскольку результаты о дифференцируемости имеют локальный характер,
мы ограничимся рассмотрением такого CC-пространства M, на котором суще-
ствует набор базисных векторных полей X1, . . . , XN .

Функции ограниченной вариации. Пусть � — открытое множество
CC-пространства M, F (�) — семейство горизонтальных векторных полей �(x)

=
n∑
i=1

�i(x)Xi(x), �i ∈ C1
0 (�), i = 1, . . . , n, таких, что ‖�(x)‖x ≤ 1 для всех

x ∈ �.
Функция f : � → R называется функцией ограниченной вариации, f ∈

BV (�), если f ∈ L1,loc(�) и вариация f на � конечна, т. е.

Var(f, �) = sup
�∈F(�)

∫

�

f(x)
n∑

j=1

X∗j�j(x) dx <∞.

По теореме Рисса о представлении линейного функционала существуют по-
ложительная борелевская мера ν и измеримое горизонтальное векторное поле
σ, ‖σ(x)‖x = 1 для почти всех x ∈ �, такие, что

∫

�

f(x)
n∑

j=1

X∗j�j(x) dx =
∫

�

〈�(x), σ(x)〉 dν(x) для всех � ∈ F (�).

Отметим, что вариация функции f равна вариации меры ν, т. е. для любого
борелевского множества U ⊂ � выполняется

Var(f, U) = |ν|(U) = sup
∞∑

k=1

|ν(Uk)|,

где супремум берется по всем дизъюнктным разбиениям U : U =
∞⋃
k=1

Uk и Uk ∩

Ul = ∅ для всех k 6= l.
Заметим, что пространство BV (�) с нормой

‖f‖BV (�) = ‖f‖L1(�) + Var(f, �)

банахово.
Известна следующая

Теорема 4.1 (теорема вложения [13]). Пусть � — ограниченная область в
CC-пространстве M. Тогда существуют C, r0 > 0 такие, что для всех функций
f ∈ BV (Br(x)), Br(x) ⊂ �, r < r0, выполняется

(
—
∫

Br(x)

|f(y)− fBr(x)|
Q

Q−1

)Q−1
Q

≤ CrVar(f,Br(x))
|Br(x)|

.
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Следствие 4.1 (неравенство Пуанкаре). В условиях теоремы вложения
для функции f ∈ BV (Br(x)) выполняется неравенство

—
∫

Br(x)

|f(y)− fBr(x)| dy ≤ Cr
Var(f,Br(x))
|Br(x)|

для всех x ∈ �, r < r0.
Рассмотрим борелевскую меру ω на CC-пространстве M. Напомним, что

величина Mω(x) = sup
B3x

ω(B)
|B| называется максимальной функцией меры ω в точ-

ке x ∈ M. Известно, что для любой ограниченной области K существует кон-
станта C > 0 такая, что |{x ∈ K : Mω(x) > k}| < C/k для всех k > 0.

Приведем утверждение, которое немедленно следует из неравенства Пуан-
каре.

Предложение 4.1. Пусть K — область, компактно вложенная в �, f ∈
BV (�). Тогда существует множество Z ⊂ K нулевой меры такое, что

|f(x)− f(y)| ≤ (M Var(f)(x) + M Var(f)(y)) dM(x, y)

для всех точек x, y ∈ K \ Z.
Предложение 4.1 верно для любого пространства, где имеют место аналог

неравенства Пуанкаре и условие удвоения меры. Его доказательство можно
найти, например, в [29, теорема 3.2] и в [7].

Отображения ограниченной вариации. Рассмотрим CC-пространство
(M, dM), область � в M и метрическое пространство (X, r).

Определение 4.1. Отображение f : � → (X, r) называется отображени-
ем ограниченной вариации (f ∈ BV (�,X)), если

(A) для всех z ∈ X функция [f ]z : x ∈ � 7→ r(f(x), z) принадлежит классу
BV (�);

(B) существует конечная σ-аддитивная мера ω, определенная на борелев-
ских множествах из �, такая, что Var([f ]z) ≤ ω, где ω не зависит от z.

В случае M = Rn данное определение эквивалентно определению рабо-
ты [30]. Аналогично [30] можно показать, что условие (B) эквивалентно усло-
вию

(B′) существует конечная σ-аддитивная мера ω, определенная на борелев-
ских множествах из �, такая, что Var(ϕ ◦ f) ≤ ω для всех 1-липшицевых функ-
ций ϕ : X→ R.

Следующая лемма показывает, что отображения ограниченной вариации в
определенном смысле аппроксимируются липшицевыми.

Лемма 4.1. Пусть �— ограниченная область в CC-пространстве M, (X, r)
— сепарабельное метрическое пространство, f : � → X — отображение класса
BV (�,X). Тогда для всякого ε > 0 найдется измеримое множество A ⊂ � такое,
что |�\A| < ε и ограничение f на множество A липшицево.

Так как на ограниченном множестве справедливы вложения W 1
p ⊂ W 1

1 ⊂
BV для всех p ≥ 1, то лемма 3.1 есть следствие леммы 4.1.

Доказательство. Фиксируем ε > 0, область D b � такую, что |�\D| <
ε/2, и точку z ∈ X. Рассмотрим функцию [f ]z(x) = r(z, f(x)). По определению
функция [f ]z принадлежит классу BV (D).
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Тогда существует множество Sz ⊂ D нулевой меры такое, что

|[f ]z(x)− [f ]z(y)| ≤ (M Var([f ]z)(x) + M Var([f ]z)(y))dM(x, y)

для всех x, y ∈ D\Sz по предложению 4.1. Напомним, что по определению 4.1
существует мера σ, не зависящая от z, такая, что Var([f ]z) ≤ σ для всех z.
Следовательно, M Var([f ]z) ≤ Mσ почти всюду в M, т. е. существует множе-
ство Ez нулевой меры такое, что это неравенство выполняется всюду в D \ Ez.
Поэтому

|[f ]z(x)− [f ]z(y)| ≤ (g(x) + g(y))dM(x, y)

для всех x, y ∈ D \ (Sz ∪ Ez), где g(x) = Mσ(x).
Пусть Z ⊂ f(D) — счетное всюду плотное множество. Положим S =⋃

z∈Z
(Sz ∪ Ez). Очевидно, что |S| = 0.

Определим множество A = {x ∈ D\S | g ≤ k}, где k настолько большое,
что |D\A| ≤ ε/2. Это всегда можно сделать, так как по свойству максимальной
функции от меры существует константа C > 0 такая, что |{y ∈ D \ S | g(y) >
k}| < C/k для всех k > 0.

Так как для любой точки x ∈ A существует последовательность точек zi ∈
Z таких, что zi → f(x) при i→∞, то

r(f(x), f(y)) ≤ |r(f(x), zi)− r(f(y), zi)|+ 2r(f(x), zi)
≤ 2k dM(x, y) + 2r(f(x), zi)→ 2k dM(x, y) при i→∞

для любого y ∈ A. Следовательно, отображение f на множестве A липшице-
во. �

Если (X, r) = (N, dN) — CC-пространство, то из леммы 4.1 и hc-дифферен-
цируемости почти всюду липшицевых отображений (теорема 1.1) вытекает, что
у отображений ограниченной вариации почти всюду определен аппроксиматив-
ный hc-дифференциал.

Субградиент. Если N = R — вещественная прямая, то функция ограни-
ченной вариации f : � → R почти всюду в � имеет аппроксимативный гори-
зонтальный дифференциал, который в случае функций мы так же, как и в § 3,
будем называть обобщенным субградиентом функции f и обозначать через

∇L f(x) =
n∑

i,j=1

gij(x)Xif(x)Xj(x),

где Xif(x) = ap lim
t→0

d
dtf(expx tXi).

По теореме о дифференцируемости меры (см., например, [31]) и теореме
Лебега — Безиковича (см., например, [32]) определено векторное поле

µ′(x) =
n∑

i=1

µ′i(x)Xi(x),

где

µ′i(x) = lim
x∈B,radB→0

∫

B

σi(y) dν(y)

|B|
= σi(x)ν′(x), i = 1, . . . , n,

причем µ′i ∈ L1,loc(�).
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Замечание 4.1. В работе [31] результат о дифференцируемости меры до-
казывается для знакопостоянных мер. Этот результат легко распространяется
на знакопеременные меры с помощью теоремы Жордана о разложении меры.

Таким образом, функция ограниченной вариации f имеет почти всюду, с
одной стороны, субградиент ∇L f и, с другой стороны, плотность векторного
заряда µ′. Заметим, что для функций класса Соболева эти два понятия сов-
падают в силу теоремы Лебега о дифференцируемости интеграла. В случае
функций ограниченной вариации связь между плотностью заряда µ′ и субгра-
диентом ∇L f устанавливается в следующей лемме.

Лемма 4.2. Пусть функция f принадлежитBV (�). Тогда µ′(x) = ∇L f(x)
почти всюду на �.

Доказательство леммы основано на известной схеме в евклидовом про-
странстве (см., например, [32]). В случае групп Карно эта схема реализована в
работе [22].

Фиксируем ε > 0. По лемме 4.1 существует измеримое множество F ⊂ �,
|� \ F | < ε, такое, что на F функция f липшицева. Без ограничения общности
можно считать, что все точки x ∈ F являются точками hc-дифференцируемости
функции f , точками плотности 1.

Рассмотрим точку x ∈ F . В точке x существует аппроксимативный hc-
дифференциал (Df(x))(y) = f(x)+

〈
∇L f(x), θ−1

x (y)
〉
, причем f(y)− (Df(x))(y)

= o(dM(x, y)) при F 3 y → x.
Обозначим

Boxr(x) =
{
y ∈M : max

i=1,...,N
{|yi|1/ degXi} < r, (y1, . . . , yN ) = θ−1

x (y)
}
.

Известно [19], что существует константа C4 > 0 такая, что Br/C4(x) ⊂ Boxr(x) ⊂
BC4r(x) для всех x ∈ F .

Вариация функции h(y) = f(y)− f(x)− 〈µ′(x), θ−1
x (y)〉 имеет вид

Var(h, U) = sup
�∈F(U)

{∫

U

〈�(y), σ(y)〉dν(y)−
∫

U

〈�(y), µ′(x)〉dy
}

и, следовательно,

lim
r→0

Var(h,BC4r(x))
|BC4r(x)|

= 0.

Из неравенства Пуанкаре получаем

—
∫

Boxr(x)

|h(y)− hBoxr(x)| dy ≤ 2 —
∫

Boxr(x)

|h(y)− hBC4r(x)| dy

≤ C —
∫

BC4r(x)

|h(y)− hBC4r(x)| dy ≤ Cr
Var(h,BC4r(x))
|BC4r(x)|

= o(r).

Обозначим Ly =
〈
∇L f(x)− µ′(x), θ−1

x (y)
〉
. Тогда h = f −Df(x) + L. Имеем

o(r) = —
∫

Boxr(x)

|h(y)− hBoxr(x)| dy

≥ 1
|Boxr(x)|

∫

Boxr(x)∩F

|f(y)− (Df(x))(y) + Ly − hBoxr(x)| dy
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= o(r) +
1

|Boxr(x)|

∫

Boxr(x)∩F

|Ly − hBoxr(x)| dy.

Рассмотрим среднее значение функции h:

hBoxr(x) = —
∫

Boxr(x)∩F

h(y) dy − —
∫

Boxr(x)∩F

(h(y)− hBoxr(x)) dy

= —
∫

Boxr(x)∩F

(f(y)− (Df(x))(y) + Ly) dy + o(r) = —
∫

Boxr(x)∩F

Ly dy + o(r).

Так как |Ly| ≤ Cr для всех y ∈ Boxr(x) и x — точка плотности 1 множества F ,
то

—
∫

Boxr(x)∩F

Ly dy = o(r) + LBoxr(x).

Следовательно,

1
|Boxr(x)|

∫

Boxr(x)∩F

|Ly − LBoxr(x)| dy = o(r).

Покажем, что LBoxr(x) = o(r). Напомним, что

θ−1
x (Boxr(x)) = {(w1, . . . , wN ) ∈ RN : |wi| ≤ rdegXi , i = 1, . . . , N},

L(θx(w)) =
n∑

i=1

(Xif(x)− µ′i(x))wi

и J(θx, w) = 1 + o(1) при w → 0. (Здесь J(θx, w) — якобиан отображения θx в
точке w.) Поэтому

∫

Boxr(x)

Ly dy =
∫

θ−1
x (Boxr(x))

L(θx(w))J(θx, w) dw

=
∫

θ−1
x (Boxr(x))

n∑

i=1

(Xif(x)− µ′i(x))wi(1 + o(1)) dw = o(r)|Boxr(x)|

в силу симметричности множества θ−1
x (Boxr(x)). Таким образом,

1
Boxr(x)

∫

Boxr(x)∩F

|Ly| dy = o(r).

Отсюда немедленно вытекает, что L = 0 и, следовательно, µ′(x) = ∇L f(x). �

Следствие 4.2. Пусть M,N — CC-пространства, � — область в M, f :
�→ N — отображение ограниченной вариации. Тогда Dhf ∈ L1,loc(�).

Доказательство. Для почти всех точек x ∈ � существует аппроксима-
тивный горизонтальный дифференциал Dhf(x). Фиксируем точку x ∈ �, где
определен Dhf(x). Тогда найдется гладкая функция ϕ : N → R такая, что
|∇L (ϕ ◦ f)(x)| = |Dhf(x)|. По лемме 4.2 ∇L (ϕ ◦ f)(x) = µ′(x), где µ — знакопе-
ременный заряд, определяемый функцией ограниченной вариации ϕ ◦ f .
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По определению отображения ограниченной вариации существует борелев-
ская мера ω такая, что Var(ϕ ◦ f) ≤ ω для любой 1-липшицевой функции
ϕ : N → R. Следовательно, |∇L (ϕ ◦ f)(x)| = |µ′(x)| ≤ ω′(x) для почти
всех точек x ∈ �. Для завершения доказательства осталось заметить, что
ω′ ∈ L1,loc(�). �

Доказательство теоремы 1.2. Пусть � — область в CC-пространстве
M, f ∈ BV (�,N). Без ограничения общности можно считать, что � — огра-
ниченное множество. Рассмотрим произвольное ε > 0. По леммам 4.1 и 3.2
существует измеримое множество F ⊂ � такое, что |� \F | < ε и отображение f
липшицево и равномерно hc-дифференцируемо на F . Можно считать, что все
точки F являются точками плотности 1. По определению 4.1 отображение огра-
ниченной вариации f определяет положительно определенную борелевскую ме-
ру σ такую, что Var(ϕ ◦ f) ≤ σ для любой 1-липшицевой функции ϕ. Будем
дополнительно считать, что F не пересекается с носителем сингулярной части
меры σ. Мы покажем справедливость теоремы 1.2 для любой точки x ∈ F .

Обозначим A = Df(x), ϕ(y) = ρ(z(r), f(y))−ρ(z(r), A(y)), где z(r) = �f(x)
αr z,

число α из леммы 2.1.
Следуя схеме доказательства теоремы 1.2 для отображений класса Соболе-

ва, для всех z ∈ G f(x), кроме z = f(x), получаем

—
∫

Br(x)

|∇Lϕ(y)| dy = o(1).

Чтобы применить неравенство Пуанкаре, нам требуется оценить вариацию ϕ.
Для этого воспользуемся леммой 4.2.

Вариация разлагается на два слагаемых: Var(ϕ) = µa + µs, где µa — абсо-
лютно непрерывная часть вариации, µs — ее сингулярная часть, lim

r→0

µs(Br(x))
|Br(x)| =

0 по выбору множества F . Известно, что абсолютно непрерывная часть вос-
станавливается по производной µa(U) =

∫

U

|µ′(y)| dy, причем |µ′(y)| = |∇Lϕ(y)|

почти всюду на G x по лемме 4.2. Поэтому

lim
r→0

Var(ϕ,Br(x))
|Br(x)|

= lim
r→0

—
∫
|µ′(y)| dy = 0.

Из неравенства Пуанкаре получаем

1
|Br(x)|

∫

Br(x)∩F

|ϕ(y)− ϕBr(x)| dy ≤ —
∫

Br(x)

|ϕ(y)− ϕBr(x)| dy

≤ CrVar(ϕ,Br(x))
|Br(x)|

= o(r).

Заметим, что ϕ(y) = o(r) на Br(x) ∩ F , так как ϕ(y) ≤ C3dN(f(y), A(y)) =
o(dM(x, y)) в силу hc-дифференцируемости f на F , если y ∈ F ∩Br(x). Поэтому
ϕBr(x) = o(r) и, следовательно,

—
∫

Br(x)

|ϕ(y)| dy ≤ —
∫

Br(x)

|ϕ(y)− ϕBr(x)| dy + |ϕBr(x)| = o(r).

Теорема доказана. �
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Доказательство теоремы 1.3 и следствия 1.2 для отображений ограни-
ченной вариации с очевидными изменениями повторяет доказательство этих
результатов для отображений класса Соболева.

Основные результаты статьи сформулированы в работе авторов [33].
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