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ЛОКАЛЬНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ

ОТОБРАЖЕНИЙ С ОГРАНИЧЕННЫМ

ИСКАЖЕНИЕМ НА ГРУППАХ ГЕЙЗЕНБЕРГА
Д. В. Исангулова

Аннотация. Предлагаемая работа является второй в цикле работ автора, посвя-
щенном устойчивости в теореме Лиувилля на группе Гейзенберга. Предполагается
доказать, что всякое отображение с ограниченным искажением на области Джона
группы Гейзенберга приближается конформным отображением с порядком близо-
сти

√
K − 1 в равномерной норме и с порядком близости K − 1 в норме Соболева

L1
p для всех p < C

K−1 .
В настоящей работе доказывается локальный вариант сформулированного ре-

зультата: всякое отображение с ограниченным искажением с коэффициентом ис-
кажения K, близким к 1, определенное на шаре, приближается конформным отоб-
ражением на меньшем шаре с порядком близости

√
K − 1 в равномерной норме и

с порядком близости K − 1 в норме Соболева L1
p для всех p < C

K−1 . Построен
пример, показывающий асимптотическую точность порядка близости отображения
с ограниченным искажением к конформному в норме Соболева.

Ключевые слова: группа Гейзенберга, отображение с ограниченным искажением,
коэрцитивная оценка, устойчивость.

§ 1. Введение

Классическая теорема Лиувилля говорит о том, что всякое конформное
отображение евклидова пространства Rn, n ≥ 3, есть сужение некоторого мё-
биусова преобразования всего пространства, т. е. сужение композиции конечно-
го числа преобразований инверсии относительно сферы. Напомним, что отоб-
ражение f некоторой области n-мерного евклидова пространства конформно,
если оно переводит всякую бесконечно малую сферу в бесконечно малую сфе-
ру. Квазиконформный гомеоморфизм характеризуется тем, что образ всякого
бесконечно малого шара является эллипсоидом, у которого отношение наиболь-
шей полуоси к наименьшей не превосходит некоторой постоянной K ≥ 1. Если
мы откажемся от условия гомеоморфности, то при некоторых топологических
предположениях получаем отображение с ограниченным искажением. В случае
K = 1 отображение конформно.

Задача об устойчивости в теореме Лиувилля о конформных отображениях
состоит в том, чтобы

1) показать, что приK, близком к единице, отображение сK-ограниченным
искажением приближается мёбиусовым,

Работа выполнена при частичной поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (грант 06–01–00735), Совета по грантам Президента Российской Федерации для
поддержки молодых российский ученых и ведущих научных школ Российской Федерации
(грант НШ 8526.2006.1) и фонда ИНТАС (грант YSF 03–55–905).

c© 2007 Исангулова Д. В.



Локальная устойчивость отображений с ограниченным искажением 1229

2) оценить порядок отклонения отображения от мёбиусова в зависимости
от величины K − 1.

Близость отображения с ограниченным искажением к мёбиусову можно
рассматривать в различных топологиях: равномерной, интегральной, прост-
ранств Соболева.

Проблема устойчивости в теореме Лиувилля о конформных отображениях
пространства поставлена М. А. Лаврентьевым в 30-х гг. прошлого столетия, и
им же установлены первые теоремы устойчивости [1, 2]. Полное решение про-
блемы Лаврентьева получил Ю. Г. Решетняк [3]. Он доказал теорему устой-
чивости в норме Соболева на областях Джона с порядком близости O(K − 1)
и показал, что при K, близком к 1, частные производные отображения с K-
ограниченным искажением локально суммируемы в степени C

K−1 .
Мы доказываем устойчивость отображений с ограниченным искажением на

группах Гейзенберга Hn. Теорию квазиконформных отображений на группах
Гейзенберга развили Коранья и Райманн [4, 5]. Они показали, что квазикон-
формное отображение удовлетворяет системе Бельтрами, и установили аналог
теоремы Лиувилля для C4-гладких квазиконформных отображений на груп-
пах Гейзенберга. Для квазиконформных отображений теорема типа Лиувилля
установлена Капоньей [6], для общих отображений с ограниченным искажени-
ем теорему типа Лиувилля можно найти в работах С. К. Водопьянова [7] и
Н. С. Даирбекова [8].

Данная работа — вторая в цикле работ автора об устойчивости в теоре-
ме типа Лиувилля на группах Гейзенберга. В предыдущей работе [9] доказана
качественная теорема устойчивости в норме Соболева. А именно, показано,
что всякое отображение с K-ограниченным искажением шара B(a, r) при K,
близком к 1, аппроксимируется некоторым мёбиусовым отображением на шаре
B(a, r/9) в равномерной норме и в норме пространства Соболева W 1

p , причем
p → ∞ при K → 1. Цель настоящей работы — найти точный порядок дан-
ной близости в зависимости от величины K − 1. Основной результат работы
сформулирован в следующем утверждении1).

Теорема 1. Пусть n > 1. Тогда существуют константы D0, ε0 > 0 такие,
что всякое отображение с ограниченным искажением f открытого множества U
из Hn принадлежит W 1

p,loc(U,Hn) для всех p ∈
[
ν, D0

K−1

)
при условии, что K =

K(f) ≤ 1 + ε0. При этом для любого шара B(a, r) ⊂ U существует мëбиусово
отображение ϕ такое, что ϕ(x) 6= ∞ для всех x ∈ B

(
a, 5r

12

)
и

ρ(ϕ−1 ◦ f(x), x) ≤ C1r
√
K − 1, ρ(f(x), ϕ(x)) ≤ C2

√
K − 1‖Dhϕ‖ν,B(a, r9 )

для всех x ∈ B
(
a, r9

)
, а для любого числа p ∈

[
ν, D0(1−δ)

K−1

)
, δ > 0, выполнены

неравенства
‖Dh(ϕ−1 ◦ f)− I‖p,B(a, r9 ) ≤ C3r

ν/p(K − 1),

‖Dhf −Dhϕ‖p,B(a, r9 ) ≤ C4(K − 1)‖Dhϕ‖p,B(a, r9 ).

Константы C1, C2 зависят только от n, константы C3, C4 — от n, p и δ.
Заметим, что в отличие от евклидова случая [3] порядки близости в норме

Соболева и в равномерной норме различны. Более того, нами построен пример,
показывающий асимптотическую точность порядка близости в норме Соболева.

1)В настоящей статье мы следуем всем определениям и обозначениям работы [9].
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Известно (см., например, [10]), что всякое квазиконформное отображение f
на группе Гейзенберга Hn принадлежит классу W 1

p,loc, если p < ν+ε, где ε > 0 —
некоторая постоянная. Теорема 1 оценивает ε при K, достаточно близком к
единице. Заметим, что показатель локальной суммируемости частных произ-
водных отображения с ограниченным искажением асимптотически совпадает с
известным результатом Асталы в R2 при K → 1 [11].

Доказательство теоремы 1 основывается на методе Ю. Г. Решетняка, раз-
работанном в евклидовом случае [3]. В основе этого метода лежит дифферен-
циальный оператор первого порядка Q2, ядро которого совпадает с алгеброй
Ли мёбиусовых преобразований в Rn, n ≥ 3. Грубо говоря, этот оператор пред-
ставляет собой линеаризацию дифференциального оператора, определяющего
конформные преобразования.

На группе Гейзенберга горизонтальный дифференциал конформного отоб-
ражения является общим ортогональным преобразованием и имеет дополни-
тельную структуру: с точностью до множителя он является симплектическим
преобразованием. Поэтому оператор Q, «линеаризующий» оператор, определя-
ющий конформные отображения на группе Гейзенберга, состоит в отличие от
евклидова случая из двух частей. Одна отвечает за ортогональность, вторая —
за симплектичность.

Аналогично евклидову случаю для всякого отображения f : U → Hn с
K-ограниченным искажением для почти всех точек x ∈ U выполнено

|Qf(x)| ≤ C(K − 1)(|Dhf(x)− I|+ 1) + β(Dhf(x)− I), (1)

где β(v) = O(|v|3/2) при v → 0 и β(v) ≤ C|v| для всех v (лемма 1).
Дальнейший шаг состоит в использовании коэрцитивных оценок для одно-

родных дифференциальных операторов с постоянными коэффициентами и с ко-
нечномерным ядром. Таковые на группе Гейзенберга доказаны Н. Н. Романов-
ским [12, 13]. Чтобы применить этот результат, мы находим ядро оператора Q
(лемма 2). На группах Гейзенберга Hn, n > 1, ядро оператора Q конечномерно,
на группе H1 — бесконечномерно. Следовательно, в рамках данного подхода
нет возможности применить коэрцитивные оценки при n = 1 (рассмотрению
этого случая будет посвящена другая работа автора).

Принципиальное наблюдение состоит в том, что отображение из ядра опе-
ратора Q всегда можно расширить до элемента алгебры Ли мёбиусовых пре-
образований на группе Гейзенберга. Это наблюдение дает возможность для
всякого отображения f сK-ограниченным искажением найти мëбиусово отобра-
жение θ такое, что Pg = id, где g = θ−1◦f тоже отображение с K-ограниченным
искажением, а P — проектор на ядро оператора Q. Из неравенства (1) и коэр-
цитивных оценок следует, что

‖Dhg − I‖p,B = ‖Dhg −Dh(Pg)‖p,B ≤ C‖Qg‖p,B
≤ C(K − 1)(‖Dhg(x)−I‖Lp(B) + |B|1/p) + C‖β(Dhg(x)−I)‖Lp(B)

для всех p ∈ [2, ν]. Следовательно, для вывода локальной количественной тео-
ремы устойчивости нам надо получить оценку

‖β(Dhg(x)− I)‖Lp(B) = o(1)‖Dhg(x)− I‖Lp(B)

при K → 1. Для этого мы применяем теорию отображений с ограниченным
удельным колебанием, развитую автором в [9].
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Кратко опишем структуру работы. В § 2 приведены необходимые опреде-
ления и вспомогательные результаты, в § 3 исследован оператор Q, установлена
предварительная теорема устойчивости. В § 4 доказывается теорема 1, в § 5
построен пример, показывающий, что близость отображения с ограниченным
искажением к конформному в норме Соболева L1

p в теореме 1 не может быть
улучшена.

Основные результаты работы сформулированы в работах автора [14, 15].

Автор выражает глубокую признательность своему научному руководите-
лю д.ф.-м.н. С. К. Водопьянову за постоянное внимание и помощь в работе.

§ 2. Определения и вспомогательные результаты

Точки группы Гейзенберга Hn, n ≥ 1, отождествляются с точками про-
странства R2n+1. Групповая операция задается по правилу

x · y =

(
x1 + y1, . . . , x2n + y2n, x2n+1 + y2n+1 − 2

n∑
i=1

(xiyi+n − xi+nyi)

)
.

Левоинвариантные векторные поля

Xi =
∂

∂xi
+ 2xi+n

∂

∂x2n+1
, Xi+n =

∂

∂xi+n
− 2xi

∂

∂x2n+1
, i = 1, . . . , n,

образуют базис горизонтального подрасслоения V1 касательного пространства.
Вместе с векторным полем X2n+1 = ∂

∂x2n+1
они образуют стандартный базис

алгебры Ли V = V1 ⊕ V2, где V2 = span{X2n+1}.
Точку x из Hn можно рассматривать как (z, t), где z = (x1 + ixn+1, . . . , xn+

ix2n) ∈ Cn, t = x2n+1 ∈ R. В комплексной форме записи векторные поля

Zj =
1
2
(Xj − iXj+n) =

∂

∂zj
+ iz̄j

∂

∂t
,

Zj =
1
2
(Xj + iXj+n) =

∂

∂z̄j
− i zj

∂

∂t
, j = 1, . . . , n, T = X2n+1 =

∂

∂t

образуют левоинвариантный базис алгебры Ли V .
Растяжение δs, s > 0, действует на группе Гейзенберга по правилу δs(z, t)

= (sz, s2t) и является гомоморфизмом группы Гейзенберга. Однородная норма
ρ(z, t) = (|z|4 + t2)1/4 определяет метрику Гейзенберга ρ по правилу ρ(x, y) =
ρ(x−1 · y), x, y ∈ Hn.

Мера Лебега |·| на R2n+1 является биинвариантной мерой Хаара. Для шара
B(x, r) = {y ∈ Hn : ρ(x, y) < r} имеем |B(x, r)| = rν |B(0, 1)|, где ν = 2n + 2 —
однородная размерность группы Hn.

Рассмотрим открытое множество � в Hn и отображение f : � → Hn клас-
са Соболева. (Определение класса Соболева приведено, например, в работах
[16, 17].) Матрица Dhf(x) = (Xifj(x))i,j=1,...,2n определяет линейное отображе-
ние горизонтального пространства V1(x) в V1(f(x)) для почти всех x ∈ �, на-
зываемое формальным горизонтальным дифференциалом (см., например, [17]).
В свою очередь, Dhf почти всюду определяет сохраняющий градуировку гомо-
морфизм алгебр Ли Df : V → V [8, 16]. Определитель матрицы Df(x) называ-
ется (формальным) якобианом отображения f и обозначается символом J(x, f).
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Поскольку гомоморфизм алгебр Ли Df сохраняет градуировку, для почти
всех x ∈ � существует число λ(x, f) такое, что

Df(x)X2n+1 = λ(x, f)X2n+1.

Более того [5], λ(x, f)n = detDhf(x) и λ(x, f)n+1 = J(x, f). В частности,
J(x, f) ≥ 0 почти всюду в � при нечетных n.

Следовательно, классическое понятие ориентации, связанное со знаком яко-
биана, является малоинформативным на группах Гейзенберга. Приведем опре-
деление ориентации, которое ввели Коранья и Райманн в работе [5].

Определение 1 [5]. Отображение f класса Соболева W 1
1,loc(�,Hn) сохра-

няет (соответственно меняет) KR-ориентацию, если λ(x, f) > 0 (соответ-
ственно λ(x, f) < 0) для почти всех x ∈ �.

Отметим, что последняя компонента отображения f класса Соболева долж-
на удовлетворять некоторым дифференциальным уравнениям. А именно, почти
всюду выполнено так называемое условие контактности:

Xif2n+1 = 2
n∑
j=1

fn+jXifj − fjXifn+j , i = 1, . . . , 2n. (2)

Таким образом, на группах Гейзенберга дифференциал отображения класса
Соболева в отличие от евклидова случая не может быть произвольной матрицей.
Следующее предложение показывает, какой именно вид имеет этот дифферен-
циал.

Автоморфизм α алгебр Ли V сохраняет градуировку, если α переводит V1
в себя. Известно [18, предложение 1.21], что Aut(Hn) = Aut(V ).

Предложение 1 (см., например, [5, 18]). Группа сохраняющих градуиров-
ку автоморфизмов V представима в виде

R∗+ × {Sp(n,R) ∪ ι∗ Sp(n,R)},

где R∗+ действует растяжениями (δs)∗, ι — отражение (z, t) 7→ (z̄,−t), Sp(n,R) —
группа симплектических преобразований.

Определение 2. Пусть U — открытое множество группы Гейзенберга Hn,
f : U → Hn — непостоянное отображение класса W 1

ν,loc(U,Hn). Мы называ-
ем f отображением с ограниченным искажением, если существует постоянная
K ≥ 1 такая, что формальный горизонтальный дифференциал f удовлетворяет
неравенству |Dhf(x)|ν ≤ KJ(x, f) для почти всех x ∈ U .

Наименьшая постоянная K в этом неравенстве называется внешним ко-
эффициентом искажения отображения f и обозначается через KO(f). Число
KO(f)

1
n+1 называется (линейным) коэффициентом искажения отображения f

и обозначается через K(f).

Отображение с ограниченным искажением на группах Гейзенберга непре-
рывно, открыто и дискретно [7, 8, 19, 20]. Гомеоморфизм с ограниченным иска-
жением называется квазиконформным. Примерами отображений с 1-ограничен-
ным искажением являются левые сдвиги πa : x 7→ a ·x, a ∈ Hn, и растяжения δt.

В силу аналога теоремы Лиувилля (см. [7, теорема 12; 8]) всякое отображе-
ние с 1-ограниченным искажением связной области U ⊂ Hn является сужением
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на U действия элемента группы мёбиусовых преобразований Mn = M+
n ∪M−

n ,

где M+
n = SU(1, n+ 1) и M−

n =
{
SU(1, n+ 1)ι при нечетных n,
∅ при четных n.

По предложению 1 работы [9] всякое отображение ϕ ∈ M+
n имеет вид ϕ =

πc◦ϕA◦δτ ◦j◦πb◦j, где b, c ∈ Hn, A ∈ U(n), τ ∈ (0,∞), ϕA(x) = (Az, t) — поворот,
и j(x) =

(
z

|z|2−it ,
−t

ρ(x)4
)

— инверсия. Нетрудно показать, что преобразования из
M+

n сохраняют KR-ориентацию, а из M−
n — меняют.

Для доказательства теоремы 1 мы построим дифференциальный оператор,
ядро которого будет почти совпадать с алгеброй Ли группы мёбиусовых пре-
образований. Поэтому нам необходимо знать явный вид алгебры Ли Mn. Обо-
значим через �+

n алгебру Ли группы M+
n . В базисе Z1, . . . , Zn, Z1, . . . , Zn, T

векторное поле v ∈ �+
n записывается в виде v = (u, p) =

n∑
k=1

ukZk + ūkZk + pT ,

где u : Hn → Cn, p : Hn → R.
В силу леммы 6 работы [9] линейное пространство �+

n натянуто на следу-
ющие подпространства:

1) (a, b+ 4 Im〈a, z〉), a ∈ Cn, b ∈ R;
2) (αz, 2αt), α ∈ R;
3) (Bz, 2 Im〈Bz, z〉), B +B∗ = 0 — косоэрмитовая (n× n)-матрица;
4) ((|z|2 − it)(iγz + c) − 2〈z, c〉z, γ|x|4 − 4|z|2 Im〈z, c〉 − 4tRe〈z, c〉), c ∈ Cn,

γ ∈ R.

§ 3. Оператор Q

Однородный дифференциальный оператор Q действует на отображении u :
Hn → R2n следующим образом:

Qu =
( 1

2 (Dhu+ (Dhu)t)− 1
2n tr(Dhu)I

1
2 (Dhu+ JDhuJ)

)
, J =

(
0 I
−I 0

)
. (3)

Здесь (2n × 2n)-матрица Dhu равна (Xiuj)i,j=1,...,2n. Оператор Q действует
также и на отображениях u из Hn в Hn. В этом случае Dhu в определении
оператораQ— это формальный горизонтальный дифференциал отображения u.

В следующей лемме устанавливается основное неравенство для операто-
ра Q.

Лемма 1. Существует константа C > 0 такая, что для всякого отображе-
ния f : U → Hn, U ⊂ Hn, с K-ограниченным искажением, которое сохраняет
KR-ориентацию, выполнено

|Qf(x)| ≤ C(K − 1)
(
|Dhf(x)− I|+ 1

)
+ β(Dhf(x)− I)

для почти всех точек x ∈ U , где β(v) = O(|v|3/2) при v → 0 и β(v) ≤ C|v| для
всех v.

Доказательство. Из определения отображения с ограниченным искаже-
нием имеем |Dhf(x)|2n ≤ Kn|detDhf(x)| для почти всех x ∈ U . В силу [3, гл. 4,
соотношения 3.17, 3.18] отсюда следует, что

|Q2f(x)| ≤ (Kn − 1)(1 + |Dhf − I|) + β(Dhf(x)− I),

где

Q2f(x) =
Dhf(x) + (Dhf(x))t

2
− trDhf(x)

2n
I
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— однородный дифференциальный оператор первого порядка, β(v) = O(|v|3/2)
при v → 0 и β(v) ≤ C|v| при всех v.

Отображение f можно рассматривать также в комплексной форме записи.
Тогда определены две (n× n)-матрицы Zf(x) и Zf(x). При этом

Dhf(x) =
(

ReZf(x) + ReZf(x) − ImZf(x) + ImZf(x)
ImZf(x) + ImZf(x) ReZf(x)− ReZf(x)

)
.

Следовательно, |Zf | =
∣∣ 1
2 (Dhf + JDhfJ)

∣∣ и |Zf | =
∣∣ 1
2 (Dhf − JDhfJ)

∣∣ ≤ |Dhf |.
Поскольку отображение f сохраняет KR-ориентацию, то в силу системы

Бельтрами [5, теорема C] получаем

|Zf | ≤ K − 1
K + 1

|Zf | ≤ K − 1
K + 1

(|Dhf − I|+ 1).

Осталось заметить, что |Qf | ≤ |Q2f |+
∣∣ 1
2 (Dhf + JDhfJ)

∣∣. �

Замечание. В работе [10] система Бельтрами доказана для квазиконфор-
мных отображений (т. е. гомеоморфизмов с ограниченным искажением). Од-
нако нетрудно проверить, что система Бельтрами справедлива и для общих
отображений с ограниченным искажением.

Ядро оператора Q. На группах Гейзенберга для однородного дифферен-
циального оператора с конечномерным ядром выполняется коэрцитивная оцен-
ка [12, теорема 4; 13]. Следовательно, для применения коэрцитивной оценки
необходимо проверить конечномерность ядра оператора Q.

Лемма 2. Ядро оператора Q на отображениях u ∈ W 1
p,loc(Hn,R2n), n ≥ 2,

p ≥ 1, конечномерно. В комплексной форме записи: u ∈ kerQ тогда и только
тогда, когда

u(z, t) = a+ (λI +K)z + (t+ i|z|2)(αz + b) + 2i〈z, b〉z,

где λ, α ∈ R, a, b ∈ Cn, K +K∗ = 0. На группе H1 ядро оператора Q бесконеч-
номерно.

Доказательство. (i) Пусть функция u : Hn → R2n лежит в ядре опе-
ратора Q и принадлежит классу C∞(Hn,R2n). Перепишем условие Qu = 0 в
комплексной форме. Имеем Q2u = 1

2 (Dhu+ (Dhu)t)− trDhu
2n I = 0 и Zu = 0, где

Dhu =
(

ReZu+ ReZu − ImZu+ ImZu
ImZu+ ImZu ReZu− ReZu

)
и

(Dhu)t =
(

Re(Zu)t + Re(Zu)t Im(Zu)t + Im(Zu)t

− Im(Zu)t + Im(Zu)t Re(Zu)t − Re(Zu)t

)
.

Отсюда u ∈ kerQ равносильно тому, что

Zjuk = −Zkūj , Zkuk + Zkūk = Zjuj + Zj ūj , k 6= j, Zu = Zū = 0.

(ii) Пусть u не зависит от t = x2n+1. Тогда отображение u можно рассмат-
ривать как отображение евклидовых пространств: u : R2n → R2n. В евклидовом
случае известно [3], что u ∈ kerQ2 тогда и только тогда, когда

u(w, t) = a+ (λI +K)w − 2〈q, w〉w + q|w|2, w ∈ R2n, t ∈ R,
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где a, q ∈ R2n, λ ∈ R, K +Kt = 0. Отсюда u ∈ kerQ тогда и только тогда, когда

u(z, t) = a+ (λI +K)z, z ∈ Cn, t ∈ C, где a ∈ Cn, K +K∗ = 0, λ ∈ R.

Действительно, в комплексной форме записи −2〈q, w〉w + q|w|2 = −(〈p, z〉 +
〈z, p〉)z+ p|z|2, где z = (w1 + iwn+1, . . . , wn + iw2n), p = (q1 + iqn+1, . . . , qn + iq2n),
и

Zj(p|z|2 − (〈p, z〉+ 〈z, p〉)z)k = zjpk − pjzk − (〈p, z〉+ 〈z, p〉)δj,k = 0

для всех j, k = 1, . . . , n тогда и только тогда, когда p = 0.
(iii) Пусть u зависит от t = x2n+1. Так как TQu = QTu, то Tu тоже

принадлежит kerQ. Покажем, что Tu не зависит от t. Имеем

−2iTuk = ZjZjuk − ZjZjuk = −ZjZjuk = ZjZkūj для всех j 6= k.

Отсюда для трех попарно различных индексов j, k,m получаем

−2iZmTuk = ZmZjZkūj = ZjZkZmūj = 0 (4)

и
−2iZkTuk = ZkZjZkūj = ZjZkZkūj = −2iZjT ūj для всех j 6= k. (5)

Если n > 2, то для всех m 6= k существует j 6= m, k и, следовательно,
ZmTuk = 0 для всех m 6= k. Тогда

−2iTTuk = ZmZmTuk − ZmZmTuk = 0 для всех k = 1, . . . , n.

Если n = 2, то Z1Tu2 = −Z2T ū1, Z1Tu1 = Z2T ū2, откуда

Z1Z2Tu1 = −Z1Z1T ū2 = 2iTT ū2 = Z2Z1Tu1 = Z2Z2T ū2 = −2iTT ū2,

Z1Z2Tu2 = Z1Z1T ū1 = −2iTT ū1 = Z2Z1Tu2 = −Z2Z2T ū1 = 2iTT ū1.

Следовательно, TTu = 0 для всех n > 1.
(iv) Так как Tu ∈ kerQ и Tu не зависит от t, то, как и в п. (ii),

Tu = b+ (αI + L)z, b ∈ Cn, L+ L∗ = 0, α ∈ R.

Покажем, что косоэрмитова матрица L = (Lij)ni,j=1 нулевая.
Если n > 2, то в силу (4)

ZjTuk = Lkj = 0 для всех k 6= j.

Из (5) имеем

ZkTuk = α+ Lkk = ZjT ūj = α+ Ljj для всех k 6= j.

Так как диагональные элементы матрицы L чисто мнимые, то Lkk = 0 для всех
k = 1, . . . , n.

Если n = 2, то

2iZ2T ū1 = −2iZ1Tu2 = −Z1Z2Z2u2 = Z2Z2Z2ū1 = −2iZ2T ū1.

Следовательно, Z1Tu2 = Z2Tu1 = 0. Осталось показать, что диагональные
элементы матрицы L равны нулю. Так как они чисто мнимые, достаточно по-
казать, что ZiTui = ZiT ūi, i = 1, 2. Имеем

Z1u1 + Z1ū1 = Z2u2 + Z2ū2.



1236 Д. В. Исангулова

Отсюда

Z1Z1u1 = Z1Z2u2 − Z1Z1ū1 = −Z2Z2ū1 + 2iT ū1 = 4iT ū1,

Z2Z2u2 = Z2Z1u1 − Z2Z2ū2 = −Z1Z1ū2 + 2iT ū2 = 4iT ū2

и, следовательно,

4iZ1T ū1 = Z1Z1Z1u1 = Z1Z1Z1u1 + 2iTZ1u1 = 4iZ1Tu1,

4iZ2T ū2 = Z2Z2Z2u2 = Z2Z2Z2u2 + 2iTZ2u2 = 4iZ2Tu2.

Таким образом, L = 0.
(v) Итак, мы показали, что Tu(z, t) = αz + b, α ∈ R, b ∈ Cn, x = (z, t).

Осталось доказать, что u(z, t) = a+(λI+K)z+(t+ i|z|2)(αz+b)+2i〈z, b〉z. Для
этого достаточно проверить, что Qu = 0.

1. Обозначим v = (t+ i|z|2)z и покажем, что v ∈ kerQ. Действительно,

Zjvk = (t+ i|z|2)δjk + (iz̄j + iz̄j)zk и Zjvk = (−izj + izj)zk = 0

для всех j, k = 1, . . . , n. Отсюда Zjvk = −Zkvj для всех j 6= k и ReZjvj = t для
всех j. Следовательно, v ∈ kerQ.

2. Обозначим v = (t + i|z|2)b + 2i〈z, b〉z и покажем, что v ∈ kerQ. Так как
Zjvk = (iz̄j + iz̄j)bk + 2ib̄jzk + 2i〈b, z〉δjk для всех j, k = 1, . . . , n, то нетрудно
проверить, что

Zjvk = −Zkvj , j 6= k, ReZjvj = −2 Im〈b, z〉 для всех j = 1, . . . , n.

Zjvk = (−izj + izj)bk = 0 для всех j, k = 1, . . . , n.

Следовательно, v ∈ kerQ.
(vi) Пусть теперь u ∈ W 1

p,loc(Hn,R2n) и Qu = 0 в смысле обобщенных про-
изводных. Покажем, что u ∈ kerQ, где kerQ — конечномерное пространство,
найденное в пп. (i)–(v). Рассмотрим шар B ⊂ Hn и построим последова-
тельность uk ∈ C∞(Hn,R2n) такую, что ‖u − uk‖W 1

p (B) → 0 при k → ∞. По
доказанному выше ядро оператора Q конечномерно на гладких отображениях.
Следовательно, мы можем применить теорему 4 работы [12] к последователь-
ности uk. Имеем

‖uk − Puk‖W 1
p (B) ≤ C‖Quk‖p,B ,

где P — проектор, переводящий гладкие 2n-вектор-функции в функции из
ker(Q). Переходя к пределу при k →∞, получаем ‖u−Pu‖W 1

p (B) ≤ C‖Qu‖p,B =
0, где Pu = lim

k→∞
Puk. Поскольку Puk ∈ kerQ, то Pu тоже принадлежит kerQ.

Отсюда u = Pu ∈ kerQ.
(vii) В случае H1 ядро оператора Q бесконечномерно. Оно содержит все

решения системы Коши — Римана, которые не зависят от переменной t. �

Замечания. 1. Можно показать, что если отображение ϕ : H1 → R2

принадлежит kerQ и продолжается до контактного отображения f : H1 → H1,
то отображение f мëбиусово.

2. Пусть n > 1. Очевидно, что v = (u, p) ∈ �+
n тогда и только тогда, когда

u ∈ kerQ.
3. Коэрцитивные оценки работы [12] доказаны для областей, удовлетво-

ряющих условию конуса. Поскольку шары в метрике Гейзенберга являются
областями, удовлетворяющими условию конуса, мы можем применить коэрци-
тивные оценки на шарах.
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Проектор на ядро оператора Q. Далее мы покажем, что коэрцитив-
ная оценка верна для любого проектора на ядро оператора Q (ср. с [3, гл. 3,
теорема 3.2], где это утверждение доказывается в евклидовом случае).

Предложение 2. Пусть B — шар на группе Гейзенберга Hn, n > 1, p > 1
и � — любой проекционный оператор из пространства W 1

p (B,R2n) на ker(Q).
Тогда существует константа C > 0 такая, что для всякого u ∈W 1

p (B,R2n)

‖u−�u‖W 1
p (B) ≤ C‖Qu‖p,B .

Доказательство. По теореме 4 работы [12] существует проектор P , пе-
реводящий гладкие вектор-функции в функции из ker(Q), такой, что

‖u− Pu‖W 1
p (B) ≤ C‖Qu‖p,B

для всех u ∈ C∞(B,R2n). В силу u−�u = u−Pu−�u+Pu = u−Pu−�(u−Pu)
получаем

‖u−�u‖W 1
p (B) ≤ (1 + ‖�‖)‖u− Pu‖W 1

p (B) ≤ C(1 + ‖�‖)‖Qu‖p,B .

Таким образом, предложение доказано для u ∈ C∞(B,R2n).
Рассмотрим u ∈ W 1

p (B,R2n). Построим последовательность отображений
ui ∈ C∞(B,R2n) такую, что ‖u− ui‖W 1

p (B) → 0 при i→∞. Тогда

‖ui −�ui‖W 1
p (B) ≤ C1‖Qui‖p,B .

Переходя к пределу при i→∞, получаем необходимое неравенство. �

Пусть B = B(0, 1) ∈ Hn, n > 1, и σ ∈ (0, 1). Построим проектор P , пе-
реводящий отображения из W 1

p (B,R2n) на ядро оператора Q. Пусть v1, . . . , vd,
d = dim kerQ = dim�+

n − 1 = n2 + 4n + 2, — ортонормированный базис kerQ
относительно скалярного произведения

〈v, y〉 =
1

|σB|

∫
σB

〈v(x), y(x)〉 dx, v, y ∈W 1
p (B,R2n)

(под интегралом стоит скалярное произведение в R2n). Для произвольного отоб-
ражения ϕ ∈W 1

p (B,R2n) положим

Pϕ =
d∑
i=1

〈ϕ, vi〉 vi. (6)

Легко проверить, что ‖Pϕ‖p,B ≤ C‖ϕ‖1,σB .
Для произвольного отображения ψ = (ψ1, . . . , ψ2n+1) : Hn → Hn через ψ̃ =

(ψ1, . . . , ψ2n) будем обозначать его проекцию на первые 2n координат.
Очевидно, что любое отображение из �+

n восстанавливается по первым 2n
координатным функциям с точностью до сдвига на последнюю координату, т. е.
для любого отображения v ∈ kerQ существует единственный элемент u ∈ �+

n

такой, что ũ = v и u не содержит сдвига на последнюю координату. Мы будем
обозначать его символом u = �(v).

Пусть u0 = (0, . . . , 0, 1) ∈ �+
n — сдвиг на последнюю координату. Тогда

любой элемент u ∈ �+
n однозначно представляется в виде hu0 + �(ũ), h ∈ R.

Более того, элементы u0, . . . , ud образуют базис �+
n , где ui = �(vi), i = 1, . . . , d.

Для произвольного отображения ψ ∈W 1
p (B,Hn) положим

Pψ = �(P (ψ̃)) ∈ �+
n .

Легко проверить, что ‖Pψ‖ ≤ C‖ψ̃‖C(σB) для непрерывной функции ψ ∈ C(σB).
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Предварительная теорема устойчивости. Рассмотрим отображение ϕ :
B → Hn, B ⊂ Hn. Обозначим

(ϕ)B =
(

1
|B|

∫
B

ϕ1(x) dx,
1
|B|

∫
B

ϕ2(x) dx, . . . ,
1
|B|

∫
B

ϕ2n+1(x) dx
)
.

Теорема 2. Пусть n > 1. Существуют константы C, ε1 > 0 и положи-
тельные неубывающие функции µi, µi(t) → 0 при t → 0, i = 1, 2, такие, что
для всякого отображения с ограниченным искажением f : B = B(a, r) → Hn,
K(f) < 1 + ε1, существует мёбиусово отображение ϕ такое, что ϕ 6= ∞ на шаре
B
(
a, 5r

12

)
, и

‖Dh(ϕ−1 ◦ f)− I‖p,B(a, r8 ) ≤ C‖Q(ϕ−1 ◦ f)‖p,B(a, r8 ),

если θ−1 ◦ f ∈W 1
p

(
B
(
a, r8

)
,Hn

)
,

ρ((ϕ−1 ◦ f)(x), x) ≤ rµ1(K(f)− 1) для всех x ∈ B(a, r/2),

‖Dh(ϕ−1 ◦ f)− I‖ν,B(a, 5r18 ) ≤ rµ2(K(f)− 1),

(ψ)B(a, r8 ) = 0, где ψ(x) = x−1 · (ϕ−1 ◦ f(x)).

Здесь Q — дифференциальный оператор (3) первого порядка с постоянными
коэффициентами.

Доказательство. (i) Мы рассматриваем группу Гейзенберга Hn, n > 1,
и отображение f ∈W 1

p (B,Hn) с ограниченным искажением. Пусть B = B(0, 1).
По теореме 4 работы [9] существует ψ ∈Mn такое, что

ρ(ψ−1 ◦ f(x), x) ≤ µ0(K(f)− 1) для всех x ∈ B(0, 1/2),

где µ0 — положительная неубывающая функция и µ0(t) → 0 при t → 0. Обо-
значим g = ψ−1 ◦ f и b = µ0(K(f)− 1) + 1/2. Тогда g

( 1
2B
)
⊂ bB.

(ii) Мы показали, что kerQ конечномерно при n ≥ 2. По предложению 2
для проектора P пространства W 1

p

( 1
8B,R

2n
)

на kerQ, задаваемого соотношени-
ем (6) с σ = 1

4 , имеем

‖Pu‖ ≤ C‖u‖1,σ2B и ‖Dhu−Dh(Pu)‖p, 18B ≤ C‖Qu‖p, 18B

для любого отображения u ∈W 1
p

( 1
8B,R

2n
)
.

(iii) M+
n является (d + 1)-мерным многообразием. Рассмотрим окрест-

ность единицы V в M+
n и координатную систему α : V → Rd+1, α(id) = 0,

t = (t0, . . . , td) ∈ α(V ), α−1(t) = ϕt(x) = ϕ(x, t) ∈M+
n . Можно считать, что

∂ϕ

∂ti
(x, 0) = ui(x), i = 0, . . . , d.

Предположим, что α(V ) = U ⊃ BRd+1(0, ρ0). Известно, что ϕt ⇒ id при t → 0
на любом компактном подмножестве Hn. Обозначим

w(t) = sup
x∈bB

ρ(ϕt(x), x), t ∈ U, λ(ρ) = sup
t∈BRd+1 (0,ρ)

w(t) → 0 при ρ→ 0.

Рассмотрим такое число ρ1 ∈ (0, ρ0), что λ(ρ) ≤ 1 для всех 0 < ρ < ρ1. В
частности, при таком выборе ρ1 отображение ϕt конечно на шаре bB для всякого
t ∈ BRd+1(0, ρ1).
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Имеем

|ϕ̃t(x1)− ϕ̃t(x2)| ≤ C1ρ(x1, x2) для всех x1, x2 ∈ bB,

где C1 = C sup{|Dhϕt(x)| : t ∈ BRd+1(0, ρ1), x ∈ bB} (C1 < ∞, поскольку
отображение (x, t) 7→ ‖Dhϕt(x)‖ непрерывно на компактном множестве bB ×
BRd+1(0, ρ1)).

Очевидно, что для любых двух точек (w, p), (z, t) ∈ Hn имеем

ρ((w, p), (z, t)) ≤ |z−w|+|t−p−2 Im〈w, z〉|1/2 ≤ |z−w|+|t−p|1/2+(2|w−z| |z|)1/2,

так как Im〈w, z〉 = Im〈w − z, z〉. Поэтому

ρ(ϕt(x1), ϕt(x2)) ≤ |ϕ̃t(x1)− ϕ̃t(x2)|+ |[ϕt(x1)]2n+1 − [ϕt(x2)]2n+1|1/2

+ (2|ϕ̃t(x1)− ϕ̃t(x2)| ‖ϕ̃t‖C(bB))
1/2 ≤ C2

√
ρ(x2, x1)

для всех точек x1, x2 ∈ bB, поскольку из условия контактности (2)

‖∇L [ϕt]2n+1‖C(bB) ≤ 2‖Dhϕt‖C(bB)‖ϕ̃t‖C(bB).

(iv) Определим

�(t) = P(ϕt) + t0u0, �̃(t) = P(ϕt ◦ g) + t0u0 для всех t ∈ BRd+1(0, ρ1).

Имеем � ∈ C∞(BRd+1(0, ρ1), �+
n ) и �(0) = P(id) = �(ĩd) = ξ ∈ �+

n , где ξ(z, t) =
(z, 2t), (z, t) ∈ Hn, так как ĩd ∈ kerQ.

Найдем дифференциал � в точке 0. Для произвольного вектора h ∈ Rd+1

d�(0)h = lim
s→0

�(sh)−�(0)
s

= lim
s→0

P
(
ϕsh− id

s

)
+ h0u0

= P

(
d∑
i=1

hiui

)
+ h0u0 =

d∑
i=0

hiui.

Таким образом, линейное отображение d�(0) : Rd+1 → �+
n невырожденное.

Следовательно, существует ρ2 ∈ (0, ρ1] такое, что � — взаимно однозначное
отображение шара BRd+1(0, ρ2) на окрестность отображения ξ ∈ �+

n .
Положим

δ(ρ) = inf{‖�(t)− ξ‖ : |t| = ρ} для всех ρ ∈ (0, ρ2].

Тогда δ(ρ) неубывающая, δ(ρ) > 0 и δ(ρ) → 0 при ρ→ 0. Получаем

|�̃(t)− �(t)| = |P(ϕt ◦ g − ϕt)| ≤ ‖P‖‖ϕ̃t ◦ g − ϕ̃t‖C(σ2B).

Для точки x ∈ σ
2B ⊂ 1

2B имеем g(x) ∈ bB и

‖ϕ̃t ◦ g(x)− ϕ̃t(x)‖ ≤ C1ρ(g(x), x) ≤ C1µ0(K(f)− 1).

Пусть K(f) = 1 + τ . Тогда существует число ε1 такое, что µ0(τ) ≤ δ(ρ2)
для всех τ ∈ (0, ε1). Пусть

ρ(τ) = inf{ρ : δ(ρ) ≥ C1‖P‖µ0(τ) + τ}, τ ∈ (0, ε1).

Тогда ρ(τ) неубывающая, ρ(τ) → 0 при τ → 0, δ(ρ(τ)) > C1‖P‖µ0(τ) и ρ(τ) ≤ ρ2
для всех τ ∈ (0, ε1]. Следовательно,

|�(t)| ≥ δ(ρ(τ)) > 0 для всех t ∈ Rd+1, |t| = ρ(τ),



1240 Д. В. Исангулова

|�̃(t)− �(t)| < δ(ρ(τ)) для всех t ∈ BRd+1(0, ρ(τ)).

Таким образом, существует вектор tf ∈ BRd+1(0, ρ(τ)) такой, что �̃(tf ) = ξ.
(v) Обозначим ϕtf ◦ ψ−1 ◦ f = ϕtf ◦ g = h. Тогда P (h̃) = ĩd. Поскольку

ĩd ∈ kerQ, то P (h̃− ĩd) = 0. Следовательно,∫
σ
2B

(
hk(x)− xk

)
dx = 0 для всех k = 1, . . . , 2n,

так как постоянные отображения x̃ 7→ (0, . . . , 0,
k
1, 0, . . . , 0), k = 1, . . . , 2n, при-

надлежат kerQ. В силу построения

ρ(h(x), x) = ρ(ϕtf ◦ g(x), x) ≤ ρ(ϕtf ◦ g(x), ϕtf (x)) + ρ(ϕtf (x), x)

≤ C2
√
ρ(g(x), x) + λ(ρ(τ)) ≤ C2µ0(τ)1/2 + λ(ρ(τ)) = λ1(τ)

для всех x ∈ B
(
0, 1

2

)
, причем λ1(t) → 0 при t→ 0.

Рассмотрим b = (0, . . . , 0, β) ∈ Hn, где β = 1
|σ2B|

∫
σ
2B

[x−1 · h(x)]2n+1 dx. Оче-

видно, |β| ≤ [λ1(τ)]2.
Положим ϕ = ψ ◦ ϕ−1

tf ◦ π−1
b . Нетрудно проверить, что (ψ)B(0, 18 ) = 0 для

ψ(x) = x−1 · (ϕ−1 ◦ f)(x) и

ρ(ϕ−1 ◦ f(x), x) ≤ ρ(h(x), x) + ρ(b · x, x) ≤ λ1(τ) +
√
|β| ≤ Cλ1(τ)

def= µ1(τ)

для всех x ∈ B(0, 1/2). Из предложения 2 вытекает

‖Dh(ϕ−1 ◦ f)−I‖p, 18B=‖Dh(ϕ−1 ◦ f)−Dh(P (ϕ−1 ◦ f))‖p, 18B≤C‖Q(ϕ−1 ◦ f)‖p, 18B ,

если ϕ−1 ◦ f ∈ W 1
p

( 1
8B,H

n
)
. Так как ϕ−1 ◦ f близко к тождественному отобра-

жению в равномерной норме, то, как и в доказательстве теоремы 3 работы [9],
имеем

‖Dh(ϕ−1 ◦ f)− I‖ν, 5
18B

≤ µ2[K(f)− 1].

(vi) Пусть теперь B = B(a, r) — произвольный шар и f : B(a, r) → Hn —
отображение с K-ограниченным искажением. Рассмотрим отображение g = f ◦
πa ◦ δr : B(0, 1) → Hn, которое тоже является отображением с K-ограниченным
искажением. Для отображения g теорема 2 уже доказана в пп. (i)–(v). Сле-
довательно, существует такое мёбиусово преобразование ψ, что для ψ−1 ◦ g вы-
полнены все условия теоремы.

Нетрудно проверить, что мёбиусово преобразование ϕ = ψ ◦ δ−1
r ◦π−1

a явля-
ется искомым для отображения f . �

§ 4. Доказательство теоремы 1

Покажем, что отображения с ограниченным искажением имеют постоян-
ную KR-ориентацию при достаточно малом коэффициенте искажения. Это
свойство является принципиальным для применения леммы 1.

Предложение 3. Существует число ε2 ∈ (0, ε1] такое, что всякое отоб-
ражение с ограниченным искажением f : U → Hn, определенное на связной
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области U ⊂ Hn, с коэффициентом искажения K(f) < 1 + ε2 имеет постоянную
KR-ориентацию на U .

Предложение 3 частично отвечает на вопрос, поставленный в [5]: будет ли
отображение класса Соболева иметь постоянную KR-ориентацию?

Доказательство. Рассмотрим отображение с ограниченным искажением
f : U → Hn, K(f) < 1+ε1, и шар B

(
a, 18

5 r
)
⊂ U . Обозначим ω = 18

5 µ2(K(f)−1),
B = B(a, r). Напомним, что по теореме 2 существует конформное отображе-
ние θ такое, что (∫

B

|Dh(θ−1 ◦ f)(x)− I|ν dx
)1/ν

≤ rω.

Обозначим g = θ−1 ◦ f , A(x) = Dhg(x), J =
(

0 I
−I 0

)
. В силу неравенства

Гёльдера имеем

‖AtJA− J‖ν/2,B ≤ ‖AtJA− JA‖ν/2,B + ‖JA− J‖ν/2,B
≤ ‖At − I‖ν,B‖A‖ν,B + ‖A− I‖ν,B |B|1/ν

и, следовательно, ‖AtJA − J‖ν/2,B ≤ 3r2ω, если ω < 1. С другой стороны, в
силу предложения 1

Dg(x)=
(
Dhg(x) 0

0 λ(x, g)

)
, Dhg(x)=


√
λ(x, g)S(x), λ(x, g) ≥ 0,√
−λ(x, g)

(
I 0
0 −I

)
S(x), λ(x, g) < 0,

где λn(x, g) = detDhg(x), S(x) ∈ Sp(n,R). Поскольку StJS = J , получаем
At(x)JA(x) = λ(x, g)J , если λ(x, g) > 0, и

At(x)JA(x) = −λ(x, g)St
(
I 0
0 −I

)
J

(
I 0
0 −I

)
S = −λ(x, g)St(−J)S = λ(x, g)J,

если λ(x, g) < 0. Так как |{λ(x, g) = 0}| = |{J(x, g) = 0}| = 0 [17, теорема 4], то∫
B

|AtJA− J |ν/2 dx =
∫
B

|λ(x, g)− 1|ν/2 dx ≤ rν/4,

если K(g) = K(f) < 1 + ε2, где ε2 ∈ (0, ε1) такое, что (3ω)ν/2 ≤
( 54

5 µ2(ε2)
)ν/2 ≤

1/4.
Предположим, что |Z| > 0, где Z = {x ∈ B : λ(x, g) < 0}. Тогда существует

шар B1 ⊂ B такой, что

2rν1/5 < |Z ∩B1| ≤ 3rν1/5, r1 = r(B1).

В силу теоремы 2 существует отображение ϕ ∈Mn такое, что∫
B1

|λ(x, ϕ ◦ g)− 1|ν/2 dx ≤ rν1/4.

В случае λ(ϕ) > 0 имеем |Z∩B1| < rν1/4. Случай λ(ϕ) < 0 влечет |B1\Z| < rν1/4.
В обоих случаях получаем противоречие с выбором шара B1.

Таким образом, мы показали, что отображение g сохраняет KR-ориен-
тацию. Для завершения доказательства заметим, что signλ(f) ≡ signλ(g) или
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signλ(f) ≡ − signλ(g), так как signλ(θ) ≡ 1 для всех θ ∈ M+
n и signλ(θ) ≡ −1

для всех θ ∈ M−
n . Следовательно, отображение f имеет постоянную KR-

ориентацию. �

Доказательство теоремы 1. (i) Рассмотрим шар B(a0, r0) ⊂ U и шар
B0 = B

(
a0,

r0
8

)
. По теореме 2 существует мёбиусово отображение θ такое, что

‖Dh(θ−1 ◦ f)− I‖p,B0 ≤ C‖Q(θ−1 ◦ f)‖p,B0 , если θ−1 ◦ f ∈W 1
p (B0,Hn),

ρ(x, (θ−1 ◦ f)(x)) ≤ r0µ1(K(f)− 1) для всех x ∈ B(a0, r0/2)

и

‖Dh(θ−1 ◦ f)− I‖ν,10/9B0 ≤ ‖Dh(θ−1 ◦ f)− I‖ν,20/9B0 ≤ r0µ2(K(f)− 1),∫
B0

[x−1·(θ−1◦f)(x)]k dx = 0 для всех k = 1, . . . , 2n+ 1.

Обозначим θ−1 ◦ f = g. Тогда g : 4B0 → Hn является отображением с
ограниченным искажением и K(g) = K(f) = K. Более того, по предложению 3
g сохраняет KR-ориентацию на B0, если K < 1+ ε2. Следовательно, мы можем
применить лемму 1.

В силу (1) имеем

‖Dhg − I‖p,B0 ≤ C(K − 1)(‖Dhg(x)− I‖p,B0 + |B0|1/p) + ‖β(Dhg(x)− I)‖p,B0

для всех p ∈ [1, ν], где β(v) = O(|v|3/2) при v → 0 и β(v) ≤ C|v| для всех v.
(ii) Оценим ‖β(Dhg(x)− I)‖ ν

2 ,B0 . Рассмотрим шар 10
9 B0.

Так же, как и в доказательстве теоремы 2 работы [9], получаем, что при
KO = Kn+1 < 1+ε̃0 отображение Dhg принадлежит классу BSO ν

2
(SM) на шаре

10
9 B0 и osc

(
Dhg,

ν
2 , SM

)
= µ3(K − 1), где µ3 — неубывающая положительная

функция и µ3(t) → 0 при t → 0. Следовательно, по свойствам отображений с
ограниченным удельным колебанием (см. [9, теорема 1]) имеем∫

B0

|Dhg(x)− I|ν/2+ε dx ≤ C1(ν/2 + ε)µ3(K − 1)ε
∫
B0

|Dhg(x)− I|ν/2 dx,

где 2ε + ν/2 < σ0(2−δ)
µ3(ε3)

< σ0(2−δ)
µ3(K−1) , ε ∈ (0, 1). Здесь K < 1 + ε3, где ε3 ∈ (0, ε2] и

(1 + ε3)n+1 < 1 + ε̃0.
Поскольку β(v) = O(|v|3/2) при v → 0 и β(v) ≤ C|v| для всех v, существует

константа C2 такая, что β(v) ≤ C2|v|3/2 при |v| < 1 и β(v) ≤ C2|v| при |v| ≥ 1.
Пусть E1 = {x ∈ B0 : |Dhg(x)−I| < 1} и E2 = {x ∈ B0 : |Dhg(x)−I| ≥ 1}. Тогда∫

B0

|β(Dhg(x)− I)|ν/2 dx ≤ Cν/2
2

∫
E1

|Dhg(x)− I|3ν/4 dx

+ Cν/2
2

∫
E2

|Dhg(x)− I|ν/2 dx ≤ Cν/2
2

∫
B0

|Dhg(x)− I|ν/2+ε dx

≤ C1(ν/2 + ε)Cν/2
2 µ3(K − 1)ε

∫
B0

|Dhg(x)− I|ν/2 dx.
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(iii) Имеем

‖Dhg − I‖ν/2,B0 ≤ C(K − 1)(‖Dhg − I‖ν/2,B0 + |B0|2/ν)

+ C2(C1(ν/2 + ε)µ3(K − 1)ε)2/ν‖Dhg(x)− I‖ν/2,B0 .

Рассмотрим ε4 ∈ (0, ε3] такое, что

max{C2(C1(ν/2 + ε4)µ3(ε4)ε)2/ν , Cε4} =
1
4
,

и положим K < ε4 + 1. Тогда

‖Dhg − I‖ν/2,B0 ≤ C(K − 1)r20.

Используя лемму 12 работы [9], выводим osc(Dhg, ν/4, SM) = C3(K−1). Таким
образом, в силу теоремы 1 работы [9] получаем, что Dhg ∈ Lp,loc для всех
p ∈

[
1, C0

K−1

)
, где C0 = 2σ0

C3
. Отсюда немедленно вытекает, что f ∈ W 1

p,loc для
всех p ∈

[
1, C0

K−1

)
. При этом для всех p ∈

[
ν
4 ,

C0(1−δ)
K−1

)
имеем

‖Dhg − I‖p, 9
10B0

≤ Crν/p0 (K − 1).

Пусть K < ε0 + 1, где ε0 ≤ ε4,
C0(1−δ)

ε0
> ν и Crν/p0 ε0 < 1. Близость

отображений в норме Соболева L1
p при p > ν влечет близость отображений в

равномерной норме [9, лемма 11]: для отображения π−b ◦ g, где b = x−1
0 · g(x0),

выполнено

ρ(π−b ◦ g(x), x) = ρ((θ ◦ πb)−1 ◦ f(x), x) ≤ Cr0
√
K − 1

для всех x ∈ 8
9B0 ⊂ 9

10B0. Так как ρ(b) ≤ r0µ2(K − 1), то при K, достаточно
близком к 1, имеем ρ(π−b ◦g(x), x) ≤ υ0r0 (υ0 из леммы 12 работы [9]). Следова-
тельно [9, лемма 12], из неравенства ‖Dhg − I‖p, 9

10B0
≤ Crν/p0 (K − 1) получаем

‖Dhf −Dhθ‖p, 89B0
≤ C(K − 1)‖Dhθ‖p, 89B0

для всех p ∈
[
ν

4
,
C0(1− δ)
K − 1

)
.

Как и выше, близость производных влечет близость f к θ в равномерной норме
[9, лемма 11]. �

§ 5. Пример

Данный пример показывает, что порядок близости отображения к мёбиусо-
ву в норме Соболева L1

p в теореме 1 не может быть улучшен.
Рассмотрим отображение

f(x) = (x1, . . . , xn, xn+1 + cx1, xn+2, . . . , x2n, x2n+1) : B = B(0, 1) → Hn,

где c ∈ (0, 1). Отображение f принадлежит классу СоболеваW 1
p (B,Hn) для всех

p ∈ [1,∞) и является отображением с ограниченным искажением: J(x, f) = 1
и |Dhf(x)| =

√
1 + c2/4 + c/2 для всех x ∈ U , поэтому K = K(f) = 1 + c2/2 +

c
√

1 + c2/4.
Имеем |Dhf(x) − I| = c ≤ K − 1 и |x1|

√
K − 1 ≤ ρ(f(x), x) ≤

√
2
√
K − 1,

поскольку

ρ(f(x), x) = ρ
((

0, . . . , 0, cx1, 0, . . . , 0, 2cx2
1
))

= |x1|(c4 + 4c2)1/4.
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Покажем, что не найдется такого ϕ ∈ Mn, чтобы для s = 1
9 и для некото-

рого p ∈ [1,∞) выполнялось ‖Dh(ϕ ◦ f) − I‖p,sB = o(K − 1). Проведем дока-
зательство от противного. Пусть такое ϕ существует. Как и в доказательстве
предложения 3, получаем, что ϕ ∈M+

n при достаточно малом c.
Обозначим через A (n × n)-матрицу с элементами aij , i, j = 1, . . . , n, где

a11 = 1, aij = 0 для всех остальных i и j. Тогда Dhf(x) = C = I + c

(
0 0
A 0

)
для всех x ∈ B. Нетрудно проверить, что C−1 = I − c

(
0 0
A 0

)
и |C−1| ≥ 1

2 при
достаточно малом c.

Рассмотрим точку x ∈ B
(
0, s2
)
. Тогда y = f(x) ∈ B(0, s) при достаточно

малом c. Имеем

Dh(ϕ ◦ f)(x)− I = Dhϕ(y)C − I = (Dhϕ(y)− C−1)C.

Поскольку C−1+JC−1J
2 = −c

(
0 A
A 0

)
и Dhϕ+ JDhϕJ = 0, то

|(Dhϕ(y)− C−1) + J(Dhϕ(y)− C−1)J |
2

=
c

2
.

Следовательно,

‖(Dhϕ− C−1) + J(Dhϕ− C−1)J‖p, s2B
2

=
c

2

∣∣∣s
2
B
∣∣∣1/p

≤ ‖Dhϕ− C−1‖p, s2B ≤ ‖Dh(ϕ ◦ f)− I‖p,sB |C−1| = o(K − 1).

Получаем противоречие при K → 1, так как c = O(K − 1).
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