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ОЦЕНКА РЯДА ДИРИХЛЕ В ПОЛУПОЛОСЕ

В СЛУЧАЕ НЕРЕГУЛЯРНОГО

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПОКАЗАТЕЛЕЙ. II

А. М. Гайсин, Д. И. Сергеева

Аннотация. Изучаются ряды Дирихле, сходящиеся лишь в полуплоскости, по-
следовательность показателей которых допускает расширение до некоторой «пра-
вильной» последовательности. Установлены неулучшаемые оценки порядка суммы
ряда Дирихле в полуполосе, ширина которой зависит от специальной плотности
распределения показателей.

Ключевые слова: порядок ряда Дирихле в полуполосе.

Пусть � = {λn} (0 < λn ↑ ∞) — последовательность, удовлетворяющая
условию

lim
n→∞

lnn
λn

= H <∞. (1)

При изучении целых функций

F (s) =
∞∑
n=1

ane
λns (s = σ + it), (2)

определенных всюду сходящимися рядами Дирихле, в свое время Риттом было
введено понятие R-порядка. Приведем определение этой величины — наиболее
употребительной характеристики роста для рядов Дирихле (2). Поскольку ряд
(2) сходится во всей плоскости, в силу условия (1) он сходится во всей плоскости
абсолютно. Пусть M(σ) = sup

|t|<∞
|F (σ + it)|. Известно, что lnM(σ) — возраста-

ющая выпуклая функция от σ, lim
σ→+∞

lnM(σ) = +∞, lim
σ→−∞

lnM(σ) = −∞.

Порядком по Ритту (R-порядком) целой функции F , определенной рядом
(2), называется величина [1]

ρR = lim
σ→+∞

ln lnM(σ)
σ

.

Пусть целая функция f(z) =
∞∑
n=1

anzn имеет конечный порядок ρ. Сделаем

замену z = es. Тогда

F (s) = f(es) =
∞∑
n=1

ane
ns
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— целая функция, для которой ρR = ρ.
Рассмотрим полосу S(a, t0) = {s = σ + it : |t− t0| ≤ a}. Положим Ms(σ) =

max
|t−t0|≤a

|F (σ + it)|. Величина

ρs = lim
σ→+∞

ln+ lnMs(σ)
σ

(a+ = max(a, 0))

называется R-порядком функции F в полосе S(a, t0).
Пусть

lim
n→∞

n

λn
= D <∞, D∗ = lim

λ→+∞

1
λ

λ∫
0

D(x) dx,

где D(x) = n(x)
x , n(x) =

∑
λn≤x

1 (D — верхняя плотность, D∗ — усредненная верх-

няя плотность последовательности �). Известно, что D∗ ≤ D ≤ eD∗ [2]. В [2]
доказано, что если lim

n→∞
(λn+1−λn) = h > 0, то R-порядок ρs функции F в поло-

се S(a, t0) при a > πD∗ равен R-порядку ρR во всей плоскости. Наиболее общий
результат о связи между величинами ρR и ρs установлен А. Ф. Леонтьевым [3].

В данной статье рассматриваются аналогичные вопросы в случае, когда
область сходимости ряда (2) — полуплоскость �0 = {s = σ + it : σ < 0}. При
H = 0 если ряд (2) сходится в полуплоскости �0, то он сходится в �0 и абсолют-
но. Тогда сумма ряда F аналитична в данной полуплоскости. Класс всех ана-
литических функций, представимых рядами Дирихле (2), сходящимися лишь в
полуплоскости �0, обозначим через D0(�).

Пусть S(a, t0) = {s = σ + it : |t− t0| ≤ a, σ < 0} — полуполоса. Величины

ρR = lim
σ→0−

ln+ lnM(σ)
|σ|−1 , ρs = lim

σ→0−

ln+ lnMs(σ)
|σ|−1

называются порядками по Ритту в полуплоскости �0 и полуполосе S(a, t0)
функции F [4]. В дальнейшем ρR и ρs будем называть порядками в полуплос-
кости и полуполосе. Если это необходимо, вместо ρR и ρs будем писать ρR(F )
и ρs(F ).

В [4] показано, что если lim
n→∞

lnλn
λn

lnn = 0, то порядок ρR любой функции
F ∈ D0(�) равен

ρR = lim
n→∞

lnλn
λn

ln+ |an|. (3)

Пусть последовательность � имеет конечную верхнюю плотность D. Тогда

L(z) =
∞∏
n=1

(
1− z2

λ2
n

)
(z = x+ iy)

— целая функция экспоненциального типа. Пусть h(ϕ) — индикатриса роста
функции L(z). Тогда τ = h

(
±π

2

)
≤ πD∗ [2]. Очевидно, τ — тип функции L(z).

Пусть

|L(x)| ≤ eg(x) (x ≥ 0), lim
x→+∞

g(x) lnx
x

= 0. (4)

В этом случае h(0) = h(π) = 0. Следовательно, сопряженная диаграмма функ-
ции L(z) есть отрезок I = [−τi, τ i], h(ϕ) = τ | sinϕ|.

В [4] доказана следующая
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Теорема I. Пусть функция L(z) удовлетворяет условиям (4) и имеет тип
τ (0 ≤ τ <∞). Положим q = q(L), где

q(L) = lim
n→∞

lnλn
λn

ln
∣∣∣∣ 1
L′(λn)

∣∣∣∣ . (5)

Тогда порядок ρs в полуполосе S(a, t0) при a > τ и порядок ρR любой функции
F ∈ D0(�) в полуплоскости �0 удовлетворяют оценкам

ρs ≤ ρR ≤ ρs + q. (6)

Для полуполосы S(a, t0) при a < τ правая оценка в (6), вообще говоря, не
верна [4].

Ясно, что левая оценка в (6) точна. Действительно, если t0 = 0, а an > 0,
то M(σ) = Ms(σ) и ρR = ρs. В [4] показано, что если � — последовательность
всех нулей функции типа синуса, то существует функция F ∈ D0(�), для ко-
торой ρR = ρs + q при a > τ . Вопрос о точности оценки ρR ≤ ρs + q в общем
случае пока оставался открытым. К тому же условия (4) и (5) трудно прове-
ряемы (они не сформулированы в терминах распределения последовательности
�). В общей ситуации пара условий (4) может и не выполняться. Однако может
существовать целая функция экспоненциального типа Q с простыми нулями в
точках последовательности �, для которой условия (4) будут выполнены, при-
чем q(Q) = q∗, где

q∗ = lim
n→∞

lnλn
λn

1∫
0

n(λn; t)
t

dt,

q(Q) — величина, определяемая точно так же, как и q(L) в (5), а n(λn; t) —
число точек λk 6= λn из отрезка {x : |x− λn| ≤ t}.

Цель статьи — в терминах специальной плотности G(R) распределения то-
чек последовательности � указать достаточно общие, но простые и наглядные
условия, при выполнении которых справедлива оценка

ρR ≤ ρs + q∗

(ρs — порядок в полуполосе S(a, t0) ширины больше, чем 2πG(R)), не улучша-
емая в классе D0(�).

§ 1. Предварительные сведения

1◦. Специальные плотности распределения последовательности «.
Пусть � = {λn} (0 < λn ↑ ∞) — последовательность, имеющая конечную верх-
нюю плотность, L — класс положительных, непрерывных и неограниченно воз-
растающих на [0,∞) функций. Через K обозначим подкласс функций h из L
таких, что h(0) = 0, h(t) = o(t) при t → ∞, h(t)

t ↓ при t ↑ (h(t)
t монотонно убы-

вает при t > 0). В частности, если h ∈ K, то h(2t) ≤ 2h(t) (t > 0), h(t) ≤ h(1)t
при t ≥ 1.

K-плотностью последовательности � называется величина

G(K) = inf
h∈K

lim
t→∞

µ�(ω(t))
h(t)

, (7)

где ω(t) = [t, t+ h(t)) — полуинтервал, µ�(ω(t)) — число точек из �, попавших
в полуинтервал ω(t).
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Пусть � = {ω} — семейство полуинтервалов вида ω = [a, b). Через |ω|
будем обозначать длину ω. Всякая последовательность � = {λn} (0 < λn ↑ ∞)
порождает целочисленную считающую меру µ�:

µ�(ω) =
∑
λn∈ω

1, ω ∈ �.

Пусть µ� — считающая мера, порожденная последовательностью � = {µn}
(0 < µn ↑ ∞). Тогда включение � ⊂ � означает, что µ�(ω) ≤ µ� (ω) для любого
ω ∈ �. В этом случае говорят, что мера µ� мажорирует меру µ�.

Через D(K) обозначим точную нижнюю грань тех чисел b (0 ≤ b < ∞),
для каждого из которых существует мера µ� , мажорирующая µ�, такая, что
для некоторой функции h ∈ K

|M(t)− bt| ≤ h(t) (t ≥ 0). (8)

Здесь � = {λn}, � = {µn}, M(t) =
∑
µn≤t

1.

Лемма 1. Величины D(K) и G(K) совпадают: D(K) = G(K).
Доказательство. Для любого a > D(K) существует мера µ� , мажориру-

ющая µ�, такая, что для некоторой функции h ∈ K выполняется оценка (8).
Положим h∗(t) = Ah(t) (0 < A <∞). Ясно, что h∗ ∈ K. Учитывая (8), имеем

µ� ([t, t+ h∗(t))) = M(t+ h∗(t))−M(t) ≤ h(t+ h∗(t)) + h(t) + ah∗(t) (t ≥ 0).

Так как h ∈ K, то h(2t) ≤ 2h(t) (t > 0). Поскольку h∗(t) = o(t) при t→∞, то

µ� ([t, t+ h∗(t)))
h∗(t)

≤ a+
3h(t)
h∗(t)

= a+
3
A
, t ≥ t0.

Но µ�(ω) ≤ µ� (ω) для любого ω ∈ �. Следовательно, из (7) получаем, что
G(K) ≤ a. Поскольку a > D(K) любое, то G(K) ≤ D(K).

Убедимся, что G(K) = D(K). Для любого b > G(K) существует функция
h ∈ K такая, что при t ≥ t0

µ�(ω(t)) ≤ bh(t), ω(t) = [t, t+ h(t)).

Положим t1 = t0 + h(t0), t2 = t1 + h(t1), . . . , tn = tn−1 + h(tn−1) (n ≥ 1). Ясно,
что

[t0,∞) =
∞⋃
i=0

ωi, ωi = [ti, ti+1).

Таким образом,
µ�(ωi) ≤ b|ωi|, |ωi| = hi = h(ti). (9)

Расширим последовательность � = {λn} до последовательности � = {µn}
(0 < µn ↑ ∞) путем добавления в каждый полуинтервал ωi точек νn так, чтобы

10) |µ� (ωi)− b|ωi|| ≤ 1 (i ≥ 0);
20) для любого n ≥ 0∣∣∣∣∣µ�

(
n⋃
i=0

ωi

)
− b

n∑
i=0

|ωi|

∣∣∣∣∣ ≤ 1.

Для этого поступаем следующим образом. Пусть α = a− [a] ([a] — целая часть
a). Ясно, что 0 ≤ α < 1. Учитывая (9), в каждый полуинтервал ωi добавим,
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если это необходимо, конечное число попарно различных точек
{
ν(i)
j

}ki
j=1 так,

чтобы выполнялись условия:
а) ν(i)

j /∈ �, j = 1, 2, . . . , ki, i ≥ 0;
б) ν(i)

1 < ν(i)
2 < · · · < ν(i)

ki
(i ≥ 0);

в) |µ�(ωi) + ki − b|ωi|| ≤ 1.
Если µ�(ωi) = b|ωi|, считаем, что ki = 0. Присоединяя к последовательно-

сти � точки ν(i)
j (j = 1, 2, . . . , ki, i ≥ 0), получим расширенную последователь-

ность � = {µn} (0 < µn ↑ ∞). Из построения видно, что |µ� (ωi) − b|ωi|| ≤ 1
(i ≥ 0). Последовательность � не обязательно удовлетворяет условию 20. По-
этому уточним построение � .

Выберем точки ν(0)
j (j = 1, 2, . . . , k0), ν

(1)
j (j = 1, 2, . . . , k1) так, чтобы выпол-

нялись равенства µ� (ω0) = [b|ω0|], µ� (ω1) = [b|ω1|]+1. Тогда µ� (ω0∪ω1) = b|ω0|+
b|ω1|−α0 +α1, где α0 = {b|ω0|} (0 ≤ α0 < 1), α1 = 1−{b|ω1|} (0 < α1 ≤ 1) ({a} —
дробная часть a, т. е. {a} = a − [a]). Если положить s0 = −α0, s1 = −α0 + α1,
то −1 ≤ s0 ≤ 0, −1 ≤ s1 ≤ 1. Теперь добьемся того, чтобы

µ� (ω2) =
{

[b|ω2|] + 1, если − 1 ≤ s1 ≤ 0,
[b|ω2|], если 0 < s1 ≤ 1.

Тогда

µ�

(
2⋃
i=0

ωi

)
= b

2∑
i=0

|ωi|+ s2,

где s2 = s1 + α2, а

α2 =
{

1− {b|ω2|}, если − 1 ≤ s1 ≤ 0;
−{b|ω2|}, если 0 < s1 ≤ 1.

Видно, что −1 ≤ s2 ≤ 1. Продолжая построение по индукции, добьемся того,
чтобы

µ� (ωn) =
{

[b|ωn|] + 1, если − 1 ≤ sn−1 ≤ 0;
[b|ωn|], если 0 < sn−1 ≤ 1.

Тогда

µ�

(
n⋃
i=0

ωi

)
= b

n∑
i=0

|ωi|+ sn,

где sn = sn−1 + αn, а

αn =
{

1− {b|ωn|}, если − 1 ≤ sn−1 ≤ 0;
−{b|ωn|}, если 0 < sn−1 ≤ 1.

Следовательно, ∣∣∣∣∣µ�
(

n⋃
i=0

ωi

)
− b

n∑
i=0

|ωi|

∣∣∣∣∣ = |sn| ≤ 1.

Таким образом, последовательность � обладает свойством 20. Убедимся, что

|M(t)− bt| ≤ H(t), H ∈ K. (10)

Действительно, пусть t ∈ ωn, т. е. tn ≤ t < tn+1, где tn = tn−1 + h(tn−1) (n ≥ 1).
Тогда

M(t) = M(t0) + µ�

(
n⋃
i=0

ωi

)
+ µ� ([tn, t)).
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Следовательно, учитывая 20, имеем

|M(t)− bt| ≤M(t0) +

∣∣∣∣∣µ�
(
n−1⋃
i=0

ωi

)
− b

n∑
i=0

|ωi|

∣∣∣∣∣+ b(t− tn) + µ� ([tn, t))

≤M(t0) + 1 + bh(tn) + µ� ([tn, tn+1)) ≤M(t0) + 1 + (b+ 1)h(t) = H(t).

Очевидно, H ∈ K, и оценка (10) имеет место. Поскольку b > G(K) любое,
G(K) ≤ D(K), то, учитывая определение величиныD(K), заключаем, что нера-
венство G(K) < D(K) невозможно. Следовательно, G(K) = D(K).

Лемма 1 полностью доказана.

2◦. Существование целых функций с правильным поведением на
вещественной оси. Пусть L и K — классы функций, введенные выше,

S =

{
h ∈ K : d(h) = lim

x→∞

h(x) lnh(x)
x ln x

h(x)
<∞

}
.

Теорема II. Пусть � = {λn} (0 < λn ↑ ∞) — последовательность, имею-
щая конечную S-плотность G(S). Тогда для любого b > G(S) существует по-
следовательность � = {µn} (0 < µn ↑ ∞), содержащая � и имеющая плотность
b, такая, что целая функция экспоненциального типа πb

Q(z) =
∞∏
n=1

(
1− z2

µ2
n

)
(z = x+ iy) (11)

обладает свойствами:
1) Q(λn) = 0, Q′(λn) 6= 0 для любого λn ∈ �;
2) существует H ∈ S такая, что

ln |Q(x)| ≤ AH(x) ln+ x

H(x)
+B; (12)

3) если �(x) =
∑

λn≤x
1 и

�(x+ ρ)− �(x) ≤ aρ+ b+
ϕ(x)

ln+ ρ+ 1
(ρ ≥ 0) (13)

(ϕ — любая неотрицательная неубывающая функция, определенная на луче
[0,∞), 1 ≤ ϕ(x) ≤ αx ln+ x + β), то существует последовательность {rn}, 0 <
rn ↑ ∞, rn+1 − rn = O(H(rn)) при n→∞ такая, что для x = rn (n ≥ 1)

ln |Q(x)| ≥ −CH(x) ln+ x

H(x)
− 2ϕ(x)−D; (14)

4) если

� = lim
n→∞

1
λn

1∫
0

n(λn; t)
t

dt <∞,

то при условии (13)∣∣∣∣∣∣ln
∣∣∣∣ 1
Q′(λn)

∣∣∣∣−
1∫

0

n(λn; t)
t

dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ EH(λn) ln+ λn
H(λn)

+2ϕ(λn)+F lnλn+L (n ≥ 1),

(15)
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где n(λn; t) — число точек λk 6= λn из отрезка {x : |x− λn| ≤ t}.
Здесь все постоянные положительны и конечны.
Замечание. Условие � < ∞ не является следствием оценки (13), если

даже функция ϕ ограничена. Действительно, пусть sup
x≥0

ϕ(x) < ∞, 0 ≤ ρ ≤ 1.

Тогда из (13) следует, что �(x + ρ) − �(x) ≤ C < ∞ (x ≥ 0). Следовательно,
если hn = min

k 6=n
|λk − λn|, то

ln+ 1
hn

≤
1∫

0

n(λn; t)
t

dt ≤ 2C ln+ 1
hn
.

Так что в этом случае � <∞ тогда и только тогда, когда

lim
n→∞

1
λn

ln+ 1
hn

<∞.

В случае, когда функция ϕ не ограничена, условие (13) допускает ситуацию

sup
x≥0

[�(x+ 1)− �(x)] = ∞.

Докажем теорему II. Согласно лемме 1 имеем G(S) = D(S). Значит, для
любого σ > G(S) существуют последовательность � = {µn} (0 < µn ↑ ∞),
содержащая �, и H ∈ S такие, что

|M(t)− σt| ≤ H(t) (t ≥ 0), M(t) =
∑
µn≤t

1. (16)

Так как 0 < µn ↑ ∞, то � — последовательность простых нулей целой функции

Q(z) =
∞∏
n=1

(
1− z2

µ2
n

)
экспоненциального типа πσ. Так что Q(λn) = 0, Q′(λn) 6= 0 (n ≥ 1).

Оценка (12) вытекает из теоремы 1 в [5]. Чтобы доказать утверждение 3,
поступаем следующим образом. Пусть � = � ∪ ν, где ν = {νn} (0 < νn ↑
∞) ν(t) =

∑
νn≤t

1. Из доказательства леммы 1 следует существование системы

полуинтервалов {ωi}∞i=0, ωi ∈ �, |ωi| ↑ ∞ при i ↑ ∞, такой, что [t0,∞) =
∞⋃
i=0

ωi,
причем

µν(ωi) ≤ µ� (ωi) ≤ σ|ωi|+ 1 (i ≥ 0). (17)

Здесь � = {ω} — семейство полуинтервалов вида ω = [a, b), µν — считающая ме-
ра последовательности ν = {νn}. Последовательность ν, построенную в лемме 1,
подправим следующим образом. Для этого сначала точки последовательности
ν, попавшие в ωi, равномерно распределим по полуинтервалу ωi. Тогда в силу
(17) для любых νn и νm из ωi (νn 6= νm) выполняются оценки

|νn − νm| ≥ δ/σ (n 6= m, 0 < δ < 1, i ≥ 0). (18)

Не теряя общности, можно считать, что |ω0| ≥ 1, δ/σ ≤ 1. Для каждого полу-

интервала ωi рассмотрим представление вида ωi =
mi⋃
k=1

ω(i)
k (i ≥ 0), где ω(i)

k ∈ �,
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ω(i)
k ∩ ω(i)

m = ∅ при k 6= m,
∣∣ω(i)

k

∣∣ = δ/σ (k = 0, 1, . . . ,mi − 1), δ/σ ≤
∣∣ω(i)

mi

∣∣ < 2δ
σ .

Пусть ω(i)
1 — самый левый полуинтервал, а остальные ω(i)

k пронумерованы в
порядке их расположения слева направо. Так что ω(i)

mi — самый правый по-
луинтервал. Ясно, что µν(ωi) ≤ mi + 1. Пользуясь условием (13), имеем
�(λm + 2)− �(λm) ≤ pϕ(λm) (0 < p <∞, m ≥ 1). Так как

∣∣ω(i)
k

∣∣ ≤ 2, то видим,
что µ�

(
ω(i)
k

)
≤ pϕ(ti+ |ωi|) (ti — левый конец ωi). Поскольку |ωi| ≤ ti при i ≥ i0,

то µ�
(
ω(i)
k

)
< qϕ(2λm), где λm = min{λj : λj ∈ ωi}, 0 < q < ∞ (k = 1, 2, . . . ,mi;

i ≥ 0). Это означает, что каждый полуинтервал ω(i)
k (k = 1, 2, . . . ,mi; i ≥ 0)

содержит подынтервал ωki ∈ �, |ωki| = γ
ϕ(2λm)

(
γ = δ

2σq

)
, свободный от точек �.

Полуинтервал ω(i)
k (k = 1, 2, . . . ,mi − 1) содержит не более одной точки из ν.

Точку νj ∈ ν, попавшую в ωki (k = 1, 2, . . . ,mi − 1), заменим на νki — центр по-
луинтервала ωki. Полуинтервал ω(i)

mi содержит не более двух точек из ν. Точки
из ν, попавшие в ω(i)

mi, также перенесем в центр ωmii. В итоге получим изменен-
ную последовательность ν∗ = {ν∗n}, которую для простоты по-прежнему будем
обозначать через ν = {νn}. Из построения следует, что для любого n ≥ 1

qn = min
k
|λn − νk| ≥ γ/ϕ(2λn). (19)

Оценим разность ν(t + ρ) − ν(t). Если t ∈ ωi, t + ρ ∈ ωi, то из-за «почти
равномерного» распределения точек ν из ωi справедлива оценка

ν(t+ ρ)− ν(t) ≤
{
cρ+ d, если 0 ≤ ρ < 1,
cρ, если ρ ≥ 1,

(20)

где c, d (0 < c < ∞, 0 < d < ∞) — постоянные, не зависящие от ωi (i ≥ 0).
Пусть теперь t ∈ ωi = [ti, ti+1) (i ≥ 0), а t + ρ ∈ ωm = [tm, tm+1) (i < m). Так
как |ω0| ≥ 1, то |ωi| = ti+1 − ti ≥ 1 для любого i ≥ 0. Учитывая (20), получаем
что

ν(t+ ρ)− ν(t) = [ν(ti+1)− ν(t)] +
m−1∑
k=i+1

[ν(tk+1)− ν(tk)] + [ν(t+ ρ)− ν(tm)]

≤ c(ti+1 − t) + d+ c
m−1∑
k=i+1

[tk+1 − tk] + c(t+ ρ− tm) ≤ cρ+ d.

Следовательно, с учетом условия (13) имеем

M(x+ ρ)−M(x) = [�(x+ ρ)− �(x)] + [ν(x+ ρ)− ν(x)]

≤ dρ+ f +
ϕ(x)

ln+ ρ+ 1
(ρ ≥ 0, x ≥ 0). (21)

Любое перераспределение точек νk ∈ ωi внутри каждого полуинтервала ωi (i ≥
0) не нарушит условия (16). Значит, утверждение 3 есть следствие теоремы 2
из [5].

Докажем утверждение 4. Имеем

Q′(λn) = − 2
λn
Qn(λn), Qn(λn) =

∏
µk 6=λn

(
1− λ2

n

µ2
k

)
.
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Воспользуемся представлением

ln |Qn(λn)| =
∞∫
0

K(λn, u)[Mn(u)− σu] du (n ≥ 1).

Проверяется, что

an = σ

λn+1∫
λn−1

K(λn, u)u du = σ + εn,

где εn → 0 при n→∞. Пусть

bn =

 λn−H∫
0

+
∞∫

λn+H

K(λn, u)[Mn(u)− σu] du, H = H(λn).

В [5] показано, что

|bn| ≤ 6H(λn) ln+ λn
H(λn)

+N1 (n ≥ 1).

Следовательно,
ln |Qn(λn)| = In + Jn + cn, (22)

где

|cn| ≤ 6H(λn) ln+ λn
H(λn)

+N2 (n ≥ 1), In =
λn+1∫
λn−1

K(λn, u)Mn(u) du,

Jn =

 λn−1∫
λn−H

+
λn+H∫
λn+1

K(λn, u)[Mn(u)− σu] du, H = H(λn) (n ≥ 1).

Далее, в [5] установлена оценка

Jn ≤ H(λn) ln
λn

H(λn)
, n ≥ n1. (23)

Оценим Jn снизу. Для этого заметим, что 0 ≤M(t)−Mn(t) ≤ 1. Следова-
тельно, учитывая (21), получаем, что

|Mn(x+ ρ)−Mn(x)| ≤ dρ+ k +
ϕ(x)

ln+ ρ+ 1
. (24)

Кроме того, для Mn(t) выполняется условие (16).
Имеем

Jn =

 λn−h∫
λn−H

+
λn+H∫
λn+h

+

 λn−1∫
λn−h

+
λn+h∫
λn+1

 = J ′n + J ′′n ,

где h = h(λn) = H2(λn)/λn < H(λn) при n ≥ n2 > n1. Учитывая (16), (24), как
и при доказательстве теоремы 2 из [5], получаем, что при n ≥ n3 > n2

J ′n ≥ −N3H(λn)− [Mn(λn +H)−Mn(λn −H)] ln
λn

H(λn)
,

J ′′n ≥ −N4H(λn)− [Mn(λn + h)−Mn(λn − h)] lnh(λn),
(25)
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где 0 < N3 <∞, 0 < N4 <∞. Следовательно, с учетом (16), (24) из (25) имеем

Jn ≥ −N5H(λn) ln
λn

H(λn)
− 2ϕ(λn) (1 < N5 <∞), n ≥ n4 > n3.

Кроме того, имеет место оценка (23). Значит,

|Jn| ≤ N5H(λn) ln+ λn
H(λn)

+ 2ϕ(λn) +N6 (n ≥ 1), 0 < N6 <∞. (26)

Таким образом, из (22), (26) следует, что

ln |Qn(λn)| = In + fn, (27)

причем

|fn| ≤ N7H(λn) ln+ λn
H(λn)

+ 2ϕ(λn) +N7 (n ≥ 1), 0 < N7 <∞. (28)

Установим оценки для In. Имеем

In = 2λ2
nMn(λn)

λn+1∫
λn−1

du

u
(
λ2
n − u2

) − 2λ2
n

λn+1∫
λn−1

[Mn(u)−Mn(λn)]
u
(
u2 − λ2

n

) du = I ′n − I ′′n .

Проверяется, что lim
n→∞

I ′n = 3σ, а при λn > 3

(
1− 3

λn

) λn+1∫
λn−1

Mn(u)−Mn(λn)
u− λn

du ≤ I ′′n ≤
(

1 +
3
λn

) λn+1∫
λn−1

Mn(u)−Mn(λn)
u− λn

du.

Следовательно, при λn > 3(
1− 3

λn

) 1∫
0

µ(λn; t)
t

dt ≤ I ′′n ≤
(

1 +
3
λn

) 1∫
0

µ(λn; t)
t

dt, (29)

где µ(λn; t) — число точек µk 6= λn из отрезка In(t) = {x : |x− λn| ≤ t}. Далее,
µ(λn; t) = n(λn; t) + ν(λn; t), где n(λn; t) — число точек λk 6= λn, ν(λn; t) —
число точек νk из отрезка In(t). Поскольку ν(λn; t) ≤ � при 0 ≤ t ≤ 1, то с
учетом (19) имеем

0 ≤
1∫

0

µ(λn; t)
t

dt−
1∫

0

n(λn; t)
t

dt =
1∫

qn

ν(λn; t)
t

dt ≤ � ln
ϕ(2λn)
γ

. (30)

Учтем еще то, что

ϕ(x) ≤ αx ln+ x+ β, lim
n→∞

1
λn

1∫
0

n(λn; t)
t

dt <∞. (31)

Тогда с учетом (28)–(31) получаем, что∣∣∣∣∣∣In −
1∫

0

n(λn; t)
t

dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ N8 + 2� ln
ϕ(2λn)
γ

≤ N9 +N9 lnλn (n ≥ 1), 0 < N9 <∞.

(32)
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Следовательно, учитывая (27), (28), (32), окончательно получаем требуемую
оценку∣∣∣∣∣∣ln |Q′(λn)|+

1∫
0

n(λn; t)
t

dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ AH(λn) ln+ λn
H(λn)

+ 2ϕ(λn) +B lnλn + C

(n ≥ 1), A,B,C — положительные постоянные, не зависящие от n.
Теорема II полностью доказана.

Пусть Q— функция (11), а γ — функция, ассоциированная с ней по Борелю.
Докажем еще одно утверждение.

Лемма 2. Пусть Q — функция вида (11). Для функции Q пара условий
(4) выполняется тогда и только тогда, когда

lim
δ→0+

δ ln+ ln |γ(t)| ≤ 0, δ = |Re t|. (33)

Необходимость доказана в [4].
Достаточность. Последовательность всех нулей функции Q имеет плот-

ность b. Следовательно, тип функции Q равен πb (сопряженная диаграмма Q
есть отрезок [−πbi, πbi]). Функция Q четная. Для x > 0 имеем

Q(x) =
1

2πi

∫
�δ

γ(t)ext dt, (34)

где �δ — граница прямоугольника со сторонами, лежащими на прямых Re t = ±δ
(0 < δ ≤ 1), Im t = ±(πb+ 1). Учитывая (33), из (34) получаем, что для любого
ε > 0 при 0 < δ ≤ δ0(ε)

|Q(x)| ≤ Cε exp[eεδ
−1

+ δx] (0 < Cε <∞). (35)

Оценка (35) верна при любом δ ∈ (0, δ0(ε)]. Возьмем δ = ε/(lnx + ln ln2 x),
x ≥ x0(ε). Тогда из (35) получаем, что

ln |Q(x)| ≤ lnCε +
x

ln2 x
+ 2ε

x

lnx
, x ≥ x1(ε).

Следовательно, для функции Q условия (4) выполнены. Лемма доказана.

§ 2. Основные результаты

Перед тем как сформулировать основной результат, введем следующие клас-
сы функций: L0 ={h ∈ L : h(x) lnx = o(x) при x → +∞}, R =

{
h ∈ K :

h(x) ln x
h(x) = o

(
x

ln x

)
, x→ +∞

}
. Ясно, что R ⊂ S. Имеет место

Теорема 1. Пусть � = {λn} (0 < λn ↑ ∞) — последовательность, удовле-
творяющая условиям:

�(x+ ρ)− �(x) ≤ cρ+ d+
ϕ(x)

ln+ ρ+ 1
(ρ ≥ 0), (36)

где �(x) =
∑

λn≤x
1, ϕ — некоторая функция из L0;

q∗ = lim
n→∞

lnλn
λn

1∫
0

n(λn; t)
t

dt <∞, (37)
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где n(λn; t) — число точек λk 6= λn из отрезка {x : |x− λn| ≤ t}.
Если R-плотность последовательности � равна G(R), то порядок ρs любой

функции F ∈ D0(�) в полуполосе S(a, t0) при a > πG(R) и порядок ρR этой
функции в полуплоскости �0 удовлетворяют оценкам

ρs ≤ ρR ≤ ρs + q∗. (38)

Доказательство. Так как ϕ ∈ L0, из определения R-плотности следует,
что G(R) <∞. Действительно, если h(x) = x

ln2(x+e) (x ≥ 0), то h ∈ R и

lim
t→∞

µ�(ω(t))
h(t)

≤ c,

где c — постоянная из условия (36), ω(t) = [t, t+ h(t)). Следовательно, G(R) ≤
c <∞.

Воспользуемся теоремой II. Тогда для любого b, G(R) < b < a
π , существует

последовательность � = {µn} (0 < µn ↑ ∞), содержащая � и имеющая плот-
ность b, такая, что целая функция экспоненциального типа πb

Q(z) =
∞∏
n=1

(
1− z2

µ2
n

)
(z = x+ iy) (39)

обладает свойствами:
1) Q(λn) = 0, Q′(λn) 6= 0 (n ≥ 1);
2) ln |Q(x)| ≤ g(x), (x ≥ 0) g ∈ L0;
3) q(Q) = q∗, где q∗ — величина, определенная формулой (37), а

q(Q) = lim
n→∞

lnλn
λn

ln
∣∣∣∣ 1
Q′(λn)

∣∣∣∣ .
Отметим, что оценка 2 и равенство 3 вытекают из оценок (12) и (15) с

учетом того, что в случае R-плотности в оценках (12), (15) H ∈ R, а ϕ ∈ L0.
Введем в рассмотрение интерполирующую функцию А. Ф. Леонтьева [3]

ω(µ, α, F ) = e−αµ
1

2πi

∫
C

γ(t)

 t∫
0

F (t+ α− η)eµηdη

 dt,

где F ∈ D0(�), γ — функция, ассоциированная по Борелю с целой функцией
Q из (39), C — замкнутый контур, охватывающий отрезок I = [−πbi, πbi] — со-
пряженную диаграмму Q, α — произвольный комплексный параметр, Reα < 0.
Ясно, что (t + α − η) ∈ Cα, где Cα — смещение C на вектор α. В качестве C
возьмем границу прямоугольника

P = {t : |Re t| ≤ h (0 < h ≤ 1), | Im t| ≤ a}, πG(R) < πb < a.

Докажем, что ρR ≤ ρs + q∗ (оценка ρs ≤ ρR очевидна). Имеем

|ω(λn, α, F )| ≤ 2
π

(1 + a)2|e−αλn |max
η∈P

|eλnη|max
t∈C

|γ(t)|max
u∈Pα

|F (u)|.

Положим α = σ − h + it0 (σ < 0). Применяя лемму 2 и учитывая то, что на
горизонтальных участках контура |γ(t)| ≤ M , для любого δ > 0 при h < h0(δ)
получаем

|ω(λn, α, F )| ≤ e(|σ|+2h)λn exp exp(δ/h) max
u∈Pα

|F (u)|. (40)



292 А. М. Гайсин, Д. И. Сергеева

Здесь Pα — сдвиг прямоугольника P на вектор α.
Считаем, что ρR < ∞. Тогда ρs < ∞. Из определения порядка ρs в полу-

полосе S(a, t0) следует, что для любого ε > 0 при 0 < |σ| < σ0(ε)

lnMs(σ) < e(ρs+ε)|σ|
−1
.

Отсюда при 0 < |σ| < σ0(ε)

max
u∈Pα

|F (u)| ≤ exp exp[(ρs + ε)|σ|−1]. (41)

Полагая h = γ|σ| (0 < γ <∞) и учитывая (41), из (40) получаем, что

|ω(λn, α, F )| ≤ e(1+2γ)λn|σ| exp[e
δ

γ|σ| + e
ρ
|σ| ], (42)

где ρ = ρs + ε, 0 < |σ| < σ1(δ, ε), γ > 0.
Пусть δ = ε2, γ = ε. Тогда, пользуясь формулами для коэффициентов [3]

an =
ω(λn, α, F )
Q′(λn)

(n ≥ 1)

и учитывая (42), имеем |an| ≤ |1/Q′(λn)| exp[(1 + 2ε)λnt−1 + 2eρt], где t = |σ|−1,
t > t0(ε). Это неравенство верно, в частности, для

t =
αn
ρ

lnλn, αn = 1− ln ln2 λn
lnλn

(n ≥ n0(ε)).

Для таких t имеем

|an| ≤
∣∣∣∣ 1
Q′(λn)

∣∣∣∣ exp
[
(1 + 2ε)ρ

αn

λn
lnλn

+
λn

ln2 λn

]
(n ≥ n0(ε)).

Применяя формулу (3) для вычисления порядка ρR в полуплоскости, отсюда
получаем, что ρR ≤ q(Q) + (1 + 2ε)(ρs + ε). Поскольку q(Q) = q∗, ε > 0 любое,
то ρR ≤ ρs + q∗, и тем самым теорема доказана.

Замечание. В доказанной теореме вместо S(a, t0) можно брать криволи-
нейную полуполосуK, описываемую вертикальным отрезком длины 2a при дви-
жении его центра вдоль кривой, которая лежит в полуплоскости �0 и имеет
общую точку с мнимой осью. И в этом случае оценки (38) имеют место.

Левая оценка в (38) точна. Точность правой оценки вытекает из следующей
теоремы.

Теорема 2. Пусть �— любая последовательность, удовлетворяющая усло-
виям теоремы 1. Тогда существует функция F ∈ D0(�), для которой ρR(F ) =
ρs(F ) + q∗, где ρR(F ) — порядок в полуплоскости �0, а ρs(F ) — порядок в
полуполосе S(a, t0) (a > πG(R)).

Следствие. Пусть последовательность � удовлетворяет условиям теоре-
мы 1. Для того чтобы для любой функции F ∈ D0(�) порядок ρR(F ) был
равен порядку ρs(F ) в любой полуполосе S(a, t0) (a > πG(R)), необходимо и
достаточно, чтобы q∗ = 0.

Прежде чем приступить к доказательству теоремы 2, докажем несколько
утверждений.

Пусть � = {λn} — последовательность, удовлетворяющая условиям теоре-
мы 1. Тогда согласно теореме II для любого b > G(R) (G(R) — R-плотность
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последовательности �) существует последовательность � = {µn} (0 < µ1 ≤ µ2 ≤
· · · ≤ µn →∞), содержащая �, такая, что

|M(t)− bt| ≤ H(t) (t ≥ 0), H ∈ R, (43)

причем целая функция экспоненциального типа πb

Q(z) =
∞∏
n=1

(
1− z2

µ2
n

)
(z = x+ iy) (44)

обладает свойствами:
10) Q(λn) = 0, Q′(λn) 6= 0 (n ≥ 1);
20) ln |Q(x)| ≤ g(x) (x ≥ 0), g ∈ L0;
30) при x = rn (n ≥ 1) выполняется оценка (14)

ln |Q(x)| ≥ −CH(x) ln+ x

H(x)
− 2ϕ(x)−D.

Так как в теореме 1 H ∈ R,ϕ ∈ L0, найдется функция V ∈ L0 такая, что при
r = rn (r = |z|) (n ≥ 1)

ln |Q(z)| ≥ ln |Q(r)| ≥ −V (r). (45)

Пусть {rn} — последовательность из теоремы II (при |z| = rn (n ≥ 1) верны
оценки (45)). Некоторые из интервалов (rn, rn+1) могут и не содержать точек
из �. Пусть �n = (rpn , rpn+1) (n ≥ 1) — все те интервалы, каждый из которых
содержит хотя бы одну точку из �.

Через �pn (n ≥ 1) обозначим замкнутый контур, образованный дугами
окружностей Kpn = {λ : |λ| = rpn} и Kpn+1 = {λ : |λ| = rpn+1} из угла
{λ : | arg λ| ≤ ϕn < π/4} и отрезками лучей {λ : | arg λ| = ϕn}.

Для доказательства теоремы 2 понадобятся функции

qn(λ) =
∏

νk∈�n

(
1− λ

νk

)
,

где �n = (rpn , rpn+1), ν = {νk} = � \ �. Последовательность ν строится в
процессе доказательства теоремы II и обладает свойствами:

(а) inf
i 6=j

|νi − νj | ≥ τ > 0;

(б) inf
m≥1

|λn − νm| ≥ γ
ϕ(2λn) (γ > 0, n ≥ 1),

где ϕ — функция из условия (13) теоремы II.
Установим оценки для |qn(λ)|.

Лемма 3. Существует функция u ∈ L0 такая, что

max
λj∈�n

| ln |qn(λj)|| ≤ u(rpn) (n ≥ 1). (46)

Доказательство леммы 3. Пусть λj ∈ �n, ν′j и ν′′j — ближайшие к λj
точки последовательности ν, расположенные слева и справа от λj соответствен-
но. Имеем ∣∣∣∣ν′j − λj

ν′j

∣∣∣∣∣∣∣∣ν′′j − λj

ν′′j

∣∣∣∣ ≥ [ γ

ϕ(2λj)

]2
r−2
pn+1 (λj ∈ �n).

Так как 1 ≤ ϕ(x) ≤ αx ln+ x + β, rpn/rpn+1 → 1 при n → ∞, отсюда получаем
оценку

|1− λj/ν
′
j ||1− λj/ν

′′
j | ≥ e−c1−c2 ln rpn (λj ∈ �n), (47)
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где 0 < ci <∞ (i = 1, 2).
Пусть �′n = �n\{ν′j , ν′′j }. Тогда∏

νk∈�
′
n,

νk<λj

∣∣∣∣νk − λj
νk

∣∣∣∣ ≥ ( τ

rpn+1

)sn
sn!, (48)

где sn — число точек νk < λj , νk ∈ �′n. Аналогично∏
νk∈�

′
n,

νk>λj

∣∣∣∣νk − λj
νk

∣∣∣∣ ≥ ( τ

rpn+1

)ln
ln!, (49)

где ln — число точек νk > λj , νk ∈ �′n. Из (47)–(49) получаем, что при λj ∈ �n

(n ≥ 1)

|qn(λj)| ≥ e−c1−c2 ln rpn

(
δ

rpn

)sn+ln
sn!ln! (0 < δ ≤ 1). (50)

Если sup
n≥1

(sn + ln) < ∞, то требуемая оценка снизу для |qn(λj)| очевидна.

В противном случае воспользуемся сначала известной оценкой sn!ln! ≥ (sn+ln)!
2sn+ln ,

затем — асимптотической формулой Стирлинга. Тогда из (50) получим

|qn(λj)| ≥ exp (−c3 − c2 ln rpn)
[
δ(sn + ln)

2erpn

]sn+ln
(n ≥ 1),

где 0 < ci <∞ (i = 2, 3). Полагая sn + ln = mn, для λj ∈ �n имеем

|qn(λj)| ≥ exp
(
−c3 − c2 ln rpn −mn ln

2erpn
δmn

)
(n ≥ 1), (51)

где mn — число, не превосходящее числа точек νk из интервала �n. Так как
0 < rpn+1−rpn ≤ pH(pn) (0 < p <∞), то, учитывая свойство (а) последователь-
ности ν, имеем mn ≤ c4H(rpn), 0 < c4 < ∞ (n ≥ 1). Далее, H(x)

x ↓ 0 при x ↑ ∞,
а функция ψ(x) = x ln �

x (� — положительная постоянная) при 0 < x < �
e

возрастает. Следовательно, из (51) получаем, что для λj ∈ �n (n ≥ n0)

ln |qn(λj)| ≥ −c5 − c2 ln rpn − c6H(rpn) ln
rpn

H(rpn)
,

где 0 < ci < ∞ (i = 2, 5, 6). Так как H ∈ R, то существует u1 ∈ L0 такое, что
для λj ∈ �n

ln |qn(λj)| ≥ −u1(rpn) (n ≥ 1). (52)

Оценим ln |qn(λj)| сверху. Для этого заметим, что |1−λj/νk| ≤ 1+rpn+1/rpn
≤ e. при n ≥ n1 для любого λj ∈ �n. Значит, для λj ∈ �n будет ln |qn(λj)| ≤
mn + 2 ≤ c4H(rpn) + 2 (n ≥ n1). Отсюда следует, что для некоторой функции
u2 ∈ L0

ln |qn(λj)| ≤ u2(rpn) (n ≥ 1). (53)

Таким образом, из (52), (53) окончательно получаем, что

max
λj∈�n

| ln |qn(λj)|| ≤ u(rpn) (n ≥ 1),

где u = u1 + u2. Лемма 3 доказана.

Положим γn = �pn (n ≥ 1). Справедлива



Оценка ряда Дирихле в полуполосе 295

Лемма 4. Для любого n ≥ 1

Mn = max
λ∈γn

ln |qn(λ)| ≤ u(rpn), (54)

где u — функция из оценки (46).
Доказательство леммы 4. Действительно, |1−λ/νk| ≤ 1+rpn+1/rpn ≤ e

для любых λ ∈ γn, νk ∈ �n при n ≥ n1. Следовательно, как и в лемме 3,
Mn ≤ u2(rpn) ≤ u(rpn) (n ≥ 1). Тем самым оценка (54) доказана.

Теперь все готово для доказательства теоремы 2.
Доказательство теоремы 2. Пусть γn = �pn (n ≥ 1). Положим ρ′n =

rpn , ρ′′n = rpn+1. Тогда �n = (ρ′n, ρ′′n) (n ≥ 1).
Рассмотрим ряд Дирихле

F (s) =
∞∑
j=1

aje
λjs (s = σ + it), (55)

где для λj ∈ �n (n ≥ 1)

aj = exp
(

(ρ− q∗)
ρ′n

ln ρ′n

)
qn(λj)
Q′(λj)

(j ≥ 1).

Здесь Q — функция (44), qn — функция, о которой речь идет в леммах 3, 4,
0 ≤ ρ < ∞, а q∗ — величина, определенная формулой (37). Так как H ∈ R,
ϕ ∈ L0, из оценок (8) и (11) следует, что q∗ = q(Q) ≥ 0, где

q(Q) = lim
n→∞

lnλn
λn

ln
∣∣∣∣ 1
Q′(λn)

∣∣∣∣ .
Так как ρ′′n/ρ

′
n → 1 при n → ∞, q(Q) < ∞, с учетом (46) получаем, что

lim
j→∞

ln |aj |
λj

= 0. Значит, F ∈ D0(�). Еще раз учитывая (46) и пользуясь форму-

лой (3) для вычисления порядка ρR, имеем

ρR(F ) = lim
j→∞

lnλj
λj

ln
∣∣∣∣ 1
Q′(λj)

∣∣∣∣+ lim
j→∞

lnλj
λj

ln |qn(λj)|

+ lim
j→∞

lnλj
λj

(ρ− q∗)
ρ′n

ln ρ′n
= q(Q) + ρ− q∗ = ρ.

Оценим теперь порядок ρs(F ) в полуполосе S(a, t0) (a > πG(R)). Последо-
вательность � = {µn} нулей функции Q имеет плотность b (это следует из (43)),
G(R) < b. При заданных G(R) и a параметр b в теореме II выберем так, чтобы
G(R) < b < a/π.

Далее, заметим, что

An
df
≡

∑
λj∈�n

aje
λjs = e

(ρ−q∗) ρ′n
ln ρ′n

1
2πi

∫
γn

qn(ξ)
Q(ξ)

esξ dξ, (56)

где γn — замкнутый контур, образованный дугами окружностей Kρ′n и Kρ′′n из
угла

{
λ : | arg λ| ≤ ϕn < π

4

}
и отрезками лучей {λ : | arg λ| = ϕn}. Возьмем

ϕn = ε0
H(ρ′n)
ρ′n

(0 < ε0 < 1). Так как H ∈ R, то ϕn ↓ 0 при n → ∞. Число ε0
выберем так, чтобы 0 < ϕn < π/4 (n ≥ 1).
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Оценим на контуре γn функцию
∣∣ qn(ξ)
Q(ξ)

∣∣. Для этого, учитывая (43), приме-
ним сначала теорему 3 из [5]. Тогда найдется ρ′n0

такое, что для всех r ≥ ρ′n0

− ln |Q(re±iϕn)| ≤ 6H(r) ln
r

H(r)
+

8π
|ϕn|

H2(r)
r

+ 3µ1b.

Пусть ρ′n ≤ r ≤ ρ′′n, n ≥ n0. Так как H(r)
r убывает при возрастании r, имеем

H(r) ≤ r
ρ′n
H(ρ′n) ≤ ρ′′n

ρ′n
H(ρ′n). Значит, при n ≥ n1

− ln |Q(re
+
−iϕn)| ≤ 12H(ρ′n) ln

ρ′n
H(ρ′n)

+
32π
ε0

H(ρ′n) + 3µ1b. (57)

На дугах окружностей Kρ′n и Kρ′′n контура γn выполняются оценки (45). Так
как H ∈ R, то с учетом того, что ρ′′n/ρ′n → 1 при n→∞, из (45), (57) получаем,
что для некоторой функции w ∈ L0

− ln |Q(ξ)| ≤ w(ρ′n), ξ ∈ γn (n ≥ n1).

Следовательно, применяя лемму 4, приходим к оценке

max
ξ∈γn

∣∣∣∣qn(ξ)
Q(ξ)

∣∣∣∣ ≤ eu(ρ′n)+w(ρ′n) (n ≥ n1),

где u,w — функции из L0. Но тогда из (56) при n ≥ n1 имеем

|An| ≤ 2ρ′′ne
(ρ−q∗) ρ′n

ln ρ′n
+u(ρ′n)+w(ρ′n)

e
max
ξ∈γn

Re(sξ)
. (58)

Пусть s ∈ S(a, t0), ξ ∈ γn, s = σ + it, ξ = ξ1 + iξ2. Тогда∣∣∣ ∑
λj<ρ′n1

aje
λjs
∣∣∣ ≤ ∑

λj<ρ′n1

|aj |eλjσ ≤
∑

λj<ρ′n1

|aj | = M, (59)

Re(sξ) = σξ1− tξ2 ≤ σρ′n+(|t0|+a)| Im ξ|. Так как | Im ξ| ≤ ρ′′n| sinϕn| ≤ ρ′n|ϕn| =
ε0

ρ′′n
ρ′n
H(ρ′n) при ξ ∈ γn, то

max
ξ∈γn

(sξ) ≤ σρ′n + dH(ρ′n), s ∈ S(a, t0), 0 < d <∞ (n ≥ 1). (60)

Следовательно, из (58)–(60) получаем, что

Ms(σ) = max
|t−t0|≤a

|F (σ + it)| ≤M +
∞∑

n=n1

γne
σρ′n (σ < 0),

где γn = exp[ln(2ρ′′n) + (ρ− q∗)ρ′n/ln ρ′n + dH(ρ′n) + u(ρ′n) + w(ρ′n)].
Введем в рассмотрение вспомогательный ряд

�(s) =
∞∑
n=1

γne
sρ′n (s = σ + it).

Так как H,u,w принадлежат L0, ρ′′n/ρ′n → 1 при n→∞, то согласно (3) порядок
функции � в полуплоскости �0 равен ρR(�) = ρ − q∗. Но Ms(σ) ≤ �(σ) + M .
Значит, ρs(F ) ≤ ρ− q∗. Из теоремы 1 следует, что ρR(F ) ≤ ρs(F ) + q∗. Так как
ρR(F ) = ρ, то ρR(F ) = ρs(F ) + q∗, и тем самым теорема 2 полностью доказана.
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§ 3. Примеры и следствие

Пусть � = {λn} (0 < λn ↑ ∞) — последовательность, имеющая конечную
верхнюю плотность,

L(λ) =
∞∏
n=1

(
1− λ2

λ2
n

)
.

Если q(L) <∞ и
|L(x)| ≤ eg(x) (x ≥ 0), g ∈ L0, (61)

то ρR(F ) < ∞ тогда и только тогда, когда ρs(F ) < ∞ для любой полуполосы
S(a, t0) при a > τ (τ — тип функции L(λ)). Это следует из теоремы I в [4].

Приведем примеры последовательностей �, для которых реализуется усло-
вие (61).

10. Пусть последовательность � имеет конечную плотность при уточненном
порядке

ρ(r) = 1− (ln ln r)/ln r (r ≥ e). (62)

Это означает, что существует предел

lim
r→∞

n(r)
rρ(r)

= � <∞, n(r) =
∑
λr≤r

1.

Индикатриса роста функции L(λ) при данном уточненном порядке

h(ϕ) = lim
r→∞

ln |L(reiϕ)|
rρ(r)

равна π�| sinϕ| [3]. Так как h(0) = 0, rρ(r) = r
ln r , оценка (61) выполняется.

20. Пусть последовательность � представима в виде объединения двух пос-
ледовательностей �1 = {λ′n} и �2 = {λ′′n}, одна из которых, например �1, име-
ет конечную плотность при уточненном порядке (62), а другая — конечную
R-плотность G(R). Убедимся, что «комбинированную» последовательность �
можно расширить так, чтобы для соответствующей функции выполнялось усло-
вие (61). Действительно, согласно теореме II для любого b > G(R) суще-
ствует целая функция Q2(λ) экспоненциального типа πb такая, что Q2(λ′′n) =
0, Q′2(λ′′n) 6= 0, причем

ln |Q2(x)| ≤ g2(x) (x ≥ 0), g2 ∈ L0.

В силу сказанного выше целая функция

Q1(λ) =
∞∏
n=1

(
1−

(
λ

λ′n

)2)
удовлетворяет оценке ln |Q1(x)| ≤ g1(x) (x ≥ 0), g1 ∈ L0. Целая функция Q(λ) =
Q1(λ)Q2(λ) при обычном порядке 1 имеет тип, равный πb. Для нее оценка (61),
очевидно, выполняется.

Отметим, что для приведенных последовательностей � соответственно спра-
ведливы оценки ρR ≤ ρs + q(L), ρR ≤ ρs + q(Q1) + q∗. Они достаточно грубы
и, скорее всего, не точны. Дело в том, что целые функции L(λ) и Q1(λ) уточ-
ненного порядка (62) в отличие от функции Q2(λ) не обязаны иметь хороших
оценок снизу вблизи вещественной оси.
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Пусть область сходимости степенного ряда

f(z) =
∞∑
n=1

anz
λn (λn ∈ N) (63)

— единичный круг D(0, 1) = {z : |z| < 1}. Сделаем замену z = es и рассмотрим
функцию

F (s) = f(es) =
∞∑
n=1

ane
λns (s = σ + it).

Ясно, что F ∈ D0(�), где � = {λn} (λn ∈ N).
Введем следующую характеристику роста функции f :

ρ(f) = lim
r→1−

ln lnMf (r)
(1− r)−1 , Mf (r) = max

|z|=r
|f(z)|(r < 1).

При Re s = σ → 0− имеем |z| = r → 1−, |σ| = | ln r| = 1 − r + o(1 − r). Так как
Mf (eσ) = M(σ), то ρR(F ) = ρ(f). Положим

ρ�(f) = lim
r→1−

ln lnM�(r)
(1− r)−1 , M�(r) = max

|ϕ−ϕ0|≤a
|f(reiϕ)|.

Далее, образом сектора �(a, ϕ) = {z = reiϕ : 0 ≤ r < 1, |ϕ − ϕ0| ≤ a} при
отображении z = es является некоторая полуполоса S(a, t0) = {s = σ + it :
|t− t0| ≤ a, σ < 0}. Видим, что M�(r) = Ms(σ), так что ρ�(f) = ρs(f). Далее,
� ⊂ N. Следовательно,

1∫
0

n(λn; t)
t

dt = 0.

Теперь можно сформулировать следствие, вытекающее из теоремы 1.

Следствие. Пусть последовательность � = {λn} (λn ∈ N) имеет R-плот-
ность G(R) < 1. Тогда для любого a > πG(R) порядки функции (63) в круге
D(0, 1) и секторе �(a, ϕ0) совпадают: ρ(f) = ρ�(f).
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