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Аннотация. Определены ранги подстановочных представлений простых групп
Bl(q), Cl(q) и Dl(q) на смежных классах по параболическим максимальным под-
группам.
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Введение

После того как было объявлено о завершении классификации конечных
простых групп (ККПГ), особенно актуальными становятся исследования их
подгрупп и представлений (подстановочных и линейных). М. Ашбахером (см.
[1]) намечена базирующаяся на ККПГ программа описания примитивных под-
становочных представлений конечных простых групп. Основной массив конеч-
ных простых групп составляют группы лиева типа. К настоящему времени
получен (при помощи ККПГ или без нее) ряд крупных общих результатов о
подстановочных представлениях конечных групп лиева типа (см. [2, § 6], а
также [3–5]): описание флаг-транзитивных представлений, классификация 2-
транзитивных и ранга 3 подстановочных представлений, классификация при-
митивных представлений нечетной степени.

Важно отметить завершение классификации точных подстановочных пред-
ставлений минимальной степени для конечных простых групп лиева типа в ра-
ботах [6–13].

В приложениях часто нужно знать подстановочное представление более де-
тально. Достаточно полную информацию о подстановочном представлении да-
ют следующие параметры: степень, ранг, подстепени, строение стабилизатора
точки и двойных стабилизаторов. В упомянутых выше работах В. Д. Мазу-
рова и А. В. Васильева эти параметры изучены для точных подстановочных
представлений минимальной степени всех конечных простых групп лиева типа.

Важный класс подстановочных представлений конечных групп лиева типа
составляют их параболические представления, т. е. представления на смежных
классах по параболическим подгруппам. Для этого есть несколько причин. Во-
первых, параболические представления часто возникали в упомянутых выше
исследованиях, в частности, подстановочные представления минимальной сте-
пени, как правило, параболические. Во-вторых, как заметил Зейц (см. [2, § 6]),
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примитивные представления фиксированного ранга конечной группы лиева ти-
па над достаточно большими полями являются параболическими. В-третьих,
существует тесная связь между параболическими представлениями группы ли-
ева типа и ее действием на своем билдинге (см. [14]).

В работах [15–19] вычислены ранги, степени, подстепени и двойные ста-
билизаторы примитивных параболических подстановочных представлений для
всех конечных простых исключительных групп лиева типа. В работе [20] вы-
числены ранги подстановочных представлений групп Al(q) на смежных классах
по параболическим максимальным подгруппам.

В этой работе вычисляются ранги подстановочных представлений групп
лиева типа Bl(q), Cl(q) и Dl(q) на смежных классах по параболическим макси-
мальным подгруппам.

Используем определения и обозначения из [21], связанные с группами лиева
типа. Пусть K = GF (q), q = ps, p — простое число, G — конечная группа типа
Bl, Cl или Dl над полем K и P — параболическая максимальная подгруппа
в группе G. Рассмотрим представление группы G подстановками множества �
левых смежных классов по подгруппе P , в котором элементу g из G соответству-
ет подстановка, переводящая каждый смежный класс xP в gxP . Подгруппа P
является стабилизатором Gα точки α = P из � в данном представлении. Число
орбит стабилизатора Gα на � называется (подстановочным) рангом подстано-
вочного представления (G,�).

Пусть W — группа Вейля для G и p1, p2, . . . , pl — простые корни типа
Bl, Cl (l ≥ 2) или Dl (l ≥ 3). Через (i) обозначим отражение, соответствующее
простому корню pi, тогда произведение отражений, соответствующих простым
корням pi1 , pi2 , . . . , pij запишем в виде (i1, i2, . . . , ij). Через ( ) обозначим еди-
ницу группы W и через

[
a
b

]
— целую часть числа a

b . Обозначим через Pk и Wk

параболические максимальные подгруппы в G и W соответственно, полученные
удалением k-й вершины диаграммы Дынкина типа Bl, Cl или Dl в стандартном
упорядочении ее вершин (рис. 1).

. . . . . .Bl 1 2 3 k l

. . . . . .Cl 1 2 3 k l

. . . . . .Dl
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Рис. 1. Диаграммы Дынкина типа Bl, Cl и Dl

Параболическая максимальная подгруппа Wk из W порождается отраже-
ниями (i), i = 1, 2, . . . , k − 1, k + 1, k + 2, . . . , l. С точностью до сопряжения
имеется точно l параболических максимальных подгрупп Pk (соответственно
Wk) в группе G (соответственно в группе Вейля W ), 1 ≤ k ≤ l.

Согласно [22, гл. IV, § 2, предложение 2] для каждого k ∈ {1, 2, . . . , l} суще-
ствует биекция множества двойных смежных классов группы G по параболи-
ческой подгруппе Pk на множество двойных смежных классов ее группы Вейля
W по параболической подгруппе Wk. Мы ищем разложение группы Вейля W



342 В. В. Кораблева

на двойные смежные классы по параболической максимальной подгруппе Wk.
Для этого находим такие элементы y1, y2, . . . , ym ∈ W , чтобы получилось раз-

ложение W =
m⋃
i=1

WkyiWk. Число m двойных смежных классов и равно рангу

rk(G) подстановочного представления группы G на смежных классах по под-
группе Pk. Отметим, что найденные представители yi, i = 1, 2, . . . ,m, будут
иметь минимальную длину в двойном смежном классе WkyiWk.

Следующие три теоремы являются основным результатом настоящей ста-
тьи.

Теорема 1. Ранги rk(Bl) (1 ≤ k ≤ l) подстановочных представлений групп
Bl(q) (l ≥ 2) по параболическим максимальным подгруппам вычисляются по
рекуррентным формулам

rk(Bl) = rk(Bl−1) + k при 2 ≤ k ≤ [(l + 1)/2],
rk(Bl) = rk(Bl−1) + l − k + 2 при [(l + 1)/2] < k < l,

r1(Bl) = l + 1, rl(Bl) = 3.

Теорема 2. Ранги rk(Cl) (1 ≤ k ≤ l) подстановочных представлений групп
Cl(q) (l ≥ 2) по параболическим максимальным подгруппам вычисляются по
рекуррентным формулам

rk(Cl) = rk(Cl−1) + k при 2 ≤ k ≤ [(l + 1)/2],
rk(Cl) = rk(Cl−1) + l − k + 2 при [(l + 1)/2] < k < l,

r1(Cl) = l + 1, rl(Cl) = 3.

Теорема 3. Ранги rk(Dl) (1 ≤ k ≤ l) подстановочных представлений групп
Dl(q) (l ≥ 3) по параболическим максимальным подгруппам вычисляются по
рекуррентным формулам

rk(Dl) = rk(Dl−1) + k + 1 при 3 ≤ k ≤ [l/2] + 1,
rk(Dl) = rk(Dl−1) + l − k + 2 при [l/2] + 1 < k < l,

r1(Dl) = r2(Dl) = [l/2] + 1, rl(Dl) = 3.
Два элемента u и v группы W назовем эквивалентными и обозначим u ∼ v,

если u и v лежат в одном и том же двойном смежном классе по подгруппе
Wk, т. е. WkuWk = WkvWk. Далее будем использовать результаты статьи
[23], в которой указаны представители правых смежных классов группы W по
параболической подгруппе, причем каждый представитель имеет наименьшую
длину в содержащем его классе. Заметим, что если представитель u правого
смежного класса Wku имеет вид u = v · (i) и i 6= k, то WkuWk = Wkv(i)Wk =
WkvWk и u ∼ v. Обозначим через W l

k полную систему представителей правых
смежных классов по параболической подгруппе Wk (1 ≤ k ≤ l) в группе W , где
каждый представитель имеет минимальную длину в содержащем его классе.

Лемма 1. 1. Каждый двойной смежный класс WkyWk содержит един-
ственный элемент из

(
W l

k

)−1 ∩W l
k.

2. Если y ∈
(
W l

k

)−1 ∩W l
k, то y является единственным элементом мини-

мальной длины в двойном смежном классе WkyWk.
3. Если y ∈W l

k и порядок y равен 2, то y ∈
(
W l

k

)−1 ∩W l
k.

Доказательство. Утверждения 1 и 2 доказаны в [24, предложение 2.7.3].
Утверждение 3 следует из того, что в этом случае y = y−1. Лемма доказана.
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§ 1. Доказательство теорем 1 и 2

Пусть G = Bl(q). Известно (см., например, [22, гл. VI, § 4, теорема 1])
задание группы Вейля W типа Bl образующими и соотношениями:

W = 〈(1), (2), . . . , (l) | (1, 2)4 = ( ); (i, i+ 1)3 = ( ) для i ∈ {2, 3, . . . , l − 1};
(i)2 = ( ) для любого i; (i, j) = (j, i) для |i− j| > 1〉.

Положим sj = (j, j − 1, . . . , 2, 1, 2, . . . , l − 1, l) и обозначим через sj(nj) произве-
дение первых (слева) nj элементов из sj , где 0 ≤ nj ≤ l + j − 1.

Лемма 2 [23, теорема 6]. Пусть W — группа Вейля типа Bl, Wk = 〈(i) | i =
1, 2, . . . , k−1, k+1, . . . , l〉 — ее параболическая подгруппа, W l

k — полная система
представителей правых смежных классов по подгруппе Wk в W , где каждый
представитель имеет минимальную длину в содержащем его классе. Тогда

W l
k = {sk(nk) . . . sl(nl) | 0 ≤ nj ≤ k + j − 1;nj+1 ≤ nj + 1;

nj+1 ≤ nj , если nj ≤ j − 1; k ≤ j, j + 1 ≤ l}.

Лемма 3. r1(Bl) = l + 1 при l ≥ 2.
Доказательство. Пусть l = 2. Тогда по лемме 2

W 2
1 = {( ), s1(n1)s2(n2) | 0 ≤ n1 ≤ 1, 0 ≤ n2 ≤ 2, n2 ≤ n1 + 1}.

Если n2 = 2, то по лемме 2 для n1 только одна возможность n1 = 1. Получили
y2 = s1(1)s2(2) = (1, 2, 1). Если n2 < 2, то s2(n2) ∼ ( ) и имеем другой предста-
витель y1 = s1(1) = (1). Если n1 < 1, то s1(n1) = ( ) и приходим к последнему
представителю y0 = ( ). Отметим, что y0, y1, y2 ∈

(
W 2

1
)−1 ∩ W 2

1 . Получаем

разложение W =
2⋃

i=0
W1yiW1 группы Вейля W на двойные смежные классы по

подгруппе W1. Значит, r1(B2) = 3.

Предположим, что нам известно разложение W =
l⋃

i=0
W1yiW1 группы Вей-

ля W типа Bl на двойные смежные классы по подгруппе W1, где представители
y0, y1, . . . , yl имеют вид

y0 = ( ), y1 = s1(1), y2 = s1(1)s2(2), . . . ,
yl−1 = s1(1)s2(2) . . . sl−1(l − 1), yl = s1(1)s2(2) . . . sl(l).

Рассмотрим параболическую подгруппу W1 в группе Вейля типа Bl+1, то-
гда W l+1

1 = {s1(n1)s2(n2) . . . sl(nl)sl+1(nl+1)}, где n1, . . . , nl+1 удовлетворяют
условиям леммы 2. Если nl+1 = l + 1, то из этой леммы следует, что для
nl есть только одна возможность: nl = l. Если же nl = l, то для n1−1 есть
только одна возможность: nl−1 = l − 1, и т. д., n2 = 2, n1 = 1. Получи-
ли yl+1 = s1(1)s2(2) . . . sl(l)sl+1(l + 1). Если nl+1 < l + 1, то sl+1(nl+1) ∼ ( )
и все другие представители — это y0 = ( ), y1 = s1(1), y2 = s1(1)s2(2), . . . ,
yl−1 = s1(1)s2(2) . . . sl−1(l− 1), yl = s1(1)s2(2) . . . sl(l), полученные при разложе-
нии группы Вейля типа Bl на двойные смежные классы. Заметим, что порядки
элементов y1, y2, y3, . . . , yl, yl+1 равны 2. По лемме 1 получаем r1(Bl+1) = l+2.
Лемма доказана.
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Лемма 4. rl(Bl) = 3 при l ≥ 2 .

Доказательство. По лемме 2 множество W l
l представителей правых

смежных классов группы Вейля W по параболической подгруппе Wl состоит
из элементов вида sl(nl), где sl = (l, l − 1, . . . , 2, 1, 2, . . . , l − 1, l), а sl(nl) обозна-
чает произведение первых (слева) nl элементов из sl и 0 ≤ nl ≤ l+ l−1 = 2l−1.
Из этих элементов несложно выбрать представителей двойных смежных клас-
сов группы W по подгруппе Wl. Ими будут в точности три элемента: y0 = ( ),
y1 = (l), y2 = (l, l−1, . . . , 2, 1, 2, . . . , l−1, l). Используя лемму 1, получаем разло-

жение W =
2⋃

i=0
WlyiWl группы Вейля W типа Bl на двойные смежные классы

по подгруппе Wl. Лемма доказана.

Лемма 5. rk(Bl) = rk(Bl−1) + k при 2 ≤ k ≤
[
l+1
2

]
.

Доказательство. По лемме 2 множество W l
k представителей правых

смежных классов группы Вейля W по параболической подгруппе Wk состоит
из элементов вида sk(nk)sk+1(nk+1) . . . sl(nl). Числа nk, . . . , nl должны удовле-
творять лемме 2, а самые длинные слова sk, sk+1, . . . , sl имеют вид

sk(2k − 1) = (k, k − 1, . . . , 3, 2, 1, 2, 3, . . . , k − 1, k),
sk+1(2k) = (k + 1, k, . . . , 3, 2, 1, 2, 3, . . . , k − 1, k),

. . . ,

sl−1(l + k − 2) = (l − 1, l − 2, . . . , 3, 2, 1, 2, 3, . . . , k − 1, k),
sl(l + k − 1) = (l, l − 1, . . . , 3, 2, 1, 2, 3, . . . , k − 1, k).

Случай 1. nl = l + k − 1.
Если nl = l + k − 1, то из леммы 2 следует, что для nl−1 есть только одна

возможность: nl−1 = l + k − 2. Если nl−1 = l + k − 2, то для nl−2 есть только
одна возможность: nl−2 = l + k − 3, и т. д., nk+1 = 2k, nk = 2k − 1. Получили
самый длинный представитель

y = sk(2k − 1)sk+1(2k) . . . sl−1(l + k − 2)sl(l + k − 1)
= (k, k − 1, . . . , 2, 1, 2, . . . , k, k + 1, . . . , 2, 1, 2, . . . , k, . . . , l, . . . , 2, 1, 2, . . . , k)

двойного смежного класса по подгруппе Wk, и элемент y по лемме 1 имеет ми-
нимальную длину в двойном смежном классе WkyWk, так как имеет порядок 2.

Ищем другие представители двойных смежных классов по подгруппе Wk,
для этого предположим, что nl < l + k − 1.

Случай 2. l − k + 1 ≤ nl < l + k − 1.
Воспользуемся введенным выше определением эквивалентности. Заметим,

что

sl(l + k − 2) = (l, l − 1, . . . , 3, 2, 1, 2, . . . , k − 2, k − 1) ∼ sl(l + k − 3)
= (l, l − 1, . . . , k, . . . , 2, 1, 2, . . . , k − 2) ∼ · · · ∼ (l, l − 1, . . . , k, . . . , 3, 2)
∼ (l, l − 1, . . . , k) = sl(l − k + 1).

Из соотношений в группе W следует, что (k, j) = (j, k) для всех j 6= k ± 1 и
(k, k+ 1, k) = (k+ 1, k, k+ 1). Рассмотрим sl−1(nl−1)sl(l− k+ 1). Пусть сначала
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nl−1 = l + k − 2. Тогда

sl−1(l + k − 2)sl(l − k + 1)
= (l − 1, l − 2, . . . , 3, 2, 1, 2, . . . , k − 1, k, l, l − 1, . . . , k + 1, k)
= (l − 1, l − 2, . . . , 3, 2, 1, 2, . . . , k − 1, l, k, l − 1, . . . , k + 1, k)
= (l − 1, l − 2, . . . , 3, 2, 1, 2, . . . , k − 1, l, l − 1, k, . . . , k + 1, k) = . . .

= (l − 1, l − 2, . . . , 3, 2, 1, 2, . . . , k − 1, l, l − 1, . . . , k, k + 1, k)
= (l − 1, l − 2, . . . , 3, 2, 1, 2, . . . , k − 1, l, l − 1, . . . , k + 1, k, k + 1)
∼ (l − 1, l − 2, . . . , 3, 2, 1, 2, . . . , k − 1, l, l − 1, . . . , k + 1, k)
= sl−1(l + k − 3)sl(l − k + 1).

Пусть nl−1 = l + k − 4. Тогда

sl−1(l + k − 4)sl(l − k + 1)
= (l − 1, l − 2, . . . , 3, 2, 1, 2, . . . , k − 3, k − 2, l, l − 1, . . . , k + 1, k)
= (l − 1, l − 2, . . . , 3, 2, 1, 2, . . . , k − 3, l, k − 2, l − 1, . . . , k + 1, k)
= (l − 1, l − 2, . . . , 3, 2, 1, 2, . . . , k − 3, l, l − 1, k − 2, . . . , k + 1, k) = . . .

= (l − 1, l − 2, . . . , 3, 2, 1, 2, . . . , k − 3, l, l − 1, . . . , k + 1, k, k − 2)
∼ (l − 1, l − 2, . . . , 3, 2, 1, 2, . . . , k − 3, l, l − 1, . . . , k + 1, k)
= (l − 1, l − 2, . . . , 3, 2, 1, 2, . . . , k − 4, l, l − 1, k − 3, . . . , k + 1, k) = . . .

= (l − 1, l − 2, . . . , 3, 2, 1, 2, . . . , k − 4, l, l − 1, . . . , k + 1, k, k − 3)
∼ (l − 1, l − 2, . . . , k, . . . , 3, 2, 1, 2, . . . , k − 4, l, l − 1, . . . , k + 1, k) ∼ . . .

∼ (l − 1, l − 2, . . . , k, k − 1, l, l − 1, . . . , k + 1, k)
= sl−1(l − k + 1)sl(l − k + 1).

Таким образом, при нашем выборе представителей двойных смежных клас-
сов по подгруппе Wk перед словом (l, l−1, . . . , k+1, k) может стоять либо «длин-
ное» слово (l − 1, l − 2, . . . , 3, 2, 1, 2, . . . , k − 1), либо «короткое» слово (l − 1, l −
2, . . . , k, k − 1). Рассуждая аналогично, получаем, что из всех sl−2(nl−2) перед
словом (l − 1, l − 2, . . . , k, k − 1) может стоять либо «длинное» слово (l − 2, l −
3, . . . , 3, 2, 1, 2, . . . , k−3, k−2), либо «короткое» слово (l−2, l−3, . . . , k−1, k−2).
Теперь мы готовы написать, что может находиться перед «коротким» словом
(j, j − 1, . . . , i+ 1, i).

Осталось выяснить, что стоит перед «длинным» словом

(j, j − 1, . . . , 3, 2, 1, 2, . . . , i).

Пусть nl−1 = l + k − 3. Рассмотрим sl−2(l + k − 3)sl−1(l + k − 3)sl(l − k + 1) и
«укоротим» его, используя соотношения (k+1, k, k+1) = (k, k+1, k) и (k+1, j) =
(j, k + 1) для j 6= k, j 6= k + 2:

(l − 2, . . . , 2, 1, 2, . . . , k − 1, k)(l − 1, . . . , 2, 1, 2, . . . , k − 1)sl(l − k + 1)
= sl−2(l + k − 4)(l − 1, . . . , k, k + 1, k, k − 1, . . . , 1, 2, . . . , k − 1)sl(l − k + 1)
= sl−2(l + k − 4)(l − 1, . . . , k + 1, k, k + 1, . . . , 2, 1, 2, . . . , k − 1)sl(l − k + 1)
= sl−2(l + k − 4)(l − 1, . . . , k, k − 1, k + 1, . . . , 2, 1, 2, . . . , k − 1)sl(l − k + 1)
= sl−2(l + k − 4)(l − 1, . . . , k + 1, k, . . . , 2, 1, 2, . . . , k + 1, k − 1)sl(l − k + 1)
∼ (l − 2, . . . , 2, 1, 2, . . . , k − 1, l − 1, . . . , 2, 1, 2, . . . , k − 1)sl(l − k + 1).
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Из леммы 2 следует, что l+k−4 ≤ nl−2 ≤ l+k−3, поэтому полученный элемент
уже нельзя «укоротить». Таким образом, перед

(l − 1, l − 2, . . . , 2, 1, 2, . . . , k − 1)
может стоять лишь (l − 2, l − 3, . . . , 2, 1, 2, . . . , k − 1). Рассуждая аналогичным
образом, получаем, что перед словом вида (j, j − 1, . . . , 2, 1, 2, 3, . . . , i) может
стоять только слово (j − 1, j − 2, . . . , 2, 1, 2, 3, . . . , i).

Полученные результаты показаны на рис. 2 с помощью диаграммы.

k . . . 212 . . . k − 1
↑

... k . . . 212 . . . k − 2 k . . . 212 k . . . 21
↑ ↑ ↑ ↑

l − 2 . . . 212 . . . k − 1 ...
...

...

↑ ↑ ↑ ↑
l − 1 l − 2 . . . 212 . . . k − 1 l − 2 . . . 212 . . . k − 2 l − k + 2 . . . 212 l − k + 1 . . . 21

↑ ↑ ↑ ↑
l l − 1 . . . k l − 1 l − 2 . . . k − 1 l − k + 3 . . . 3 l − k + 2 . . . 2←− ← . . .← ←

Рис. 2.

Из этой диаграммы легко выписываются представители двойных смежных клас-
сов группы W по параболической максимальной подгруппе Wk. Выписываем
слова, двигаясь по диаграмме снизу вверх и справа налево по стрелкам. На-
пример, двигаясь вверх по крайнему левому столбцу, получаем представитель
y1 = (k, . . . , 3, 2, 1, 2, . . . , k − 1)(k + 1, . . . , 3, 2, 1, 2, . . . , k − 1)

. . . (l − 1, l − 2 . . . , 2, 1, 2, . . . , k − 1)(l, l − 1, . . . , k + 1, k),
двигаясь сначала вверх по второму столбцу, а затем по строке (одно слово)
влево, — представитель
y2 = (k, . . . , 3, 2, 1, 2, . . . , k − 2)(k + 1, . . . , 3, 2, 1, 2, . . . , k − 2)
. . . (l − 2, l − 3 . . . , 2, 1, 2, . . . , k − 2)(l − 1, l − 2 . . . , k − 1)(l, l − 1, . . . , k + 1, k),

двигаясь вверх по крайнему правому столбцу, и затем по всей строке влево, —
представитель
yk−1 = (k, k − 1, . . . , 2, 1)(k + 1, . . . , 2, 1) . . . (l − k + 1, . . . , 3, 2, 1)

(l − k + 2, . . . , 3, 2)(l − k + 3, . . . , 4, 3) . . . (l − 1, . . . , k − 1)(l, l − 1, . . . , k).
Таким образом, из диаграммы получаем k − 1 представителей. Все эти пред-
ставители заканчиваются на (l, l − 1, . . . , k) и, несложно проверить, имеют по-
рядок 2.

Случай 3. nl < l − k + 1.
В этом случае sl(nl) ∼ ( ). Все представители двойных смежных классов

подгруппы Вейля типа Bl−1 по параболической максимальной подгруппе будут
представителями и двойных смежных классов подгруппы Вейля типа Bl по сво-
ей параболической максимальной подгруппе. Таких представителей в точности
rk(Bl−1) штук.

Таким образом, случай 1 дает нам один представитель, случай 2 — k − 1
представителей, случай 3 — rk(Bl−1) представителей. По лемме 1 каждый по-
лученный представитель имеет наименьшую длину в двойном смежном классе,
который его содержит. Лемма доказана.



Ранги примитивных параболических представлений 347

Лемма 6. rk(Bl) = rk(Bl−1) + l − k + 2 при
[
l+1
2

]
< k < l.

Доказательство этой леммы почти не отличается от доказательства лем-
мы 5. Следует рассмотреть те же три случая. Диаграмму для второго случая
изобразим на рис. 3.

k . . . 212 . . . k − 1
↑

... k . . . 212 . . . k − 2
↑ ↑

l − 2 . . . 212 . . . k − 1 ...

↑ ↑
l − 1 l − 2 . . . 212 . . . k − 1 l − 2 . . . 212 . . . k − 2 k . . . 212 . . . 2k − l

↑ ↑ ↑
l l − 1 . . . k l − 1 l − 2 . . . k − 1 k + 1 k . . . 2k − l + 1 k k − 1 . . . 2k − l←− ← . . .← ←

Рис. 3.

В этой диаграмме l−k вертикальных столбцов и одна строка, поэтому получаем
l − k + 1 представителей двойных смежных классов и все эти представители
заканчиваются на (l, l − 1, . . . , k).

Таким образом, случай 1 дает нам один представитель, случай 2 — l−k+1
представителей, случай 3 — rk(Bl−1) представителей. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 1 вытекает из лемм 3–6.

При доказательстве теоремы 1 использовалась только группа Вейля типа
Bl, но группы Вейля типа Cl и типа Bl изоморфны (см. [22, гл. VI, § 4]), по-
этому все полученные выше утверждения в леммах 2–6 для групп Bl(q) будут
справедливы и для групп Cl(q). Теорема 2 доказана.

§ 2. Доказательство теоремы 3

Пусть G = Dl(q). Известно (см., например, [22, гл. VI, § 4, теорема 1])
задание группы Вейля типа Dl образующими и соотношениями:

W = 〈(1), (2), . . . , (l) | (1, 3)3 = ( ); (1, i)2 = ( ) для i 6= 3; (i)2 = ( ) для всех i;

(i, i+ 1)3 = ( ) для i > 1; (i, j) = (j, i) для |i− j| > 1, i, j > 1〉.

Положим s1(n) = (1, 3, 4, 5, . . . , n + 1) и s2(n) = (2, 3, 4, 5, . . . , n + 1) для
n = 2, . . . , l − 1 и si(1) = (i), si(0) = ( ) для i = 1, 2. Тогда из [23] следует

W l
1 = {s1(n1)s2(n2)s1(n3)s2(n4) . . . s(3+(−1)h−1)/2(nh−1)s(3+(−1)h)/2(nh)

| 0 ≤ h ≤ l − 1, nj > nj+1}.

Лемма 7. r1(Dl) =
[
l
2

]
+ 1 при l ≥ 3.

Доказательство. Пусть l = 3. Тогда

W 3
1 = {( ), s1(n1)s2(n2) | n1, n2 ∈ {0, 1, 2}, n1 > n2}
={s1(2)s2(1) = (1, 3, 2), s1(2)s2(0) = (1, 3), s1(1)s2(0) = (1), ( )}.

Имеем (1, 3, 2) ∼ (1, 3) ∼ (1) и получаем разложение W = W1∪W1(1)W1 группы
W на двойные смежные классы по подгруппе W1. Значит, r1(D3) = 2.



348 В. В. Кораблева

Пусть l = 4. Тогда согласно [23]

W 4
1 = {( ), s1(n1)s2(n2)s1(n3) | n1 > n2 > n3, ni ∈ {0, 1, 2, 3}}.

В W 4
1 входят все элементы из W 3

1 и добавляются

s1(3)s2(2)s1(1) = (1, 3, 4, 2, 3, 1), s1(3)s2(2)s1(0) = (1, 3, 4, 2, 3),

s1(3)s2(1)s1(0) = (1, 3, 4, 2).

Имеем s1(3)s2(2)s1(0) = (1, 3, 4, 2, 3) ∼ (1, 3, 4, 2) = s1(3)s2(1)s1(0) ∼ (1). Исполь-

зуя лемму 1, получаем разложение W =
2⋃

i=0
W1yiW1 группы Вейля W на двой-

ные смежные классы по подгруппе W1, где y0 = ( ), y1 = (1), y2 = (1, 3, 4, 2, 3, 1).
Значит, r1(D4) = 3.

Пусть l = 5. Тогда согласно [23]

W 5
1 = {( ), s1(n1)s2(n2)s1(n3)s2(n4) | n1 > n2 > n3 > n4, ni ∈ {0, 1, 2, 3, 4}}.

В W 5
1 есть все элементы из W 4

1 и добавляются

s1(4)s2(3)s1(2)s2(1), s1(4)s2(3)s1(2)s2(0),

s1(4)s2(3)s1(1)s2(0), s1(4)s2(2)s1(1)s2(0).

Все добавленные элементы эквивалентны y2. Действительно, используя экви-
валентность и соотношения (1, 4) = (4, 1) и (5, i) = (i, 5) для i = 1, 2, 3, имеем

s1(4)s2(3)s1(2)s2(1) = (1, 3, 4, 5, 2, 3, 4, 1, 3, 2) ∼ (1, 3, 4, 5, 2, 3, 4, 1, 3)
= s1(4)s2(3)s1(2)s2(0) ∼ (1, 3, 4, 5, 2, 3, 4, 1) = s1(4)s2(3)s1(1)s2(0)
∼ (1, 3, 4, 5, 2, 3, 1) = s1(4)s2(2)s1(1)s2(0) ∼ (1, 3, 4, 2, 3, 1) = y2.

Приходим к разложению W =
2⋃

i=0
W1yiW1 группы Вейля W типа D5 на двойные

смежные классы по подгруппе W1, где y0, y1, y2 получены при разложении в
группе D4(q). Значит, r1(D5) = 3.

Пусть l = 2k. Тогда имеем разложение W =
k⋃

i=0
W1yiW1 группы Вейля W

типа D2k на двойные смежные классы по подгруппе W1, где представители y0,
y1, . . . , yk нам известны, имеют порядок 2 (кроме y0) и вид

y0 = ( ), y1 = s1(1) = (1), y2 = s1(3)s2(2)s1(1) = (1, 3, 4, 2, 3, 1), . . . ,
yk = s1(l − 1)s2(l − 2)s1(l − 3)s2(l − 4) . . . s2(2)s1(1)
= (1, 3, 4, . . . , l, 2, 3, 4, . . . , l − 1, 1, 3, 4, . . . , l − 2, 2, 3, 4, . . . , l − 3, . . . , 2, 3, 1).

Рассмотрим Dl+1(q), l + 1 = 2k + 1. Ищем представителей двойных смеж-
ных классов в группе Вейля типа Dl+1. Согласно описанию множества W l+1

1 к
найденным представителям двойных смежных классов y0, y1, y2, . . . , yk в груп-
пе D2k(q) могут лишь добавиться элементы, полученные из W l+1

1 и не лежащие
в W l

1. Эти элементы имеют вид

s1(l)s2(n2)s1(n3)s2(n4) . . . s1(nl−1)s2(nl),
l > n2 > n3 > · · · > nl−1 > nl и ni ∈ {0, 1, . . . , l − 1}.
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Покажем, что все они эквивалентны yk. Рассмотрим самый длинный из них:
y = s1(l)s2(l − 1)s1(l − 2) . . . s2(3)s1(2)s2(1)

= (1, 3, 4, . . . , l + 1, 2, 3, 4, . . . , l, 1, 3, 4, . . . , l − 1, . . . , 2, 3, 4, 1, 3, 2).
Используем эквивалентность и соотношения в группе W , движемся справа на-
лево и убираем по одному крайнему правому элементу в si(ni), которые входят
в y. Сначала в s2(1) = (2) убираем элемент 2, затем в s1(2) = (1, 3) — элемент
3, в s2(3) = (2, 3, 4) — элемент 4 ((4, 1) = (1, 4)), и т. д., в s1(l − 2) — элемент
l − 1, в s2(l − 1) — элемент l, в s1(l) — элемент l + 1. Получаем

y ∼ (1, 3, 4, . . . , l + 1, 2, 3, 4, . . . , l, 1, 3, 4, . . . , l − 1, . . . , 2, 3, 4, 1, 3)
∼ (1, 3, 4, . . . , l + 1, 2, 3, 4, . . . , l, 1, 3, 4, . . . , l − 1, . . . , 2, 3, 4, 1)
∼ (1, 3, 4, . . . , l + 1, 2, 3, 4, . . . , l, 1, 3, 4, . . . , l − 2, l − 1, . . . , 2, 3, 1)
∼ · · · ∼ (1, 3, 4, . . . , l + 1, 2, 3, 4, . . . , l, 1, 3, 4, . . . , l − 2, . . . , 1, 3, 4, 2, 3, 1)
∼ (1, 3, 4, . . . , l + 1, 2, 3, 4, . . . , l − 1, 1, 3, 4, . . . , l − 2, . . . , 1, 3, 4, 2, 3, 1)
∼ (1, 3, 4, . . . , l, 2, 3, 4, . . . , l − 1, 1, 3, 4, . . . , l − 2, . . . , 1, 3, 4, 2, 3, 1) = yk.

С остальными элементами из W l+1
1 , не лежащими в W l

1, поступаем так же.
Таким образом, в разложение каждой группы Вейля типа D2k и типа D2k+1

на двойные смежные классы по подгруппам W1 входят одни и те же предста-
вители y0, y1, . . . , yk.

Рассмотрим группу D2k+2(q). К найденным элементам y0, y1, . . . , yk добав-
ляем
z = s1(2k + 1)s2(2k)s1(2k − 1) . . . s2(2)s1(1)

= (1, 3, 4, . . . , 2k + 2, 2, 3, 4, . . . , 2k + 1, 1, 3, 4, . . . , 2k, . . . , 2, 3, 1).

Несложно понять, что все остальные элементы из W 2k+2
1 , не лежащие в W 2k+1

1 ,
не дают нам новых представителей двойных смежных классов. Соотношения в
группе Вейля не позволяют укоротить элемент z. Положим yk+1 = z. Порядок
элемента yk+1 равен 2. Имеем r1(D2k+2) = k+ 2 =

[ 2k+2
2

]
+ 1. Лемма доказана.

Лемма 8. r2(Dl) =
[
l
2

]
+ 1 при l ≥ 3.

Доказательство. Представления группы Dl(q) на левых смежных клас-
сах по подгруппам P1 и P2 подобны, так как согласно [21, предложение 12.2.3]
существует графовый автоморфизм этой группы, отображающий параболиче-
скую подгруппу P1 на параболическую подгруппу P2. Лемма доказана.

Положим sj = (j, j−1, . . . , 4, 3, 1, 2, 3, 4, . . . , l−1, l) и обозначим через sj(nj)
произведение первых (слева) nj элементов из sj , где 0 ≤ nj ≤ l+j−2. Заметим,
что при определении sj мы не различаем (. . . , 1, 2, . . . ) и (. . . , 2, 1, . . . ) в силу
соотношения (1, 2) = (2, 1).

Лемма 9 [23, теорема 4]. Пусть W — группа Вейля типа Dl, Wk = 〈(i) | i =
1, 2, . . . , k−1, k+1, . . . , l〉 — ее параболическая подгруппа, W l

k — полная система
представителей правых смежных классов по подгруппе Wk в W , где каждый
представитель имеет минимальную длину в содержащем его классе. Тогда при
k ≥ 3
W l

k = {sk(nk) . . . sl(nl) | 0 ≤ nj ≤ k + j − 2;nj+1 ≤ nj + 1;nj+1 ≤ nj ,

если nj ≤ j − 2; если nj+1 = nj + 1 = j, то sj(nj) и sj+1(nj+1)
выбраны так, что один имеет последним элементом (1),

а другой — (2); k ≤ j, j + 1 ≤ l}.



350 В. В. Кораблева

Лемма 10. rl(Dl) = 3 при l ≥ 3 .

Доказательство. Согласно лемме 9 множество W l
l представителей пра-

вых смежных классов группы Вейля W по параболической подгруппе Wl со-
стоит из элементов вида sl(nl), где sl = (l, l − 1, . . . , 4, 3, 1, 2, 3, 4, . . . , l − 1, l), а
sl(nl) обозначает произведение первых (слева) nl элементов из sl и 0 ≤ nl ≤
l + l − 2 = 2l − 2. Из этих элементов несложно выбрать представителей двой-
ных смежных классов группы W по подгруппе Wl. Ими будут в точности три
элемента: y0 = ( ), y1 = (l), y2 = (l, l − 1, . . . , 4, 3, 1, 2, 3, 4, . . . , l − 1, l). Имеем

разложение W =
2⋃

i=0
WlyiWl группы Вейля W типа Dl на двойные смежные

классы по подгруппе Wl. Лемма доказана.

Лемма 11. rk(Dl) = rk(Dl−1) + k + 1 при 3 ≤ k ≤
[
l
2

]
+ 1.

Доказательство. По лемме 9 множество W l
k представителей правых

смежных классов группы Вейля W по параболической подгруппе Wk состоит
из элементов вида sk(nk)sk+1(nk+1) . . . sl(nl). Числа nk, . . . , nl должны удовле-
творять лемме 9, а самые длинные слова sk, sk+1, . . . , sl имеют вид

sk(2k − 2) = (k, k − 1, . . . , 4, 3, 1, 2, 3, . . . , k − 1, k),
sk+1(2k − 1) = (k + 1, k, . . . , 4, 3, 1, 2, 3, . . . , k − 1, k),

. . . , .

sl−1(l + k − 3) = (l − 1, l − 2, . . . , 4, 3, 1, 2, 3, . . . , k − 1, k),
sl(l + k − 2) = (l, l − 1, . . . , 4, 3, 1, 2, 3, . . . , k − 1, k).

Случай 1. nl = l + k − 2.
Если nl = l + k − 2, то из леммы 9 следует, что для nl−1 есть только одна

возможность: nl−1 = l + k − 3. Если nl−1 = l + k − 3, то есть только одна
возможность: nl−2 = l + k − 4, и т. д., nk+1 = 2k − 1, nk = 2k − 2. Получили
элемент

y = (k, k − 1, . . . , 3, 1, 2, . . . , k, k + 1, . . . , 3, 1, 2, . . . , k, . . . , l, . . . , 3, 1, 2, . . . , k),

y является самым длинным представителем (по лемме 1 имеющий минималь-
ную длину в содержащем его классе) среди представителей двойных смежных
классов по подгруппе Wk.

Ищем другие представители, для чего предположим, что nl < l + k − 2.

Случай 2. l − k + 1 ≤ nl < l + k − 2.
Заметим, что

sl(l + k − 3) = (l, l − 1, . . . , 4, 3, 1, 2, 3, . . . , k − 2, k − 1) ∼ sl(l + k − 4)
= (l, l − 1, . . . , k, . . . , 4, 3, 1, 2, 3, . . . , k − 3, k − 2) ∼ . . .

∼ (l, l − 1, . . . , k, . . . , 4, 3) ∼ · · · ∼ (l, l − 1, . . . , k) = sl(l − k + 1).

Из соотношений в группе W следует, что (k, j) = (j, k) для всех j 6= k ± 1 и
(k, k + 1, k) = (k + 1, k, k + 1). Рассмотрим sl−1(nl−1)sl(l − k + 1).
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Пусть сначала nl−1 = l + k − 3. Тогда

sl−1(l + k − 3)sl(l − k + 1)
= (l − 1, . . . , 3, 1, 2, 3, . . . , k − 1, k, l, l − 1, . . . , k + 1, k)
= (l − 1, . . . , 3, 1, 2, . . . , k − 1, l, k, l − 1, . . . , k + 1, k)
= (l − 1, . . . , 3, 1, 2, . . . , k − 1, l, l − 1, k, . . . , k + 1, k) = . . .

= (l − 1, . . . , 3, 1, 2, . . . , k − 1, l, l − 1, . . . , k, k + 1, k)
= (l − 1, . . . , 3, 1, 2, . . . , k − 1, l, l − 1, . . . , k + 1, k, k + 1)
∼ (l − 1, . . . , 3, 1, 2, . . . , k − 1, l, l − 1, . . . , k + 1, k)
= sl−1(l + k − 4)sl(l − k + 1).

Пусть nl−1 = l + k − 5. Тогда

sl−1(l + k − 5)sl(l − k + 1)
= (l − 1, . . . , 3, 1, 2, . . . , k − 2, l, l − 1, . . . , k + 1, k)
= (l − 1, l − 2, . . . , 3, 1, 2, . . . , k − 3, l, k − 2, l − 1, . . . , k + 1, k)
= (l − 1, l − 2, . . . , 3, 1, 2, . . . , k − 3, l, l − 1, k − 2, . . . , k + 1, k) = . . .

= (l − 1, l − 2, . . . , 3, 1, 2, . . . , k − 3, l, l − 1, . . . , k + 1, k, k − 2)
∼ (l − 1, l − 2, . . . , 3, 1, 2, . . . , k − 3, l, l − 1, . . . , k + 1, k)
= (l − 1, l − 2, . . . , 4, 3, 1, 2, . . . , k − 4, l, l − 1, k − 3, . . . , k + 1, k) = . . .

= (l − 1, l − 2, . . . , 3, 1, 2, . . . , k − 4, l, l − 1, . . . , k + 1, k, k − 3)
∼ (l − 1, l − 2, . . . , k, . . . , 3, 1, 2, . . . , k − 4, l, l − 1, . . . , k + 1, k) · · · ∼ . . .

∼ (l − 1, l − 2, . . . , k, k − 1, l, l − 1, . . . , k + 1, k)
= sl−1(l − k + 1)sl(l − k + 1).

Таким образом, при нашем выборе представителей двойных смежных классов
по подгруппе Wk перед словом (l, l−1, . . . , k+1, k) может стоять либо «длинное»
слово (l − 1, l − 2, . . . , 4, 3, 1, 2, 3, . . . , k − 1), либо «короткое» слово (l − 1, l −
2, . . . , k, k − 1). Рассуждая аналогично, получаем, что из всех sl−2(nl−2) перед
словом (l− 1, l− 2, . . . , k, k − 1)sl(l− k + 1) может стоять либо «длинное» слово
(l−2, l−3, . . . , 4, 3, 1, 2, . . . , k−3, k−2), либо «короткое» слово (l−2, l−3, . . . , k−
1, k− 2). Теперь мы готовы написать, что может находиться перед «коротким»
словом вида

(j, j − 1, . . . , i+ 1, i).

Выясним, что стоит перед «длинным» словом вида

(j, j − 1, . . . , 3, 1, 2, . . . , i).

Пусть nl−1 = l+ k− 4. Тогда sl−1(l+ k− 4) = (l− 1, l− 2, . . . , 4, 3, 1, 2, . . . , k− 1).
Рассмотрим произведение sl−2(l+ k− 4)sl−1(l+ k− 4)sl(l− k+ 1) и «укоротим»
его, используя соотношения (k+ 1, k, k+ 1) = (k, k+ 1, k) и (k+ 1, j) = (j, k+ 1)
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для j 6= k, j 6= k + 2:

sl−2(l + k − 4)sl−1(l + k − 4)sl(l − k + 1)
= (l − 2, . . . , 3, 1, 2, . . . , k − 1, k, l − 1, . . . , 4, 3, 1, 2, . . . , k − 1)sl(l − k + 1)
= sl−2(l + k − 5)(l − 1, . . . , k, k + 1, k, . . . , 3, 1, 2, . . . , k − 1)sl(l − k + 1)
= sl−2(l + k − 5)(l − 1, . . . , k + 1, k, k + 1, . . . , 3, 1, 2, . . . , k − 1)sl(l − k + 1)
= sl−2(l + k − 5)(l − 1, . . . , k, k − 1, k + 1, . . . , 3, 1, 2, . . . , k − 1)sl(l − k + 1)
= sl−2(l + k − 5)(l − 1, . . . , k, k − 1, . . . , 3, 1, 2, . . . , k + 1, k − 1)sl(l − k + 1)
= sl−2(l + k − 5)sl−1(l + k − 4)(k + 1)sl(l − k + 1)
= sl−2(l + k − 5)sl−1(l + k − 4)(l, l − 1, . . . , k + 1, k + 2, k + 1, k)
= sl−2(l + k − 5)sl−1(l + k − 4)(l, l − 1, . . . , k + 2, k + 1, k + 2, k)
∼ sl−2(l + k − 5)sl−1(l + k − 4)(l, l − 1, . . . , k + 2, k + 1, k)
= (l − 2, . . . , 3, 1, 2, . . . , k − 1, l − 1, l − 2, . . . , 4, 3, 1, 2, . . . , k − 1)sl(l − k + 1).

Из леммы 9 следует, что l+k−5 ≤ nl−2 ≤ l+k−4, поэтому полученный элемент
уже нельзя «укоротить». Таким образом, перед

(l − 1, l − 2, . . . , 4, 3, 1, 2, . . . , k − 1)

может стоять лишь (l− 2, l− 3, . . . , 4, 3, 1, 2, . . . , k− 1). Рассуждая аналогичным
образом, получаем, что перед словом вида

(j, j − 1, . . . , 4, 3, 1, 2, . . . , i)

может стоять только слово (j − 1, j − 2, . . . , 4, 3, 1, 2, . . . , i).
Осталось выяснить влияние последнего условия из леммы 9: если nj+1 =

nj + 1 = j, то sj(nj) и sj+1(nj+1) выбраны так, что один имеет последним
элементом (1), а другой — (2). Для этого нужно рассмотреть элемент

(l − k + 3, l − k + 2, . . . , 4, 3).

При k = 3 это в точности элемент (l, l − 1, . . . , k).
Согласно предыдущим выводам и последнему условию из леммы 9 перед

этим «коротким» словом может стоять либо «длинное» слово

(l − k + 2, l − k + 1, . . . , 4, 3, 1, 2),

либо одно из двух «коротких» слов:

(l − k + 2, l − k + 1, . . . , 4, 3, 1), (l − k + 2, l − k + 1, . . . , 4, 3, 2),

так как (. . . , 1, 2, . . . ) = (. . . , 2, 1, . . . ). Далее перед

(l − k + 2, l − k + 1, . . . , 4, 3, 1)

согласно последнему условию из леммы 9 должно обязательно стоять слово,
оканчивающееся двойкой, а именно (l − k + 1, l − k, . . . , 4, 3, 2), а перед (l − k +
2, l − k + 1, . . . , 4, 3, 2) будет стоять (l − k + 1, l − k, . . . , 4, 3, 1).

Полученные результаты показаны на рис. 4 с помощью диаграммы. Из нее
легко выписываются представители двойных смежных классов группы W по
параболической максимальной подгруппе Wk. Идем по диаграмме снизу вверх
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k . . . 4312 . . . k − 1 k . . . 43e± 1 k . . . 43e

↑ ↑ ↑
k + 1 . . . 4312 . . . k − 1 k . . . 4312 . . . k − 2 ...

...

↑ ↑ ↑ ↑

...
... k . . . 43123 k . . . 4312 l − k . . . 431 l − k . . . 432

↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑
l − 2 . . . 4312 . . . k − 1 l − 3 . . . 4312 . . . k − 2 ...

... l − k + 1 . . . 432 l − k + 1 . . . 431
↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑

l − 1 l − 2 . . . 4312 . . . k − 1 l − 2 . . . 4312 . . . k − 2 l − k + 3 . . . 43123 l − k + 2 . . . 4312 l − k + 2 . . . 431 l − k + 2 . . . 432
↑ ↑ ↑ ↑

l l − 1 . . . k l − 1 l − 2 . . . k − 1 l − k + 4 . . . 4 l − k + 3 . . . 43←− ← . . .←

Рис. 4.

и справа налево по стрелкам. Например, двигаясь вверх по крайнему левому
столбцу, получаем представитель

y1 = (k, . . . , 4, 3, 1, 2, . . . , k − 1)(k + 1, . . . , 4, 3, 1, 2, . . . , k − 1)
. . . (l − 1, l − 2, . . . , 4, 3, 1, 2, . . . , k − 1)(l, l − 1, . . . , k + 1, k),

двигаясь вверх по второму (слева) столбцу и на одно слово влево по строке —
представитель

y2 = (k, . . . , 4, 3, 1, 2, . . . , k − 2)(k + 1, . . . , 4, 3, 1, 2, . . . , k − 2)
. . . (l − 2, . . . , 4, 3, 1, 2, . . . , k − 2)(l − 1, l − 2, . . . , k − 1)(l, l − 1, . . . , k + 1, k).

Пройдем по крайнему правому столбцу снизу вверх, затем по всей строке справа
налево и получим

yk = (k, . . . , 4, 3, e)(k + 1, . . . , 4, 3, e± 1) . . . (l − k, . . . , 4, 3, 2)
(l − k + 1, . . . , 4, 3, 1)(l − k + 2, . . . , 4, 3, 2)(l − k + 3, . . . , 4, 3)
(l − k + 4, . . . , 5, 4) . . . (l − 1, l − 2, . . . , k − 1)(l, l − 1, . . . , k),

где e равно 1 или 2 в зависимости от того, нечетно или четно l соответственно,
причем если e = 1, то во втором сомножителе стоит в конце e + 1 = 2, а если
e = 2, то — e− 1 = 1.

Таким образом, из диаграммы получаем k представителей, легко прове-
рить, что порядки этих представителей равны двум и все эти представители
заканчиваются на (l, l − 1, . . . , k).

Случай 3. nl < l − k + 1.
В этом случае sl(nl) ∼ ( ). Все представители двойных смежных классов

подгруппы Вейля типа Dl−1 по параболической максимальной подгруппе будут
представителями и двойных смежных классов подгруппы Вейля типа Dl по сво-
ей параболической максимальной подгруппе. Таких представителей в точности
rk(Dl−1)) штук.

Таким образом, случай 1 дает нам один представитель, случай 2 — k пред-
ставителей, случай 3 — rk(Dl−1) представителей. Лемма доказана.
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k . . . 4312 . . . k − 1
↑

... k . . . 4312 . . . k − 2
↑ ↑

l − 2 . . . 4312 . . . k − 1 ... k . . . 4312 . . . k − 3
↑ ↑ ↑

l − 1 l − 2 . . . 4312 . . . k − 1 l − 2 . . . 4312 . . . k − 2 ... k . . . 4312 . . . 2k − l

↑ ↑ ↑ ↑
l l − 1 . . . k l − 1 l − 2 . . . k − 1 l − 2 . . . k − 2 k + 1 k . . . 2k − l + 1 k k − 1 . . . 2k − l←− ← ← . . .← ←

Рис. 5.

1 2 3B3

4 5 3
1 2 3 4B4

5 7 6 3

1 2 3 4 5B5

6 9 9 6 3

1 2 3 4 5 6B6

7 11 12 10 6 3

1 2 3 4 5 6 7B7

8 13 15 14 10 6 3

1 2 3 4 5 6 7 8B8

9 15 18 18 15 10 6 3

1 2 3 4C4

5 7 6 3

1 2 3 4 5C5

6 9 9 6 3

1 2 3 4 5 6C6

7 11 12 10 6 3

1 2 3 4 5 6 7C7

8 13 15 14 10 6 3

1 2 3 4 5 6 7 8C8

9 15 18 18 15 10 6 3
Рис. 6. Ранги rk(Bl) и rk(Cl) для малых значений l.

Лемма 12. rk(Dl) = rk(Dl−1) + l − k + 2 при
[
l
2

]
+ 1 < k < l.

Доказательство этой леммы почти не отличается от доказательства лем-
мы 11. Следует рассмотреть те же три случая. Случаи 1 и 3 дословно по-
вторяются. Отличие лишь в случае 2, которое заключается в том, что при[
l
2

]
+1 < k < l последнее условие на числа nj+1 = nj +1 = j из леммы 9 приме-

нять не нужно. Диаграмма для случая 2 показана на рис. 5. В этой диаграмме
l− k столбцов и однa строка, поэтому получаем l− k+1 представителей. Легко
проверить, что их порядки равны двум, все эти представители заканчиваются
на (l, l − 1, . . . , k). Лемма доказана.
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1

2

3 4 5D5

3

3

11 6 3

1

2

3 4 5 6D6

4

4

15 11 6 3

1

2

3 4 5 6 7D7

4

4

19 16 10 6 3

1

2

3 4 5 6 7 8D8

5

5

23 21 16 10 6 3

1

2

3 4 5 6 7 8 9D9

5

5

27 26 22 15 10 6 3

Рис. 7. Ранги rk(Dl) для малых значений l.

Доказательство теоремы 3 вытекает из лемм 7, 8, 10–12.

Приложение

Программа, которая была написана для работы с пакетом «chevie» из ком-
пьютерной системы GAP (см. [25]), определила ранги rk(G) подстановочных
представлений классических групп лиева типа Bl(q), Cl(q), Dl(q) на смежных
классах по параболическим максимальным подгруппам для малых значений l и
вычислила представители yi минимальной длины в двойных смежных клас-
сах WkyiWk. Результаты вычислений полностью совпадают с диаграммами
(см. рис. 2–5) и другими утверждениями, полученными при доказательстве
теорем 1–3. На рис. 6 и 7 указаны ранги подстановочных представлений по па-
раболическим максимальным подгруппам классических групп лиева типа Bl(q),
Cl(q), Dl(q) для малых значений l на диаграммах Дынкина для этих групп. Под
вершиной пишется соответствующий подстановочный ранг.
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