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ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ

ДЛЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ МЕЛЛИНА ЧЕТВЕРТОЙ

СТЕПЕНИ ДЗЕТА–ФУНКЦИИ РИМАНА

А. Лауринчикас

Аннотация. Доказаны предельные теоремы в смысле слабой сходимости вероят-
ностных мер на комплексной плоскости и в пространстве аналитических функций
для преобразования Меллина

∣∣ζ( 1
2 + it
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1. Введение

Пусть, как обычно, ζ(s), s = σ + it, — дзета-функция Римана, и пусть для
σ > 1

Z2(s) =
∞∫
1

|ζ(1/2 + ix)|4x−s dx.

Функцию Z2(s) называют модифицированным преобразованием Меллина функ-
ции

∣∣ζ( 1
2 + ix

)∣∣4. Оно введено и изучено в [1, 2], а также в [3–6] в связи с момен-
тами дзета-функции Римана

T∫
0

|ζ(1/2 + it)|2k dt, k = 2, 3, 4.

Мотохаси [1] доказал, что функция Z2(s) мероморфно продолжаема на всю
комплексную плоскость C. В полуплоскости σ > 0 у нее есть полюс s = 1 пятого
порядка, простые полюсы в точках s = 1/2 ± iκj , κj =

√
λj − 1/4, где {λj =

κ2
j + 1/4} ∪ {0} — дискретный спектр неевклидова лапласиана, действующего

на автоморфных формах для полной модулярной группы SL(2,Z), и полюсы
s = ρ/2, где ρ — комплексные нули ζ(s).

Среднеквадратичные оценки Z2(s)

JT (σ) =
T∫

0

|Z2(σ + it)|2 dt
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получены в [5] и [3]. Через

E2(T ) =
T∫

0

|ζ(1/2 + it)|4 dt− TP4(log T ),

где P4(x) — полином от x четвертой степени, обозначим остаточный член в
асимптотической формуле для четвертого момента ζ(s). Пусть c — константа,
для которой

E2(T ) � T c+ε. (1)
В [5] доказано, что для 1/2 < σ < 1

JT (σ) �ε T
ε(T + T (2−2σ)/(1−c))

и безусловно для тех же σ

JT (σ) � T (10−8σ)/3 logC T

с некоторой C > 0. Отметим, что (1) выполнено с c = 2/3 и что c < 1/2
невозможно. В [7] для 5

6 ≤ σ ≤ 5
4 получена оценка

JT (σ) �ε T
15−12σ

5 +ε. (2)

Точный порядок JT (σ) неизвестен. В [3] доказано, что для любого ε > 0 и
фиксированного σ, 1/2 < σ < 1, будет

JT (σ) �ε T
2−2σ−ε,

а также выдвинута гипотеза, что

JT (σ) �ε T
2−2σ+ε.

Оценки сверху для функции Z2(s) получены также в [3–5]. Во-первых, в
[5] доказано, что для фиксированного σ, 1/2 < σ < 1, имеем

Z2(σ + it) � t2−2σ(log t)18−14σ, t ≥ t0 > 0. (3)

Если s = σ + it хорошо отделена от полюсов Z2(s), то [3] для 0 < σ < 1 будет

Z2(σ + it) �ε t
1−σ+ε. (4)

В [4] оценка (3) улучшена до такой:

Z2(σ + it) �ε t
4/3(1−σ)+ε.

В данной работе будет изучено асимптотическое поведение функцииZ2(s) с
помощью вероятностных методов. Точнее, будут доказаны предельные теоремы
в смысле слабой сходимости вероятностных мер для функции Z2(s).

Первые вероятностные результаты для дзета-функции получены в [8, 9].
Там доказана предельная теорема на комплексной плоскости для дзета-функции
Римана. Затем многими математиками идеи из [8, 9] были развиты и обобщены.
Историю и результаты можно найти в [10–17].

Пусть meas{A} — мера Лебега измеримого множества A ⊂ R и

νtT (. . . ) =
1
T

meas{t ∈ [0, T ] : . . . },

где на месте многоточия записывается условие на t. Здесь символ t в обозначе-
нии νtT указывает лишь на то, что мера рассматривается относительно t ∈ [0, T ].
Обозначим через B(S) класс борелевских множеств пространства S.
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Теорема 1. Пусть σ > 5
6 . Тогда на (C,B(C)) существует вероятностная

мера PC,σ такая, что вероятностная мера

νtT (Z2(σ + it) ∈ A), A ∈ B(C),

слабо сходится к PC,σ при T →∞.

Пусть G — область в C. Обозначим через H(G) пространство аналитиче-
ских на G функций, снабженное топологией равномерной сходимости на ком-
пактах. Пусть D = {s ∈ C : 5/6 < σ < 1}.

Теорема 2. На (H(D),B(H(D))) существует вероятностная мера PH та-
кая, что вероятностная мера

ντT (Z2(s+ iτ) ∈ A), A ∈ B(H(D)),

слабо сходится к PH при T →∞.

2. Предельные теоремы для интегралов
на конечном промежутке

Пусть a > 1 и σ1 > 1/2. Для x ≥ 1, y ≥ 1 положим

v(x, y) = exp
{
−

(
x

y

)σ1}
,

и пусть

Z2,a,y(s) =
a∫

1

|ζ(1/2 + ix)|4v(x, y)x−s dx.

В этом разделе докажем предельные теоремы для функции Z2,a,y(s). Нач-
нем с предельной теоремы на торе

�a =
∏

u∈[1,a]

γu,

где γu = {s ∈ C : |s| = 1} def= γ для u ∈ [1, a]. По теореме Тихонова �a —
компактная топологическая абелева группа. Двойственная к �a группа такова:⊕

u∈[1,a]

Zu,

где Zu = Z = {· · · − 1, 0, 1, . . . } для u ∈ [1, a]. Тем самым преобразование Фурье
вероятностной меры µ на (�a,B(�a)) равно∫

�a

∏
u∈[1,a]

xkuu dµ,

где ku ∈ Z, xu ∈ γ, и среди ku отличных от нуля лишь конечное множество.
Определим на (�a,B(�a)) вероятностную меру

QT (A) = νtT ((uit : u ∈ [1, a]) ∈ A).
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Лемма 3. На (�a,B(�a)) существует вероятностная мера Q такая, что
мера QT слабо сходится к Q при T →∞.

Доказательство. Согласно предыдущему замечанию преобразование
Фурье gT ({ku : u ∈ [1, a]}) меры QT равно

gT ({ku : u ∈ [1, a]}) =
∫
�a

∏
u∈[1,a]

xkuu dQT =
1
T

T∫
0

exp
{
it

∑
u∈[1,a]

ku log u
}
dt

=


1, если

∑
u∈[1,a]

ku log u = 0,

exp
{
iT

∑
u∈[1,a]

ku log u
}
−1

iT
∑

u∈[1,a]
ku log u , если

∑
u∈[1,a]

ku log u 6= 0.

Заметим, что здесь отличных от нуля целых ku лишь конечное множество.
Тогда

lim
T→∞

gT ({ku : u ∈ [1, a]}) =


1, если

∑
u∈[1,a]

ku log u = 0,

0, если
∑

u∈[1,a]
ku log u 6= 0.

Отсюда в силу теоремы непрерывности на локально компактных группах (см.,
например, [18]), получаем, что при T → ∞ вероятностная мера QT слабо схо-
дится к вероятностной мере Q на (�a,B(�a)), определенной посредством ее
преобразования Фурье

g({ku : u ∈ [1, a]}) =


1, если

∑
u∈[1,a]

ku log u = 0,

0, если
∑

u∈[1,a]
ku log u 6= 0.

Лемма 4. На (C,B(C)) существует вероятностная мера PC,σ,a,y такая, что
вероятностная мера

PT,C,σ,a,y(A) def= νtT (Z2,a,y(σ + it) ∈ A), A ∈ B(C),

слабо сходится к PC,σ,a,y при T →∞.

Доказательство леммы 4 начнем с предельной теоремы для интеграль-
ных сумм. Разобьем промежуток [1, a] точками 1 = x0 < x1 < · · · < xn = a на
n подынтервалов одинаковой длины a−1

n и определим интегральную сумму для∣∣ζ( 1
2 + ix

)∣∣4v(x, y)x−s:
S2,n(s) = S2,n,a,y(s) =

n∑
j=1

|ζ(1/2 + iξj)|4v(ξj , y)ξ−sj �xj

с ξj ∈ [xj−1, xj ], �xj = xj − xj−1.
Рассмотрим вероятностную меру

Q2,T,n(A) = Q2,T,n,σ,a,y(A) = νtT (S2,n(σ + it) ∈ A), A ∈ B(C).
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Лемма 5. На (C,B(C)) существует вероятностная мера Q2,n = Q2,n,σ,a,y
такая, что мера Q2,T,n слабо сходится к Q2,n при T →∞.

Доказательство. Пусть функция hn : �a → C задана формулой

hn(yx) =
n∑

j=1

|ζ(1/2 + iξj)|4v(ξj , y)ξ−σj yξj�xj , yx ∈ �a.

Тогда функция hn непрерывна и

hn(x−it) = S2,n(σ + it).

Поэтому Q2,T,n = QTh−1
n , где QT — мера из леммы 3. Тем самым результат

нашей леммы вытекает из леммы 3, непрерывности hn и теоремы 5.1 в [19].

Лемма 6. Имеет место соотношение

lim
n→∞

lim sup
T→∞

1
T

T∫
0

|S2,n(σ + it)−Z2,a,y(σ + it)| dt = 0.

Доказательство. По неравенству Коши — Шварца

1
T

T∫
0

|S2,n(σ+ it)−Z2,a,y(σ+ it)| dt�

 1
T

T∫
0

|S2,n(σ+ it)−Z2,a,y(σ+ it)|2 dt

 1
2

.

(5)
Легко видеть, что

lim
n→∞

lim sup
T→∞

1
T

T∫
0

S2,n(σ + it)S2,n(σ + it) dt = 0. (6)

Более того,

lim sup
T→∞

1
T

T∫
0

Z2,a,y(σ + it)Z2,a,y(σ + it) dt = 0. (7)

Так как

1
T

T∫
0

S2,n(σ + it)Z2,a,y(σ + it) dt

�

 1
T

T∫
0

|S2,n(σ + it)|2 dt

 1
2
 1
T

T∫
0

Z2,a,y(σ + it)|2 dt

 1
2

(8)

и такая же оценка верна для среднего значения функции S2,n(σ + it)Z2,a,y(σ +
it), утверждение леммы вытекает из (5)–(8).

Доказательство леммы 4. По лемме 5 вероятностная мера Q2,T,n слабо
сходится к мере Q2,n при T → ∞. Определим на вероятностном пространстве
(�,B(�),P) случайную величину θT , полагая

P(θT ∈ A) =
1
T

T∫
0

IA dt, A ∈ B(R),
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где IA — индикатор множества A. Пусть

UT,n(σ) = S2,n(σ + iθT ).

Из леммы 5 вытекает соотношение

UT,n(σ) D→
T→∞

Un(σ), (9)

где Un(σ) — комплекснозначная случайная величина с распределением Q2,n и
D→ означает сходимость по распределению. Покажем, что семейство вероят-
ностных мер {Q2,n : n ∈ N} плотное. Возьмем произвольное M > 0. Тогда по
неравенству Чебышёва имеем

P(|UT,n(σ)| > M) ≤ 1
TM

T∫
0

|S2,n(σ + it)| dt.

Отсюда и леммы 6 видно, что

lim sup
T→∞

P(|ǓT,n(σ)| > M) ≤ sup
n∈N

lim sup
T→∞

1
TM

T∫
0

|S2,n(σ + it)| dt

≤ sup
n∈N

lim sup
T→∞

1
TM

T∫
0

|S2,n(σ+it)−Z2,a,y(σ+it)| dt+lim sup
T→∞

1
TM

T∫
0

|Z2,a,y(σ+it)| dt

� 1
M

+ lim sup
T→∞

1
TM

T∫
0

|Z2,a,y(σ)| dt ≤ R2,σ,y

M
(10)

с R2,σ,y < ∞. Пусть ε — произвольное положительное число. Тогда, взяв
M = Mε = R2,σ,yε−1, из (9) и (10) выводим, что для любого n ∈ N

P(|Un(σ)| > Mε) ≤ ε. (11)

Положим Kε = {s ∈ C : |s| ≤Mε}. Тогда Kε — компактное подмножество в C и
ввиду (11)

P(Un(σ) ∈ Kε) ≥ 1− ε

для любого n ∈ N. Отсюда для произвольного n ∈ N имеем

Q2,n(Kε) ≥ 1− ε.

Тем самым мы доказали, что семейство {Q2,n : n ∈ N} плотное. Отсюда по
теореме Прохорова (см., например, [19]) заключаем, что оно относительно ком-
пактно. Следовательно, найдется последовательность {Q2,nk} ⊂ {Q2,n} такая,
что Q2,nk слабо сходится к некоторой вероятностной мере Q2 на (C,B(C)) при
k →∞. Значит,

Unk(σ) D→
k→∞

Q2. (12)

Положим
XT,C,a,y(σ) = Z2,a,y(σ + iθT ).
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Принимая во внимание лемму 6, находим, что для любого ε > 0

lim
n→∞

lim sup
T→∞

P(|XT,C,a,y(σ)− UT,n(σ)| ≥ ε)

≤ lim
n→∞

lim sup
T→∞

1
Tε

T∫
0

|S2,n(σ + it)−Z2,a,y(σ + it)| dt = 0.

Последнее неравенство, а также (9), (12) и теорема 4.2 из [19] показывают, что

XT,C,a,y(σ) D→
T→∞

Q2.

Это равносильно утверждению леммы 4.

Лемма 7. Пусть G — область в C. Тогда на (H(G),B(H(G))) существует
вероятностная мера PH,a,y такая, что вероятностная мера

PT,H,a,y(A) def= ντT (Z2,a,y(s+ iτ) ∈ A), A ∈ B(H(G)),

слабо сходится к PH,a,y при T →∞.
Доказательство. В первую очередь зададим метрику на H(G), которая

снабжает его топологией равномерной сходимости на компактах. Известно (см.,
например, [20]), что существует последовательность компактных подмножеств
{Kl} в G такая, что

G =
∞⋃
l=1

Kl,

Kl ⊂ Kl+1, l ∈ N, и если K ⊂ G — компакт, то K ⊂ Kl с некоторым l. Для
f, g ∈ H(G) положим

ρ(f, g) =
∞∑
l=1

2−l
ρl(f, g)

1 + ρl(f, g)
,

где ρl(f, g) = sup
s∈Kl

|f(s)− g(s)|. Тогда ρ — требуемая метрика на H(G).

Далее применим рассуждения, аналогичные проводимым при доказатель-
стве леммы 3. Определим функцию ĥn : �a → H(G) по формуле

ĥn(yx) =
n∑

j=1

|ζ(1/2 + iξj)|4v(ξj , y)ξ−sj yξj�xj , yx ∈ �a.

Тогда функция ĥn непрерывна и

ĥn(x−iτ ) = S2,n(s+ iτ).

Поэтому, взяв

Q̂2,T,n(A) = ντT (S2,n(s+ iτ) ∈ A), A ∈ B(H(G)),

имеем Q̂2,T,n = QT ĥ−1
n . Отсюда, из леммы 3, непрерывности ĥn и теоремы 5.1

из [19] имеем, что мера Q̂2,T,n слабо сходится к Qĥ−1
n при T →∞.

Пусть теперь K — компактное подмножество области G и L — простой
замкнутый контур, лежащий в G и охватывающий множество K. Тогда ввиду
интегральной формулы Коши

sup
s∈K

|S2,n(s+ iτ)−Z2,a,y(s+ iτ)| � 1
δ

∫
L

|S2,n(z + iτ)−Z2,a,y(z + iτ)||dz|,
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где δ — расстояние от L до множества K. Отсюда

1
T

T∫
0

sup
s∈K

|S2,n(s+ iτ)−Z2,a,y(s+ iτ)| dτ

� 1
δ

∫
L

|dz| 1
T

T∫
0

|S2,n(Re z + iτ + i Im z)−Z2,a,y(Re z + iτ + i Im z)| dτ. (13)

Аналогично доказательству леммы 6 находим, что

lim
n→∞

lim sup
T→∞

1
T

T∫
0

|S2,n(Re z + iτ + i Im z)−Z2,a,y(Re z + iτ + i Im z)| dτ = 0.

Отсюда и из (13) выводим соотношение

lim
n→∞

lim sup
T→∞

1
T

T∫
0

sup
s∈K

|S2,n(s+ iτ)−Z2,a,y(s+ iτ)| dτ = 0. (14)

Мы видели, что мера Q̂2,T,n слабо сходится к Qĥ−1
n при T →∞. Следовательно,

ÛT,n(s) D→
T→∞

Ûn(s), (15)

где
ÛT,n(s) = S2,n(s+ iθT ),

и Ûn(s) — H(G)-значный случайный элемент с распределением Q̂2,n = Qĥ−1
n .

Используя (14) и (15), находим, что для Ml > 0

P{ sup
s∈Kl

|Ûn(s)| > Ml} ≤
R̂2,y

Ml

c R̂2,y < ∞. Отсюда, взяв Ml = Ml,ε = R̂2,yε−12l с произвольным ε > 0,
получаем, что

P( sup
s∈Kl

|Ûn(s)| > Ml,ε) ≤ ε2−l, l ∈ N. (16)

Положим
Kε = {g ∈ H(G) : sup

s∈Kl

|g(s)| ≤Ml,ε, l ∈ N}.

Тогда множество Kε компактно в H(G), так что по (16)

P(Ûn(s) ∈ Kε) ≥ 1− ε

для любого n ∈ N или
Q̂2,n(Kε) ≥ 1− ε

для любого n ∈ N. Это показывает, что семейство вероятностных мер {Q̂2,n :
n ∈ N} плотно, тем самым по теореме Прохорова оно относительно компактно.
Следовательно, найдется подпоследовательность {Q̂2,nk} ⊂ {Q̂2,n} такая, что
Q̂2,nk слабо сходится к некоторой вероятностной мере Q̂2 на (H(G),B(H(G)))
при k →∞. Отсюда

Ûnk(s)
D→

k→∞
Q̂2. (17)
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Положим теперь
XT,H,a,y(s) = Z2,a,y(s+ iθT ).

Тогда ввиду соотношения (14) для любого ε > 0

lim
n→∞

lim sup
T→∞

P{ρ(XT,H,a,y(s), ÛT,n(s)) ≥ ε}

≤ lim
n→∞

lim sup
T→∞

1
Tε

T∫
0

ρ(XT,H,a,y(s+ iτ), ÛT,n(s+ iτ)) dτ = 0.

Тем самым (15), (17) и теорема 4.2 из [19] доказывают лемму.

3. Приближение абсолютно сходящимся интегралом

Пусть, как и выше, σ1 > 1/2 и � (s) — гамма-функция. Для y ≥ 1 положим

ly(s) =
s

σ1
�

(
s

σ1

)
ys,

и пусть для σ > 1/2

Z2,y(s) =
1

2πi

σ1+i∞∫
σ1−i∞

Z2(s+ z)ly(z)
dz

z
.

Так как σ + σ1 > 1, для Re z = σ1 имеем

Z2(s+ z) =
∞∫
1

∣∣∣∣ζ(1
2

+ ix

)∣∣∣∣4x−(s+z) dx.

Пусть

ay(x) =
1

2πi

σ1+i∞∫
σ1−i∞

∣∣∣∣ζ(1
2

+ ix

)∣∣∣∣4 ly(z) dzzxz
.

Тогда ввиду оценки � (σ + it) � e−
π
2 |t||t|σ−1/2 получаем

ay(x) � |ζ(1/2 + ix)|4x−σ1

∞∫
−∞

|ly(σ1 + it)| dt� |ζ(1/2 + ix)|4x−σ1 .

Поскольку
T∫

1

|ζ(1/2 + it)|4 dt� T log4 T,

приходим к выводу, что интеграл
∞∫
1

ay(x) dx
xs

сходится абсолютно при σ > 1
2 . Поэтому

∞∫
1

ay(x) dx
xs

=
1

2πi

σ1+i∞∫
σ1−i∞

 ly(z)
z

∞∫
1

|ζ(1/2 + ix)|4 dx

xs+z

 dz = Z2,y(s). (18)
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Применяя формулу Меллина, из (18) получаем, что интеграл

Z2,y(s) =
∞∫
1

|ζ(1/2 + ix)|4v(x, y)x−s dx

сходится абсолютно при σ > 1/2.

Лемма 8. Пусть K — компактное подмножество в полосе D. Тогда

lim
y→∞

lim sup
T→∞

1
T

T∫
0

sup
s∈K

|Z2(s+ iτ)−Z2,y(s+ iτ)| dτ = 0.

Доказательство. Поскольку в фиксированной полосе будет

� (s) � e−c|t|, c > 0, (19)

применяя оценку (4) и теорему о вычетах, выводим, что для σ2 < σ

Z2,y(s) =
1

2πi

σ2−σ+i∞∫
σ2−σ−i∞

Z2(s+z)ly(z)
dz

z
+Z2(s)+Resz=1−sZ2(s+z)ly(z)z−1. (20)

Пусть теперь L — простой замкнутый контур длиной |L|, лежащий в D и
охватывающий множество K. Через δ обозначим расстояние от L до множества
K. Тогда по интегральной формуле Коши имеем

sup
s∈K

|Z2(s+ iτ)−Z2,y(s+ iτ)| ≤ 1
2πδ

∫
L

|Z2(z + iτ)−Z2,y(z + iτ)||dz|.

Тем самым для достаточно большого T

1
T

T∫
0

sup
s∈K

|Z2(s+ iτ)−Z2,y(s+ iτ)| dτ

� 1
Tδ

∫
L

|dz|
2T∫
0

|Z2(Re z + iτ)−Z2,y(Re z + iτ)| dτ

� |L|
Tδ

sup
σ

s∈L

2T∫
0

|Z2(σ + iτ)−Z2,y(σ + iτ)| dτ. (21)

В силу оценки (19) получаем, что для 5/6 < σ < 1

1
T

T∫
0

|R(σ + it)| dt = o(1), T →∞, (22)

где
R(s) = Resz=1−sZ2(s+ z)ly(z)z−1.

Из неравенства (20) следует, что

Z2(σ + it)−Z2,y(σ + it) �
∞∫

−∞

|Z2(σ2 + it+ iτ)||ly(σ2 − σ + iτ)| dτ + |R(σ + it)|.
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Тогда для тех же значений σ, что и выше, ввиду (22) при T → ∞ имеет место
оценка

1
T

2T∫
0

|Z2(σ + iτ)−Z2,y(σ + iτ)| dτ

�
∞∫

−∞

|ly(σ2 − σ + iτ)|
(

1
T

|τ |+2T∫
−|τ |

|Z2(σ2 + it)| dt
)
dτ + o(1). (23)

Принимая во внимание (2), выводим, что для σ > 5
6

T∫
0

|Z2(σ + it)|2 dt� T.

Отсюда по неравенству Коши получаем, что

T∫
0

|Z2(σ2 + it)| dt� T.

Учитывая это в (23), получаем, что

1
T

sup
σ

s∈L

2T∫
0

|Z2(σ+ iτ)−Z2,y(σ+ iτ)| dτ � sup
σ

s∈L

∞∫
−∞

|ly(σ2−σ+ iτ)|(1+ |τ |) dτ +o(1)

� sup
σ≤−ε/4

∞∫
−∞

|ly(σ + it)|(1 + |t|) dt+ o(1)

при T →∞. Поскольку

lim
y→∞

sup
σ≤−ε/4

∞∫
−∞

|ly(σ + it)|(1 + |t|) dt = 0,

отсюда и из (21) приходим к утверждению леммы.

Лемма 9. Пусть σ > 5
6 . Тогда

lim
y→∞

lim sup
T→∞

1
T

T∫
1

|Z2(σ + it)−Z2,y(σ + it)| dt = 0.

Доказательство. Для 5
6 < σ < 1 результат теоремы вытекает немедлен-

но из леммы 8. Случай σ ≥ 1 рассматривается так же, как в лемме 8.

4. Предельные теоремы для функции Z2,y(s)

Здесь мы докажем предельные теоремы на комплексной плоскости и в про-
странстве аналитических функций для функции Z2,y(s).
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Лемма 10. Пусть σ > 1/2. Тогда на (C,B(C)) существует вероятностная
мера PC,σ,y такая, что вероятностная мера

νtT (Z2,y(σ + it) ∈ A), A ∈ B(C),

слабо сходится к PC,σ,y при T →∞.
Доказательство. По лемме 4 вероятностная мера PT,C,σ,a,y слабо схо-

дится к некоторой мере PC,σ,a,y при T → ∞. Сначала покажем, что семейство
вероятностных мер {PC,σ,a,y} плотно для фиксированного y.

Пусть θT — случайная величина, как в разд. 3, и

XT,C,a,y(σ) = Z2,a,y(σ + iθT ).

Тогда по лемме 4
XT,C,a,y(σ) D→

T→∞
XC,a,y(σ), (24)

гдеXC,a,y(σ) — комплекснозначная случайная величина с распределением PC,σ,a,y.
Пусть M > 0. Тогда по неравенству Чебышёва

P
(∣∣XT,C,a,y(σ)| > M) ≤ 1

TM

T∫
0

|Z2,a,y(σ + it)| dt. (25)

Интеграл, определяющий Z2,y(s), сходится абсолютно для σ > 1/2, поэтому

sup
a≥1

lim sup
T→∞

1
T

T∫
0

|Z2,a,y(σ + it)| dt ≤ R <∞. (26)

Пусть ε > 0 произвольно. Взяв M = Mε = Rε−1, из (25) (26) находим, что

lim sup
T→∞

P(|XT,C,a,y(σ)| > Mε) ≤ ε. (27)

Рассмотрим функцию h : C → R, h(z) = |z|, z ∈ C. Из непрерывности h, (24) и
теоремы 5.1 в [19] получаем, что

|XT,C,a,y(σ)| D→
T→∞

|XC,a,y(σ)|.

Отсюда и из (27) выводим неравенство

P(|XC,a,y(σ)| > Mε) ≤ ε. (28)

Множество Cε = {s ∈ C : |s| ≤Mε} компактно, и ввиду (28)

P(XC,a,y(σ) ∈ Cε) ≥ 1− ε

для любого a > 1. Последнее неравенство и определение XC,a,y(σ) показывают,
что

PC,σ,a,y(Cε) ≥ 1− ε

для любого a > 1, т. е. семейство вероятностных мер {PC,σ,a,y} плотно. По тео-
реме Прохорова семейство {PC,σ,a,y} относительно компактно. Согласно опре-
делению Z2,a,y(s) и Z2,y(s) для σ > 1

2 имеем

lim
a→∞

Z2,a,y(s) = Z2,y(s).
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Поэтому для σ > 1/2 и произвольного ε > 0 будет

lim
a→∞

lim sup
T→∞

νtT (|Z2,a,y(σ + it)−Z2,y(σ + it)| ≥ ε)

≤ lim
a→∞

lim sup
T→∞

1
εT

T∫
0

|Z2,a,y(σ + it)−Z2,y(σ + it)| dt = 0.

Полагая XT,C,y(σ) = Z2,y(σ + iθT ), отсюда находим, что

lim
a→∞

lim sup
T→∞

P(|XT,C,a,y(σ)−XT,C,y(σ)| ≥ ε) = 0. (29)

Ввиду относительной компактности семейства {PC,σ,a,y} существует подпосле-
довательность {PC,σ,ak,y} ⊂ {PC,σ,a,y} такая, что PC,σ,ak,y слабо сходится к неко-
торой вероятностной мере PC,σ,y на (C,B(C)) при k →∞. Тем самым

XC,ak,y(σ) D→
k→∞

PC,σ,y.

Отсюда, из (24) и (29) вытекает, что выполнены все предположения теоремы 4.2
в [19], так что

XT,C,y
D→

T→∞
PC,y.

Это равносильно утверждению леммы 10.
Пусть D0 =

{
s ∈ C : 1

2 < σ < 1
}
.

Лемма 11. На (H(D0),B(H(D0))), существует вероятностная мера PH,y

такая, что вероятностная мера

ντT (Z2,y(s+ iτ) ∈ A), A ∈ B(H(D0)),

слабо сходится к PH,y при T →∞.
Доказательство. Будем рассуждать так же, как в доказательстве лем-

мы 10. Разница будет только в различии топологий пространств H(D0) и C.
Пусть XT,H,a,y(s) = Z2,a,y(s+ iθT ). Тогда по лемме 7

XT,H,a,y(s)
D→

T→∞
XH,a,y(s), (30)

где XH,a,y(s) — H(D0)-значная случайная величина с распределением PH,a,y.
Пусть последовательность компактных подмножеств {Kl} соответствует

области D0. Используя неравенство Чебышёва, для Ml > 0 получаем, что

P( sup
s∈Kl

|XT,H,a,y(s)| > Ml) ≤
1

TMl

T∫
0

sup
s∈Kl

|Z2,a,y(s+ iτ)| dτ. (31)

Для Z2,y(s) интеграл сходится абсолютно на D0, откуда вытекает, что сходи-
мость равномерна на компактных подмножествах D0. Поэтому

sup
a≥1

lim sup
T→∞

1
T

T∫
0

sup
s∈Kl

|Z2,a,y(s+ iτ)| dτ ≤ Rl <∞. (32)

Взяв Ml = Ml,ε = Rl2lε−1, из (31) и (32) получаем, что

lim sup
T→∞

P( sup
s∈Kl

|XT,H,a,y(s)| > Ml,ε) ≤
ε

2l
, l ∈ N. (33)
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Функция h : H(D0) → R, заданная соотношением h(f) = sup
s∈Kl

|f(s)|, f ∈ H(D0),

непрерывна, поэтому из (30) и теоремы 5.1 в [19] получаем, что

sup
s∈Kl

|XT,H,a,y(s)|
D→

T→∞
sup
s∈Kl

|XH,a,y(s)|.

Отсюда и из (33) приходим к неравенству

P( sup
s∈Kl

|XH,a,y(s)| > Ml,ε) ≤
ε

2l
, l ∈ N. (34)

Множество Hε = {f ∈ H(D0) : sup
s∈Kl

|f(s)| ≤ Ml, l ∈ N} компактно ввиду прин-

ципа компактности, более того, в силу (34) будет

P(XH,a,y(s) ∈ Hε) ≥ 1− ε

для любого a > 1. Отсюда

PH,a,y(Hε) ≥ 1− ε

для всех a > 1, иными словами, семейство вероятностных мер {PH,a,y} плот-
но, и по теореме Прохорова оно относительно компактно. Так как для Z2,y(s)
интеграл сходится абсолютно на D0, выводим, что

lim
a→∞

Z2,a,y(s) = Z2,y(s)

равномерно на компактных подмножествах в D0. Поэтому

lim
a→∞

lim sup
T→∞

ντT (%(Z2,a,y(s+ iτ),Z2,y(s+ iτ)) ≥ ε)

≤ lim
a→∞

lim sup
T→∞

1
εT

T∫
0

ρ(Z2,a,y(s+ iτ),Z2,y(s+ iτ)) dτ = 0.

Взяв XT,H,y(s) = Z2,y(s+ iθT ), получаем, что

lim
a→∞

lim sup
T→∞

P(%(XT,H,a,y(s), XT,H,y(s)) ≥ ε) = 0. (35)

Относительная компактность семейства {PH,a,y} влечет существование подпо-
следовательности {PH,ak,y} ⊂ {PH,a,y} такой, что PH,ak,y слабо сходится к неко-
торой вероятностной мере PH,y на (H(D0),B(H(D0))) при k →∞. Отсюда

XH,ak,y
D→

k→∞
PH,y.

Последнее соотношение (30), (35) и теорема 4.2 из [19] показывают, что

XT,H,y
D→

T→∞
PH,y.

Лемма доказана.



124 А. Лауринчикас

5. Доказательство основных теорем

Теоремы 1 и 2 вытекают из лемм 9, 10 и лемм 11, 8 соответственно.
Доказательство теоремы 1. Сначала докажем, что семейство вероят-

ностных мер {PC,σ,y}, где PC,σ,y — предельная мера из леммы 8, плотно. Будем
использовать обозначения из предыдущего раздела.

По лемме 10
XT,C,y(σ) D→

T→∞
XC,y(σ), (36)

где XC,σ,y — комплекснозначная случайная величина с распределением PC,σ,y.
Так как интеграл, определяющий Z2,y(s), сходится абсолютно при σ > 1/2,
получаем, что

sup
y≥1

lim sup
T→∞

1
T

T∫
0

|Z2,y(σ + it)| dt

≤ sup
y≥1

lim sup
T→∞

 1
T

T∫
0

|Z2,y(σ + it)|2 dt

1/2

≤ R <∞.

Как и в доказательстве леммы 10, находим, что

lim sup
T→∞

P(|XT,C,y(σ)| > M) ≤ ε,

если M = Rε−1. Отсюда получаем, что PC,σ,y(Cε) ≥ 1 − ε для любого y ≥ 1,
где Cε определено в доказательстве леммы 10. Тем самым семейство {PC,σ,y}
плотно, следовательно, оно относительно компактно. По лемме 9 и неравенству
Чебышёва

lim
y→∞

lim sup
T→∞

νtT (|Z2(σ + it)−Z2,y(σ + it)| ≥ ε)

≤ lim
y→∞

lim sup
T→∞

1
εT

T∫
0

|Z2(σ + it)−Z2,y(σ + it)| dt = 0.

Обозначив XT,C(σ) = Z2(σ + iθT ), отсюда получаем, что

lim
y→∞

lim sup
T→∞

P(|XT,C,y(σ)−XT,C(σ)| ≥ ε) = 0. (37)

Пусть теперь {PC,σ,yk} ⊂ {PC,σ,y} таково, что PC,σ,yk слабо сходится к некоторой
вероятностной мере PC,σ на (C,B(C)) при k →∞. Тогда

XC,yk(σ) D→
k→∞

PC,σ.

Последнее соотношение, а также (36) и (37) вместе с теоремой 4.2 из [19] при-
водят к тому, что

XT,C(σ) D→
T→∞

PC,σ.

Теорема доказана.
Доказательство теоремы 2. По лемме 11

XT,H,y(s)
D→

T→∞
XH,y(s), (38)
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где XH,y(s) — H(D)-значный случайный элемент с распределением PH,y, как и
в доказательстве леммы 11, получаем, что

lim sup
T→∞

P( sup
s∈Kl

|XT,H,y(s)| > Ml) ≤
ε

2l
, l ∈ N,

если Ml = Ml,ε = Rl2lε−1 и Rl <∞ определено так:

sup
y≥1

lim sup
T→∞

1
T

T∫
0

sup
s∈Kl

|Z2,y(s+ iτ)| dτ ≤ Rl.

Здесь последовательность {Kl} соответствует области D. Отсюда легко сле-
дует, что PC,y(Hε) ≥ 1 − ε для всех y ≥ 1, где Hε определено в доказательстве
леммы 11. Тем самым установлена плотность семейства {PH,y}, а это влечет от-
носительную компактность. Используя неравенство Чебышёва, в силу леммы 8
получаем, что

lim
y→∞

lim sup
T→∞

ντT (%(Z2(s+ iτ),Z2,y(s+ iτ)) ≥ ε)

≤ lim
y→∞

lim sup
T→∞

1
εT

T∫
0

%(Z2(s+ iτ),Z2,y(s+ iτ)) dτ = 0.

Пусть XT,H(s) = Z2(s+ iθT ). Тогда

lim
y→∞

lim sup
T→∞

P(%(XT,H,y(s), XT,H(s)) ≥ ε) = 0. (39)

Выберем {PH,yk} ⊂ {PH,y} так, что PH,yk слабо сходится к некоторой вероят-
ностной мере PH на (H(D),B(H(D))) при k →∞. Тогда

XH,yk
D→

k→∞
PH , (40)

и утверждение теоремы получается из (38)–(40) и теоремы 4.2 в [19].

6. Заключительные замечания

Пусть для k ∈ N

Zk(s) =
∞∫
1

|ζ(1/2 + ix)|2kx−s dx

обозначает модифицированное преобразования Меллина степеней дзета-функ-
ции Римана на критической прямой. Отметим, что классическое преобразова-
ние Меллина функции f(x) определяется соотношением

∞∫
0

f(x)xs−1 dx.

Выбор промежутка интегрирования [1,∞) в этом определении Zk(s) связан
с проблемами сходимости в точке x = 0. Zk(s) — аналитическая функция для
произвольного k ≥ 0, и σ > σ0(k). Как отмечено в [2], оценка [21]

T∫
0

|ζ(1/2 + it)|2k dt� T
k+2
4 logc(k) T, 2 < k < 6,
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показывает, что интеграл, определяющий Zk(s), абсолютно сходится при σ > 1,
если 0 ≤ k ≤ 2, и при σ > k+2

4 , если 2 ≤ k ≤ 6. Тем самым функция Zk(s)
аналитична в полуплоскости σ > 1, если 0 ≤ k ≤ 2, и в полуплоскости σ > k+2

4 ,
если 2 ≤ k ≤ 6. Для c ≥ ck > 0 и σ ≥ σ1(k) > 1 функция Zk(s) удовлетворяет
следующему рекуррентному соотношению [5]:

Zk(s) =
1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

Zk−r(w)Zr(1− w + s)dw, r = 1, . . . , k − 1.

Исторически функцию Zk(s) начали изучать для k = 2 [1, 2]. Первые результа-
ты относительно функции Z1(s) получены в [5]. Пусть

G(T ) =
T∫

1

E(t) dt− πT, G1(T ) =
T∫

1

G(T ) dt,

где E(T ) — остаточный член в формуле среднеквадратического для дзета-функ-
ции Римана, т. е.

T∫
0

|(1/2 + it)|2 dt = T log
T

2π
+ (2γ0 − 1)T + E(T )

с эйлеровой постоянной γ0. В [5] доказано, что Z1(s) аналитически продолжа-
ема в область σ > − 3

4 , за исключением полюса порядка 2 при s = 1 и

Z1(s) =
1

(s− 1)2
+

2γ0 − log 2π
s− 1

− E(1) + π(s+ 1)

+ s(s+ 1)(s+ 2)
∞∫
1

G1(x)x−s−3 dx, σ > −3
4
.

Более того, при 0 ≤ σ ≤ 1, t ≥ t0 > 0 имеем

Z1(σ + it) �ε t
1−σ+ε, (41)

и при T ≥ 1 будет

T∫
1

|Z1(σ + it)|2 dt�ε

{
T 3−4σ+ε, если 0 ≤ σ ≤ 1

2 ,

T 2−2σ+ε, если 1
2 ≤ σ ≤ 1.

Ютила [22] получил мероморфное продолжение Z1(s) на всю комплексную
плоскость с двойным полюсом в s = 1 и по крайней мере двойным полюсом
в s = −m, m ∈ N. Кроме того, он усилил (41) до

Z1(σ + it) �ε

{
t1−

4σ
3 +ε, если 0 ≤ σ ≤ 1

2 ,

t
5
6−σ+ε, если 1

2 ≤ σ ≤ 1.

Недавно Луккаринен [23] доказала, что кроме двойного полюса в s = 1
функция Z1(s) имеет простые полюсы порядка в точках s = −(2k− 1), k ∈ N, и
не имеет других сингулярностей. Тем самым функции Z2(s) и Z1(s) обладают
довольно разными свойствами аналитичности.
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