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C∗–АЛГЕБРЫ, ПОРОЖДЕННЫЕ

ПОЛУГРУППАМИ С СОКРАЩЕНИЕМ

С. А. Григорян, А. Ф. Салахутдинов

Аннотация. Исследуются C∗-алгебры, порожденные коммутирующим семейством
изометрических операторов. Такие алгебры являются естественным обобщени-
ем алгебры Теплица. Изучаются *-автоморфизмы и инвариантные идеалы C∗-
алгебры, порожденной полугруппой.
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Введение

Работа Дугласа [1], посвященная исследованию C∗-алгебр, порожденных
однопараметрической полугруппой изометрических операторов, дала толчок
развитию C∗-алгебр, порожденных полугруппой (см. [2, 3]). C∗-алгебры, по-
рожденные коммутативной полугруппой с сокращением, можно разбить на два
класса: 1) C∗-алгебра, порожденная всеми изометрическими представления-
ми полугруппы S и обозначаемая через C∗(S) [4]; 2) C∗-алгебра, порожденная
левым регулярным изометрическим представлением полугруппы S в алгебру
B(l2(S)) всех линейных ограниченных операторов на l2(S) и обозначаемая че-
рез C∗r (S) (см. [5]). В случае, когда полугруппа S совпадает с полугруппой
неотрицательных целых чисел, алгебры C∗(Z+) и C∗r (Z+) изоморфны. В об-
щем случае это не так, например, если S = Z+ \ {1} (см. [6]).

Наряду с указанными C∗-алгебрами бурно развивается теория C∗-алгебр,
порожденных коммутативной полугруппой эндоморфизмов (см. [7–10]).

В данной работе изучаются C∗-алгебры, порожденные полугруппой и при-
надлежащие второму классу. Описываются инвариантные идеалы таких алгебр,
*-автоморфизмы и AF -подалгебры (см. [11]).

Результаты данной работы частично докладывались на международной
конференции, посвященной 90-летию Воронежского государственного универ-
ситета, 90-летию С. Г. Крейна (Воронеж, 2008) [12]; на семинаре «Операторные
алгебры и их приложения» в Казанском государственном университете.

Авторы выражают благодарность всем участникам этого семинара, в осо-
бенности Д. Х. Муштари, за полезные консультации. Отдельная благодарность
рецензенту данной работы за ряд существенных замечаний, приведших к улуч-
шению ее текста.

§ 1. Необходимые сведения

Пусть G — компактная абелева группа, группа характеров которой изо-
морфна аддитивной группе � , наделенной дискретной топологией. Через χa

будем обозначать характер группы G, изоморфный элементу a из � . Семейство
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характеров {χa, a ∈ �} образует ортонормированный базис в гильбертовом про-
странстве L2(G, dµ), где µ — положительная нормированная мера Хаара группы
G. Напомним, что скалярное произведение в L2(G, dµ) задается в виде

(f, g) =
∫
G

fḡ dµ.

Спектром функции f называется множество Sp f , состоящее из тех a ∈ � , для
которых коэффициент Фурье cfa = (f, χa) отличен от нуля. Пусть C(G) — алгеб-
ра всех непрерывных комплекснозначных функций на G. Отображая функцию
f в мультипликативный оператор

Tf : L2(G, dµ) → L2(G, dµ), Tfh = fh,

получим представление алгебры C(G) в алгебру B(L2(G, dµ)) всех ограничен-
ных линейных операторов на L2(G, dµ). При этом выполняется равенство

‖Tf‖� = ‖f‖∞,

где ‖Tf‖� — норма оператора Tf и ‖f‖∞ = sup
G
|f |. Пусть S — подполугруппа

группы � . Не теряя общности, можно предположить, что полугруппа S порож-
дает группу � , т. е. � = {a − b, a, b ∈ S}. Будем также предполагать, что 0 —
единичный элемент группы � — принадлежит полугруппе S.

Обозначим через H2
S подпространство функций из L2(G, dµ), спектр ко-

торых содержится в полугруппе S. Так как S — полугруппа, гильбертово
пространство H2

S инвариантно для операторов Tf , где f принадлежит алгеб-
ре AS = {f ∈ C(G) : Sp f ⊂ S}.

Пусть P : L2(G, dµ) → H2
S — ортогональный проектор. Определим условное

ожидание
�p : B(L2(G, dµ)) → B

(
H2
S

)
, A 7→ PAP,

B
(
H2
S

)
— алгебра всех ограниченных линейных операторов на гильбертовом

пространстве H2
S . C∗-подалгебру алгебры B

(
H2
S

)
, порожденную элементами

�p(Tf ), f ∈ C(G), будем в дальнейшем называть C∗-алгеброй, порожденной
полугруппой S, и обозначать через �S .

В случае, когда полугруппа S изоморфна полугруппе неотрицательных це-
лых чисел, алгебра �S есть алгебра Тёплица [13].

Везде в дальнейшем оператор PTχaP будем обозначать через Ta для всех
a из S. Очевидно, что

Ta(h) =
∑
b∈�

chbχ
a+b, chb = (h, χb),

для всеx h из H2
S , т. е. гильбертово пространство H2

S инвариантно для оператора
Ta, который является изометрическим оператором на H2

S . Обозначим через T ∗a ,
a ∈ S, оператор в B

(
H2
S

)
, сопряженный к оператору Ta.

На полугруппе S введем частичный порядок: a < b, если существует такой
элемент d в S, что a+ d = b. Тогда T ∗aTb = Td. Действительно,

T ∗aTb = T ∗aTaTd = Td.
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Теорема 1.1. (a) Алгебра �S совпадает с C∗-подалгеброй алгебры B
(
H2
S

)
,

порожденной всеми операторами Ta и T ∗a , когда a пробегает S.
(b) ‖�p(Tf )‖S = ‖f‖∞ для всех f из C(G).
Доказательство. (a) Покажем сначала, что если c = a − b, где b, a ∈ S,

c ∈ � , то PTχcP = T ∗b Ta. Для этого достаточно показать, что для любого d ∈ S
выполняется равенство PTχcP (χd) = T ∗b Ta(χ

d). Пусть d ∈ S такой элемент, что
b < a + d, т. е. a + d = b + l, l ∈ S. Тогда T ∗b Taχ

d = T ∗b Ta+dχ
0 = Tlχ0 = χl. С

другой стороны, PTχcPχd = PTχcχd = Pχc+d = Pχl = χl.
Пусть теперь b ≮ a + d. Тогда элемент l = a + d − b ∈ � не принадле-

жит полугруппе S. Поэтому PTχcPχd = PTχcχd = Pχl = 0 и (T ∗b Taχ
d, χk) =

(χa+d, χk+b) = 0, так как ни при каких k из S не выполняется равенство a+d =
b+ k. Таким образом, равенство PTχcP = T ∗b Ta доказано.

Пусть f ∈ C(G). Тогда для любого ε > 0 найдутся элементы a1, . . . , an в

группе � и комплексные числа c1, . . . , cn такие, что
∥∥∥∥f− n∑

i=1
ciχai

∥∥∥∥
∞
< ε. Отсюда

∥∥∥∥∥Tf −
n∑
i=1

ciTχai

∥∥∥∥∥
�

< ε.

Так как P — ортопроектор на H2
S , то∥∥∥∥∥P

(
Tf −

n∑
i=1

ciTχai

)
P

∥∥∥∥∥
S

=

∥∥∥∥∥P
(
Tf −

n∑
i=1

ciTχaiz

)
P

∥∥∥∥∥
�

≤

∥∥∥∥∥Tf −
n∑
i=1

ciTχai

∥∥∥∥∥
�

< ε,

где ‖ · ‖S — норма в H2
S . Поскольку PTχaiP = T ∗biTdi , ai = di − bi, имеем∥∥∥∥∥PTfP −
n∑
i=1

ciT
∗
biTdi

∥∥∥∥∥
S

=

∥∥∥∥∥PTfP −
n∑
i=1

ciPTχaiP

∥∥∥∥∥
�

< ε.

Следовательно, оператор PTfP принадлежит C∗-алгебре, порожденной опера-
тором Ta, a ∈ S. Утверждение (а) доказано.

(b) Линейные комбинации характеров χai , ai ∈ � , плотны в C(G). По-
этому достаточно доказать (b) для линейных комбинаций характеров. Пусть

q =
n∑
i=1

ciχai . Тогда ‖Tq‖� = ‖q‖∞. Для ε > 0 найдется конечная линей-

ная комбинация q′ =
n∑
i=1

c′iχ
bi в L2(G, dµ) такая, что

n∑
i=1

|c′i|2 = 1 (‖q′‖ = 1)

и ‖Tq(q′)‖ > ‖Tq‖ − ε.

Пусть d ∈ S таков, что d+
n∑
i=1

ai +
m∑
i=1

bi принадлежит полугруппе S. Тогда

‖Tqχdq′‖� = ‖Tqq′‖ и

‖�p(Tq)‖S > ‖PTq(χdq′)‖� = ‖Tq(χdq′)‖� > ‖q‖∞ − ε. �

§ 2. Мономы

Конечное произведение элементов Ta и T ∗a , a ∈ S, будем называть моно-
мами. Так как TaTb = Ta+b, то каждый моном можно представить в виде
Ta1

T ∗a2
Ta3

. . . T ∗an , где a1, a2, a3, . . . , an — элементы из S и n четное. Отметим,
что T0 = I — единичный элемент в �S .
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Индексом монома V = Ta1
T ∗a2

Ta3
. . . T ∗an , если n четное, будем называть

элемент группы � , равный (a2 + a4 + · · · + an) − (a1 + a3 + · · · + an−1). Если n
нечетное, то индекс будем считать равным (a2+a4+· · ·+an−1)−(a1+a3+· · ·+an).

Из теоремы 1.1 немедленно получаем, что линейная комбинация мономов
плотна в алгебре �S .

Лемма 2.1. Индекс монома не зависит от представлений этого монома в
виде произведения элементами Ta и T ∗a , когда a пробегает S.

Доказательство. Пусть d такой элемент из S, что V χd 6= 0. Тогда из
свойств операторов Ta и T ∗a имеем, что V χd = χc, где c = d + (a1 + a3 + · · · +
an−1)− (a2 + a4 + · · ·+ an) = d− indV . Отсюда следует, что индекс монома не
зависит от количества сомножителей в представлении этого монома. �

Индекс монома V будем обозначать через indV . Очевидно, что

ind(V1 · V2) = indV1 + indV2.

Лемма 2.2. Моном V является ортопроектором тогда и только тогда, ко-
гда indV = 0 (0 — единичный элемент группы � ).

Доказательство. Пусть V — ортопроектор. Покажем, что indV = 0.
Если V χd 6= 0 для некоторого d, то V χd = χc, где c = d− indV . Обратно, пусть
indV = 0. Тогда V χd = 0 либо V χd = χd. Следовательно, V — ортопроек-
тор. �

Пусть L — подалгебра в �S , состоящая из конечных линейных комбинаций
мономов. Зафиксируем α в G и определим автоморфизм σα на L, полагая на
мономах σα(V ) = χdV , где d = indV , и продолжим по линейности на линейные
комбинации мономов.

Теорема 2.1. Отображение σα : L→ L можно продолжить до инволютив-
ного автоморфизма на алгебре �S .

Доказательство. Гильбертово пространствоH2
S инвариантно относитель-

но сдвигов элементами группы G. Поэтому можно определить автоморфизм σα
на B

(
H2
S

)
, полагая

σα(A)(f) = A(fα),

где fα(β) = f(αβ). Тогда σα(Ta) = χa(α)Ta. Поэтому σα(V ) = χdV . �

Следствие. Существует равномерно непрерывное представление группы
G в группе автоморфизмов алгебры �S .

Доказательство. Данное представление (обозначим его через �) строит-
ся следующим образом: � : G→ Aut�S , α 7→ σα. �

§ 3. Спектр

Обозначим через �S,d, d ∈ � , множество тех элементов из �S , которые
можно приблизить линейными комбинациями мономов индекса d.

Следующее утверждение очевидно.

Лемма 3.1. (a) �S,0 — C∗ -подалгебра алгебры �S .
(b) �S,d · �S,l = �S,d+l.
(c) �S,d является �S,0-модулем.
(d) Если S — счетное множество, то �S,0 — коммутативная AF-алгебра. В

общем случае �S,0 — AF-алгебра в локальном смысле.
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(e) �S,d = T ∗a�S,0Tb, где d = b− a.
(f) Для любого b из S характер χb является собственным вектором для

операторов из �S,0.

Теорема 3.1. Любой элемент A из �S можно однозначно представить в
виде формального ряда

A ∼
∑
a∈�

Aa, Aa ∈ �S,a.

Доказательство. Отметим, что Aa однозначно определяется следующим
образом:

Aa =
∫
G

σα(A)χ−a(α) dµ(α)

и σβ(Aa) = χa(β)Aa. Покажем единственность данного разложения. Для этого
покажем, что для любого A 6= 0 из �S существует a ∈ � такой, что Aa 6= 0.
Пусть Aa = 0 для любого a ∈ � , т. е.∫

G

σβ(A)χ−a(β) dµ(β) = 0

для любого a ∈ � . Покажем, что в этом случае A = 0. Для этого дока-
жем, что σβ(A) = 0 для любого β ∈ G. Пусть существует β0 ∈ G такое, что
σβ0

(A) 6= 0. Тогда существует ненулевой функционал F0 из множества всех
функционалов алгебры �S такой, что F0(σβ0

(A)) 6= 0. Рассмотрим функцию
g(β) = F0(σβ (A)) 6= 0. Имеем

0 = F0(0) = F0

(∫
G

σβ(A)χ−a(β) dµ(β)
)

=
∫
G

g(β)(A)χ−a(β) dµ(β) = 0,

следовательно, g(β)=0, т. е. F0(σβ (A)) = 0 для любого β из G, а значит,
F0(σβ0

(A)) = 0. Тем самым для любого F имеем F (σβ0
(A)) = 0 и, значит,

σβ0
(A) = 0. Отсюда σβ (A)=0. �

Спектром элемента A из �S называется множество тех a из � , для которых
Aa 6= 0.

Пример 3.1. Спектр элемента Ta из �S есть элемент {a} из � .

Теорема 3.2. Спектр отображения � : G→ Aut�S , определенного в cлед-
ствии из теоремы 2.1, совпадает с � .

Доказательство. Спектр отображения � определяется так:

sp� =
⋃

A∈�S

spA,

где spA = {a ∈ � : Aa 6= 0}, Aa =
∫
G

σα(A)χ−a(α) dµ(α). Любой элемент c ∈ �

представляется в виде c = a− b по определению группы Г. Рассмотрим элемент
TaT ∗b из алгебры C∗(S). Легко проверяется, что (TaT ∗b )c = TaT

∗
b . �
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§ 4. Инвариантные идеалы

Идеал I в алгебре �S назовем инвариантным, если для любого α из G
выполняется σα(I) = I. Опишем некоторые свойства таких идеалов.

Лемма 4.1. Пусть I — инвариантный идеал алгебры �S . Тогда
(a) I0 = �S,0 ∩ I — идеал в алгебре �S,0,
(b) Ia = �S,a ∩ I есть �S,0-модуль для каждого a ∈ � ,
(c) каждый элемент A ∈ I однозначно представляется в виде формального

ряда
A ∼

∑
a∈�

Aa, Aa ∈ Ia.

Доказательство. (a) Очевидно. Утверждение (b) следует из леммы 3.1(с),
(c) — из теоремы 3.1. �

Теорема 4.1. Пусть I, J — два инвариантных идеала алгебры �S . Эти
идеалы совпадают тогда и только тогда, когда I0 = J0, где J0 = �S,0 ∩ J .

Доказательство. Для доказательства используем равенство σα(I) = I и
лемму 3.1(е). Аналогично для идеала J . �

Гранью в полугруппе S назовем подполугруппу S0 такую, что если a+ b ∈
S0, где a, b из S, то a, b ∈ S0.

Будем обозначать через B(S) C∗-подалгебру алгебры �S , порожденную
операторами вида uu∗, где u — некоторый моном. Пусть �0 = {A ∈ �S :
σα(A) = A}.

Лемма 4.2. Имеет место равенство �0 = B(S).
Доказательство. Очевидно, что B(S) ⊂ �0, так как σα(TaT ∗a ) = TaT

∗
a .

Докажем включение �0 ⊂ B(S) индукцией по количеству множителей элемента
из �0.

1. Ta1
T ∗a2

∈ �0. Тогда σα(Ta1
T ∗a2

) = Ta1
T ∗a2

и, следовательно, a1− a2=0, т. е.
a1 = a2.

2. Ta1
T ∗a2

Ta3
∈ �0. Тогда σα(Ta1

T ∗a2
Ta3

) = Ta1
T ∗a2

Ta3
. Имеем a1−a2+a3=0 и,

значит, a2 = a1 + a3. Отсюда Ta2
= Ta1+a3

= Ta1
Ta3

и T ∗a2
= T ∗a3

T ∗a1
. Получаем,

что Ta1
T ∗a2

Ta3
= Ta1

T ∗a3
T ∗a1

Ta3
= Ta1

T ∗a1
.

3. Ta1
T ∗a2

Ta3
T ∗a4

∈ �0. Аналогично п. 2 выражаем элемент a3 = a2 + a4− a1.
Тогда Ta1

T ∗a2
Ta3

T ∗a4
= Ta1

T ∗a1
Ta4

T ∗a4
. �

В дальнейшем через [I − TaT
∗
a ] будем обозначать идеал, порожденный эле-

ментом I − TaT
∗
a , и через IS0 — идеал

⋃
a∈S0

[I − TaT
∗
a ] (черта сверху означает

замыкание).

Теорема 4.2. (a) Если грань S0 не содержит никаких других граней, то
для любого a ∈ S0 \ {0} идеал IS0 совпадает с идеалом [I − TaT

∗
a ].

(b) Пусть S0 — грань в S. Тогда для любого b из S \ S0 проектор I − TbT
∗
b

не принадлежит идеалу IS0 .
Доказательство. (a) Пусть S0 ⊂ S — грань, удовлетворяющая условию

теоремы. Пусть b0 ∈ S0, b0 6= 0. Рассмотрим полугруппу S1 = {c ∈ S : c <
mb0,m ∈ N}. Так как элемент mb0 принадлежит грани S0, то S1 есть грань в
S0. Поскольку S0 не содержит других граней, то S1 = S0. Отсюда для любых
a, b ∈ S0 \ {0} найдется натуральное число n такое, что b < na. Следовательно,
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Tna = TdTb, где b+d = na. Поэтому Tb = T ∗d Tna. Обозначим Ia=[I-TaT ∗a ], a ∈ S0.
Имеем

I − TbT
∗
b = I − T ∗d TnaT

∗
naTd = T ∗d (I − TnaT

∗
na)Td ∈ Ia.

Значит, Ib ⊂ Ia. Так как a, b — произвольные элементы из S, то Ib = Ia.
(b) Множество J = S \ S0 является идеалом в полугруппе S, т. е. для

любых b ∈ J , c ∈ S элемент b + c принадлежит J . Действительно, так как S0
является гранью, из условия b+c ∈ S0 следует, что элементы b и c принадлежат
S0. Пришли к противоречию.

Пусть теперь I − TbT
∗
b принадлежит идеалу IS0 . Тогда для любого ε > 0

найдутся {a1, a2, . . . , an} — элементы из S0 такие, что∥∥∥∥∥
n∑
i=1

Ui(I − TaiT
∗
ai)Vi − (I − TbT

∗
b )

∥∥∥∥∥ < ε,

где Vi — некоторые мономы из �S .
Пусть di = indVi, 1≤ i ≤ n. Тогда справедливо одно из следующих утвер-

ждений: либо элемент ma − di не принадлежит S ни при каких натуральных
m, либо найдутся такие натуральные числа mi, что элементы mia − di = bi
принадлежат полугруппе S. Поэтому из определения индекса монома следу-
ет, что либо Vi(χma) = 0 для всех натуральных m и всех i из некоторого
подмножества {i1, i2, . . . , ik} множества {1, 2, . . . , n}, либо Vi(χmia) = χbi для
всех i из {ik+1, ik+2, . . . , in} — дополнения к {i1, i2, . . . , ik} в {1, 2, . . . , n}. Пусть
m = sup{mj : j ∈ {ik+1, ik+2, . . . , in}}. Тогда Vi(χ(m+1)a) = 0 для всех i из
{i1, i2, . . . , ik} и Vi(χ(m+1)a) = χa+ci , ci ∈ S, для всех i из {ik+1, ik+2, . . . , in}.

Поскольку a принадлежит S0, имеем T ∗b (χma) = 0 для любого натурального
числа m. Таким образом,

n∑
i=1

Ui(I − TaiT
∗
ai)Vi(χ

(m+1)a) =
n∑

j=k+1

Uij (I − Taij T
∗
aij

)(χa+cij ).

Поскольку TaiT
∗
ai(χ

a+b) = χa+b для любых i ∈ {1, 2, . . . , n}, b ∈ S, то

n∑
j=k+1

Uij (I − Taij T
∗
aij

)(χa+cij ) = 0.

С другой стороны, (I − TbT
∗
b )(χ(m+1)a) = χ(m+1)a, так как элемент (m + 1)a

принадлежит S0. Таким образом,∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

Ui(I − TaiT
∗
ai)Vi − (I − TbT

∗
b )

)
(χ(m+1)a)

∥∥∥∥∥ = ‖χ(m+1)a‖ = 1.

Пришли к противоречию с неравенством∥∥∥∥∥
n∑
i=1

Ui(I − TaiT
∗
ai)Vi − (I − TbT

∗
b )

∥∥∥∥∥ < ε. �

Следствие. Если алгебра �S имеет только один инвариантный идеал, то
в S нет нетривиальных граней, отличных от S.

Доказательство вытекает из п. (b) предыдущей теоремы. �
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Теорема 4.3. В C∗-алгебре, порожденной полугруппой с архимедовым по-
рядком, существует только один нетривиальный инвариантный идеал.

Доказательство. Предположим, что a < b для некоторых a, b ∈ S. Тогда
[I − TaT

∗
a ] ⊂ [I − TbT

∗
b ]. Так как S — полугруппа с архимедовым порядком,

существует k ∈ N такое, что ka > b. Значит, [I−TkaT ∗ka] ⊃ [I−TbT ∗b ]. Поскольку
[I − TaT

∗
a ] = [I − TkaT

∗
ka], имеем [I − TaT

∗
a ] = [I − TbT

∗
b ]. �

Следствие. В алгебре Тёплица существует только один нетривиальный
инвариантный идеал.

Приведем несколько примеров.
Пример 4.1. Рассмотрим в качестве S множество всех положительных ве-

щественных чисел R+. Ясно, что в такой полугруппе существует только одна
нетривиальная грань — сама S. Очевидно, что в C∗-алгебре, порожденной R+,
существует только один нетривиальный инвариантный идеал (см. теорему 4.3).

Следующий пример показывает, что количество нетривиальных инвариант-
ных идеалов может быть больше, чем количество нетривиальных граней.

Пример 4.2. Рассмотрим в качестве S прямую сумму Z+⊕Z+. C∗-алгебра,
порожденная такой полугруппой, совпадает с тензорным произведением алгеб-
ры Тёплица на себя T ⊗ T . Очевидно, что в полугруппе Z+ ⊕ Z+ существуют
три нетривиальных грани: {S}, {(0, 0), (1, 0), (2, 0), . . . , (n, 0), . . . }, {(0, 0), (0, 1),
(0, 2), . . . , (0, n), . . . }, n ∈ N. Покажем, что в �Z+⊕Z+ существуют четыре инва-
риантных идеала. Для этого докажем, что элемент I − T(0,1)T

∗
(0,1) не принадле-

жит идеалу, порожденному элементом I − T(1,0)T
∗
(1,0) (а также I − T(1,0)T

∗
(1,0) 6∈

[I − T(0,1)T
∗
(0,1)]).

Докажем от противного. Пусть I − T(0,1)T
∗
(0,1) ∈ [I − T(1,0)T

∗
(1,0)]. Тогда∥∥∥∑

i

ui(I − T(1,0)T
∗
(1,0))vi − (I − T(0,1)T

∗
(0,1))

∥∥∥ < ε,

где ui, vi — некоторые мономы из �S . Данное неравенство должно выполняться
для любых характеров χ(a,b), в том числе и для χ(1,0). Подставляя последний в
вышеуказанное неравенство, получаем∥∥∥∑

i

ui(I − T(1,0)T
∗
(1,0))vi(χ

(1,0))− χ(1,0)
∥∥∥ < ε.

Если vi(χ(1,0)) 6= χ(0,x) для любого i и произвольного x ∈ Z+, то ‖0−χ(1,0)‖ < ε;
противоречие. Если же vi(χ(1,0)) = χ(0,x) для некоторых i и x ∈ Z+, то в
неравенство ∥∥∥∑

i

ai(I − T(1,0)T
∗
(1,0))bi − (I − T(0,1)T

∗
(0,1))

∥∥∥ < ε

вместо χ(1,0) подставим χ(2,0) и получим требуемый результат.
Нетрудно проверить, что и, например, элемент I − T(1,1)T

∗
(1,1) не принадле-

жит идеалу [I − T(1,0)T
∗
(1,0)] (и вместе с тем I − T(1,0)T

∗
(1,0) 6∈ [I − T(1,1)T

∗
(1,1)]).

Также ясно, что
[I − T(1,1)T

∗
(1,1)] = [I − T(x,y)T

∗
(x,y)],

где x, y 6= 0, x, y ∈ Z+. Четвертым идеалом является идеал, порожденный
элементом ([I − T(0,1)T

∗
(0,1)])([I − T(1,0)T

∗
(1,0)]). Этот идеал совпадает с идеалом
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компактных операторов в алгебре всех линейных ограниченных операторов на
гильбертовом пространстве l2(Z+ ⊕ Z+).

Пример 4.3. Рассмотрим в качестве полугруппы S следующее множество:
Z+ ⊕ Z+ \ {(0, n), (m, 0)}, где n,m 6= 0, m,n ∈ Z+. Очевидно, что в данной
полугруппе единственная грань — сама S. Но в C∗-алгебре, порожденной этой
полугруппой, существуют три однородных идеала: [I − T̂ T̂ ∗], [I − Ť Ť ∗] и сама
алгебра, где T̂ ≡ T ∗(1,1)T(2,1), Ť ≡ T ∗(1,1)T(1,2), что доказывается, как в приме-
ре 4.2.

§ 5. Центр алгебры ªS

В данном параграфе покажем, что алгебра �S имеет нетривиальный центр
тогда и только тогда, когда полугруппа S содержит нетривиальную подгруппу.
Используя это утверждение, можно характеризовать *-замыкание алгебры �S

в B
(
H2
S

)
. Центр алгебры �S обозначим через Z(�S).

Теорема 5.1. Центр алгебры �S порожден некоторой подгруппой S′ в
полугруппе S.

Доказательство. Заметим сначала, что центр инвариантен относительно
автоморфизма σα : �S → �S , определенного в теореме 2.1. Действительно,
возьмем некоторый элемент A из Z(�S). Так как σα — автоморфизм, то для
любого элемента B из алгебры �S имеем B = σα(C) для некоторого C ∈ �S .
Тогда

σα(A)B = σα(A)σα(C) = σα(AC) = σα(CA) = Bσα(A).

Итак, центр алгебры �S инвариантен относительно автоморфизма σα.
По теореме 3.1 любой элемент A ∈ �S можно представить в виде формаль-

ного ряда A ∼
∑
a∈�

Aa, где Aa =
∫
G

σα(A)χ−a(α) dµ(α) и Aa ∈ �S,a. Пусть A —

некоторый элемент из Z(�S). Так как σα(A) ∈ Z(�S), то Aa принадлежит
Z(�S). Отсюда следует, что Z(�S)a = {Aa : A ∈ Z(�S)} содержится в Z(�S).

Покажем теперь, что Z(�S)0 = CI, где I — единичный элемент алгебры �S .
Действительно, пусть A ∈ Z(�S)0 и b1, b2 ∈ S. Согласно лемме 3.1(f) A(χb1) =
λ1χb1 и A(χb2) = λ2χb2 . Так как A ∈ Z(�S), имеет место следующее равенство:
T ∗b1Tb2A = AT ∗b1Tb2 , значит, T ∗b1Tb2A(χb1) = AT ∗b1Tb2(χ

b1). Но T ∗b1Tb2A(χb1) =
λ1χ

b2 , а AT ∗b1Tb2(χ
b1) = λ2χ

b2 . Следовательно, λ1 = λ2. В силу произвольности
b1, b2 получаем, что A = λI.

Докажем, что Z(�S)a = CU , где U — некоторый унитарный элемент. Пусть
A — некоторый элемент из Z(�S)a такой, что ‖A‖ = 1. Тогда A∗A ∈ Z(�S)0 и
A∗A = I. Аналогично AA∗ = I. Следовательно, A — унитарный элемент. Пусть
теперь A1, A2 — некоторые унитарные элементы из Z(�S)a. Тогда A∗1A2 =
λI, где |λ| = 1. Отсюда A2 = λA1. Таким образом, Z(�S)a = CU , где U —
некоторый унитарный элемент из �S .

Докажем, что если Z(�S)a 6= {0}, a ∈ S, то Ta — унитарный элемент и
Z(�S)a = CTa. Действительно, пусть U — унитарный элемент из Z(�S)a 6= {0}.
Согласно лемме 3.1(e) U = V0Ta и U∗=T ∗aV ∗0 . Если Ta — не унитарный элемент в
�S , то из изометричности этого оператора следует существование такого b ∈ S,
что T ∗a (χb) = 0. Тогда

U∗(χb) = T ∗aV
∗
0 (χb) = T ∗a (λχb) = 0.
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Пришли к противоречию, так как U∗ — унитарный оператор. Следовательно,
Ta — унитарный элемент. Поэтому T ∗a также унитарен и существует элемент
−a в S такой, что T ∗a = T−a. �

Часть результатов данной работы (без доказательств) была анонсирована
в кратком сообщении [14].
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