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ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ

ОРБИФОЛДЫ СО СВОБОДНЫМ

ОТ КРУЧЕНИЯ КОММУТАНТОМ

Р. А. Идальго, А. Д. Медных

Аннотация. Геометрическим орбифолдом размерности d называется фактор-про-
странство O = X/K, где (X,G) — d-мерная геометрия, а K < G — кокомпактная
дискретная подгруппа. В этом случае πorb

1
(O) = K называется орбифолдной фун-

даментальной группой O. В общем случае коммутаторная подгруппа K ′ группы
K может иметь элементы, действующие с неподвижными точками, т. е. может
случиться, что гомологическое накрытие MO = X/K ′ орбифолда O не является
геометрическим многообразием; оно может иметь сингулярные точки. Основная
задача работы — выяснить, в каких случаях K ′ действует на X без неподвижных
точек, т. е. когда гомологическое накрытие MO является геометрическим много-
образием. В случае d = 2 полный ответ дан Маклохленом. В настоящей работе
рассмотрен случай d = 3 и даны необходимые и достаточные условия для свобод-
ного действия K ′ при условии, что носителем орбифолда O служит трехмерная
сфера S3.
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1. Введение

Проблема распознавания групп, свободных от кручения, в классе всех ко-
нечно-представимых групп исторически хорошо известная и весьма трудная. В
работе Гриндлингера [1] (см. также [2]) приведены некоторые условия на опре-
деляющие соотношения, при которых группа G свободна от кручения. Позднее
значительный успех в этом направлении достигнут в работах Розенбергера и
других авторов [3–5]. История вопроса и современные результаты в этом на-
правлении могут быть найдены в книге А. Ю. Ольшанского [6]. Следует заме-
тить, что если группа допускает геометрическое действие в пространстве непо-
ложительной кривизны, то элементы конечного порядка в группе в точности
те, которые имеют неподвижные точки. Поэтому они могут быть распознаны
чисто геометрическими методами.

Геометрией называется пара (X,G), где X — односвязное полное римано-
во многообразие с группой изометрий G, действующей транзитивно и имеющей
компактные стабилизаторы на X . При этом предполагается, что в G суще-
ствует по крайней мере одна собственно разрывная подгруппа K, действующая
на X без неподвижных точек (т. е. свободно), такая, что X/K — компактное
многообразие. Размерностью геометрии (X,G) называется размерность мно-
гообразия X .

Частично поддержано проектами Fondecyt 1070271, UTFSM 12.08.01 и РФФИ (код про-
екта 09–01–00255).
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Геометрией постоянной кривизны называется геометрия (X,G), для кото-
рой риманово многообразие X имеет постоянную гауссову кривизну. Все такие
геометрии исчерпываются гиперболическим пространством Hd, сферическим
пространством Sd и евклидовым пространством Ed (см., например, [7]). В част-
ности, двумерными геометриями постоянной кривизны являются H2, S2 и E2.
Тёрстон доказал, что существует ровно 8 трехмерных геометрий: (i) H3, (ii) S3,

(iii) E3, (iv) H2 × E, (v) S2 × E, (vi) Nil, (vii) Sol, (viii) S̃L2R [8, 9]. В работе [10]
содержится полный список из 19 четырехмерных геометрий.

Геометрическим орбифолдом, моделируемым в геометрии (X,G), называ-
ется фактор-пространство O = X/K, где K — некоторая собственно разрывная
подгруппа G. В этом случае πorb

1 (O) = K называется орбифолдной фундамен-

тальной группой O . Если K действует свободно на X , то X/K называется
геометрическим многообразием.

Мы будем рассматривать только группы K, состоящие из сохраняющих
ориентацию изометрий. Пусть K ′ обозначает коммутаторную подгруппу K, то-
гда орбифолд MO = X/K ′ называется гомологическим накрытием орбифолдаO . Это — наибольшее абелево регулярное накрытие O . Гомологическое накры-
тие MO является геометрическим многообразием тогда и только тогда, когда
K ′ действует свободно на X .

Заметим, что в несферических геометриях каждая изометрия конечного
порядка действует с неподвижными точками. В этом случае K ′ действует сво-
бодно тогда и только тогда, когда K ′ является группой без кручения.

В двумерном случае полное решение проблемы о том, когда коммутатор-
ная подгруппа не имеет элементов конечного порядка, известно (см., например,
[11, 12], а также разд. 2).

В этой работе мы рассмотрим трехмерные орбифолды O , носителем ко-
торых является трехмерная сфера S3, и получим необходимые и достаточные
условия, при которых коммутаторная подгруппа орбифолда O свободна от кру-
чения.

Под графом мы понимаем конечный набор попарно не пересекающихся связ-
ных графов, имеющих кратные ребра и петли. Граф называется тривалент-

ным, если каждая вершина имеет валентность три (при этом ребро, начинаю-
щееся и кончающееся в вершине, считается дважды).

Граф (возможно, несвязный) называется 1-связным, если он имеет ребро L,
после удаления которого (без удаления его вершин) число связных компонент
графа возрастает. Заметим, что если граф тривалентный, данное определение
1-связности совпадает с обычным определением из [13].

Рассмотрим трехмерную геометрию (X,G). Пусть K < G — кокомпактная
дискретная подгруппа такая, что X/K = O гомеоморфно сфере S3, тогда K =
πorb

1 (O). Коническое сингулярное множество орбифолда O — это тривалентный
граф G ⊂ S3, над точками которого каноническое отображение X → X/K
перестает быть неразветвленным накрытием. Каждому ребру предпишем целое
положительное число — индекс ребра, равное порядку стабилизатора группы K
в любой точке прообраза этого ребра (отличного от его вершины).

Основным результатом настоящей работы является следующая

Теорема 1. Пусть O — трехмерный орбифолд, носителем которого явля-

ется S3, а сингулярное множество образовано тривалентным графом G (реб-

ра которого имеют предписанные индексы). Тогда коммутаторная подгруппа

πorb
1 (O)′ действует свободно на универсальном накрытии орбифолда O тогда и
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только тогда, когда (i) все локальные группы в вершинах G равны Z2
2 и (ii) графG не является 1-связным.

Следствие 2. Пусть O — несферический геометрический 3-орбифолд, но-

сителем которого является S3, а сингулярное множество образовано тривалент-

ным графом G . Тогда πorb
1 (O)′ свободен от кручения тогда и только тогда,

когда

(i) все локальные группы в вершинах G равны Z2
2,

(ii) граф G не является 1-связным.

Следствие 3. Пусть (X,G) — трехмерная геометрия. Пусть K < G —

кокомпактная дискретная подгруппа такая, что X/K = O гомеоморфно S3,

и каждая компонента конического сингулярного множества G имеет индекс 2.

Тогда πorb
1 (O)/πorb

1 (O)′ ∼= Zk
2 для некоторого k ≥ 1 тогда и только тогда, когда

граф G не является 1-связным.

В частности, теорема 1 дает простой способ распознать свободное действие
коммутаторной подгруппы в группах Кокстера в несферической геометрии. Ра-
нее это сделано в [14] с помощью сложной комбинаторной теоретико-групповой
техники. Эта проблема важна в теории фуксовых и клейновых групп, посколь-
ку позволяет описать наибольшие абелевы накрытия геометрических орбифол-
дов.

Мы будем использовать следующие обозначения и понятия. Геометриче-
ский орбифолд O = X/K назовем общим орбифолдом Гумберта, если K ′ дей-
ствует свободно на X . Орбифолдом Гумберта называется общий орбифолд Гум-
берта, носителем которого является сфера. Орбифолд Гумберта X/K, для ко-
торого K/K ′ ∼= Zk

n, будет называться орбифолдом Гумберта типа (n, k). При-
чиной для таких названий является тот факт, что гомологическое накрытие
двумерных орбифолдов, носителями которых является сфера с коническими
точками порядка 2, впервые было изучено Гумбертом [15].

Статья организована следующим образом. В разд. 2 из соображений пол-
ноты изложения мы опишем все возможные типы (n, k) двумерных орбифолдов
Гумберта и укажем, для каких n и k соответствующие орбифолды являются
арифметическими. В разд. 3 приведем доказательство теоремы 1. В разд. 4 да-
дим конкретные примеры трехмерных геометрических орбифолдов Гумберта.

2. Двумерные орбифолды Гумберта

Описание двумерных орбифолдов Гумберта является простым следстви-
ем из результатов Маклохлина [12]. Приведем его из соображений полноты
изложения. Пусть X = H 2 — гиперболическая плоскость и G = PSL(2,C)
— группа сохраняющих ориентацию изометрий X. Рассмотрим замкнутый гео-
метрический орбифолд O = X/K, где группа K < G < R действует собственно
разрывно на X. В этом случае O гомеоморфен замкнутой ориентируемой по-
верхности рода γ. Обозначим через P : X → O каноническую проекцию. Тогда
существует конечное число точек p1, . . . , pr, над окрестностями которых P не
является (неразветвленным) накрытием (может случиться, что r = 0).

Если qi ∈ X такое, что P (qi) = pi, то стабилизатор K(qi) группы K в точке
qi является конечной циклической группой порядка ki для некоторого ki ≥ 2.
Орбифолд O (и группа K) называется орбифолдом (соответственно группой)
сигнатуры (γ, r; k1, . . . , kr). По теореме об униформизации K имеет следующее
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представление:

K =

〈
a1, . . . , aγ , b1, . . . , bγ , x1, . . . , xr : xk1

1 = · · · = xkr
r =

γ∏

j=1

[aj , bj ]
r∏

l=1

xl = 1

〉
,

(1)
где [aj, bj ] = ajbja

−1
j b−1

j . Фактор-группа K/K ′ конечна тогда и только тогда,
когда γ = 0.

Следующий результат, принадлежащий Маклохлину [12], дает необходимые
и достаточные условия, при которых коммутаторная подгруппа K ′ свободна от
кручения.

Теорема 4 [12]. Коммутаторная подгруппа K ′ группы K с представлением

(1) свободна от кручения тогда и только тогда, когда существует m0 такое, что

lcm(k1, . . . , kj−1, kj+1, . . . , kr) = m0 для всех j = 1, . . . , r, (2)

где lcm обозначает наименьшее общее кратное.

Следствие 5. Двумерный геометрический орбифолд O = X/K является

орбифолдом Гумберта тогда и только тогда, когда группа K имеет следующее

представление:

K =
〈
x1, . . . , xr : xk1

1 = · · · = xkr
r = x1x2 · · ·xr = 1

〉
, (3)

и удовлетворяет условию (2).

Пример 6. Если kr = lcm(k1, . . . , kr−1), то условие (2) выполнено и

K/K ′ ∼= Zk1
⊕ Zk2

⊕ · · · ⊕ Zkr−1
.

По следствию 5 получим, что X/K является орбифолдом Гумберта.
Если r = 3 и (k1, k2, k3) = (2, 10, 10), то K/K ′ ∼= Z2 ⊕ Z10, откуда X/K не

является орбифолдом типа (k, n).
Если r = 4 и (k1, k2, k3, k4) = (2, 3, 6, 6), то K/K ′ ∼= Z2

6, т. е. орбифолд
Гумберта X/K имеет тип (6, 2).

2.1. Двумерные орбифолды Гумберта заданного типа. Как вид-
но из примера 6, существуют двумерные орбифолды Гумберта, не являющиеся
орбифолдами типа (k, n). Для того чтобы описать двумерные орбифолды Гум-
берта указанного типа, нам потребуется следующий хорошо известный факт
(см., например, [16, с. 344]).

Лемма 7. Пусть группа K имеет представление (3) и удовлетворяет усло-

вию (2). Рассмотрим (r + 1) × r-матрицу

AK =




k1 0 0 · · · 0 0
0 k2 0 · · · 0 0
...

...
... · · ·

...
...

0 0 0 · · · 0 kr
1 1 1 · · · 1 1




и обозначим через Dj , где j = 1, . . . , r, наибольший общий делитель всех j × j-
миноров матрицы A. Тогда

K/K ′ ∼= ZD2
⊕ ZD3/D2

⊕ ZD4/D3
⊕ · · · ⊕ ZDr/Dr−1

.

В качестве следствия из леммы 7 получим необходимые и достаточные усло-
вия, при которых X/K является орбифолдом Гумберта типа (n, k).
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Следствие 8. Пусть группа K имеет представление (3) и удовлетворяет

условию (2). Пусть Dj те же, что и выше, для всех j = 1, . . . , r. Для каждого

j = 2, . . . , r, при котором Dj/Dj−1 > 1, запишем

Dj/Dj−1 = mj1mj2 · · ·mjsj ,

где каждое mji есть степень простого числа и при i1 6= i2 простые, соответ-

ствующие числам mji1 и mji2 различны. Тогда необходимым и достаточным

условием для того, чтобы X/K был орбифолдом Гумберта типа (n, k), является

возможность представления множества

{m21, . . . ,m2s2︸ ︷︷ ︸, . . . ,mr1, . . . ,mrsr︸ ︷︷ ︸}

в виде

{u11, . . . , u1t1︸ ︷︷ ︸, u21, . . . , u2t2︸ ︷︷ ︸, . . . , uk1, . . . , uktk︸ ︷︷ ︸}

таком, что Zn = Zuj1
⊕ Zuj2

⊕ · · · ⊕ Zujtj
для всех j = 1, . . . , k.

Полученный критерий позволяет использовать компьютерные программы
такие, как, например, GAP [17], для описания двумерных орбифолдов Гумберта
заданного типа.

2.2. Сферические и евклидовы орбифолды Гумберта. Единствен-
ной дискретной группой без кручения, действующей на двумерной сфере, явля-
ется тривиальная группа. Как следствие, для того, чтобы коммутант K ′ группы
K, действующей на сфере, был без кручения, необходимо, чтобы группа K бы-
ла абелевой. В частности, возможны следующие случаи: (i) K ∼= Zk или (ii)
K ∼= Z2

2. В случае (i) орбифолд S2/K имеет тип (k, 1), а в случае (ii) — тип
(2, 2).

В евклидовом случае если орбифолд O = E2/K компактен, а K ′ свободна
от кручения, то многообразие M = E2/K ′ является тором. В этом случае для
группы H = K/K ′ имеются лишь следующие возможности:

(i) H ∼= Z6 для группы K с сигнатурой (0, 3; 2, 3, 6),
(ii) H ∼= Z2

3 для группы K с сигнатурой (0, 3; 3, 3, 3),
(iii) H ∼= Z3

2 для группы K с сигнатурой (0, 4; 2, 2, 2, 2).
В случае (i) орбифолд Гумберта E2/K имеет тип (6, 1), а в случаях (ii) и

(iii) — типы (3, 2) и (2, 3) соответственно.

2.3. Некоторые примеры гиперболических орбифолдов Гумбер-

та. Пусть гиперболическая группа K имеет представление (3) и удовлетворяет

условию (2). В этом случае r ≥ 3, kj ≥ 2 и
r∑

j=1

k−1
j < r − 2.

Для того чтобы построить несколько примеров, положим p = gcd(k1, . . . , kr),
k̂j = kj/p и qj = gcd(k̂1, k̂2, . . . , k̂j−1, k̂j+1, . . . , k̂r) для j = 1, . . . , r и предполо-
жим, что выполнены равенства

kj = pq1q2 · · · qj−1qj+1 · · · qr, j = 1, . . . , r. (4)

Заметим, что условия (4) тривиальны при r = 3 и не тривиальны при r ≥ 4.

В рассматриваемом случае D1 = 1, D2 = p, Dk = pk−1qk−2
1 qk−2

2 · · · qk−2
r для

k = 3, . . . , r. В качестве следствия из леммы 7 получим

K/K ′ ∼= Zp ⊕ Zpq1q2···qr ⊕ Zpq1q2···qr ⊕ · · · ⊕ Zpq1q2···qr .
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Следовательно, двумерный орбифолд O = H2/K будет орбифолдом Гумберта
только при выполнении следующих условий:

(i) p ≥ 2, q1 = · · · = qr = 1 и K/K ′ ∼= Zr−1
p

или
(ii) p = 1 и K/K ′ ∼= Zr−2

q1···qr .

Таблица 1.

Арифметические орбифолды Гумберта.

Signature of K field K/K ′ g

(0, 3 : 4, 4, 4) Q(
√

2) Z2
4

3

(0, 3 : 5, 5, 5) Q(
√

5) Z2
5

6

(0, 3 : 6, 6, 6) Q(
√

3) Z2
6

10

(0, 3 : 7, 7, 7) Q(cos π/7) Z2
7

15

(0, 3 : 8, 8, 8) Q(cos π/8) Z2
8

21

(0, 3 : 9, 9, 9) Q(cos π/9) Z2
9

28

(0, 3 : 12, 12, 12) Q(cos π/12) Z2
12

55

(0, 3 : 15, 15, 15) Q(cos π/15) Z2
15

91

(0, 3 : 3, 4, 12) Q(
√

3) Z12 3

(0, 3 : 2, 5, 10) Q(
√

5) Z10 2

(0, 3 : 2, 7, 14) Q(cos π/7) Z14 3

(0, 3 : 2, 9, 18) Q(cos π/9) Z18 4

(0, 3 : 3, 8, 24) Q(cos π/12) Z24 7

(0, 3 : 2, 15, 30) Q(cos π/15) Z30 7

(0, 3 : 3, 10, 30) Q(cos π/15) Z30 9

2.3.1. Арифметические орби-

фолды Гумберта. Условие (4) на
группу K при r = 3 тривиально следу-
ет из условия (2). Список всех ариф-
метических треугольных групп приве-
ден в [18]. Он позволяет описать все
треугольные арифметические орби-
фолды ГумбертаO = H2/K типа (n, k),
т. е. такие, для которых K/K ′ ∼= Zk

n.
Результаты приведены в табл. 1, где K
униформизирует орбифолд, g обозна-
чает род гомологического накрытия, а
field означает соответствующее поле
следов.

2.3.2. Обобщенные кривые

Ферма [19, 20]. Пусть On,k — орби-
фолд сигнатуры (0, k + 1;n, . . . , n), где
n ≥ 2 и k ≥ 1. Из предыдущих ре-
зультатов следует, что On,k является
двумерным орбифолдом Гумберта ти-
па (n, k).

Обозначим через Sn,k гомологиче-
ское накрытие орбифолда On,k, т. е.
замкнутую риманову поверхность ро-

да gn,k, допускающую группу конформных автоморфизмов H ∼= Zk
n такую, чтоOn,k = Sn,k/H . Равенство gn,k = 0 достигается лишь в случае, когда (n, k) ∈

{(n, 1), (2, 2)} для n ≥ 2, а gn,k = 1 ровно тогда, когда (n, k) ∈ {(2, 3), (3, 2)}
(заметим, что существуют другие двумерные орбифолды Гумберта типов (3, 1),
(6, 1) и (4, 1), которые не получаются указанным способом).

Условие gn,k ≥ 2 эквивалентно неравенству nk−1(n(k − 1) − (k + 1)) ≥ 2.
В этом случае возможны три следующие ситуации: (i) (n, k) с n ≥ 2, k ≥ 4,
(ii) (n, 3) с n ≥ 3 и (iii) (n, 2) с n ≥ 4.

Пусть (n, k) — любая пара, удовлетворяющая (i), (ii) или (iii). Рассмотрим
набор из k − 2 попарно различных точек λ1, . . . , λk−2 ∈ C − {0, 1} и подмноже-
ство C(λ1, . . . , λk−2) в проективном пространстве, образованное общими нулями
однородных полиномов:

xn
1 + xn

2 + xn
3 = 0

λ1x
n
1 + xn

2 + xn
4 = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λk−2x
n
1 + xn

2 + xn
k+1 = 0.

Из теоремы о неявной функции следует, что C(λ1, . . . , λk−2) является за-
мкнутой римановой поверхностью рода gn,k ≥ 2. Более того, если мы обозна-
чим через aj линейные проективные автоморфизмы Pk, меняющие координату
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xj на ρxj , где ρ = e2πi/n, то группа H0 = 〈a1, . . . , ak〉 ∼= Zk
n сохраняет рима-

нову поверхность C(λ1, . . . , λk−2) инвариантной и действует на ней как группа
конформных автоморфизмов.

Фактор-пространствоO(λ1,... ,λk−2) = C(λ1, . . . , λk−2)/H0 является орбифол-
дом сигнатуры (0, k + 1;n, . . . , n). Соответствующее фактор-отображение име-
ет вид π(x1 : . . . : xk+1) = −(x1/x2)

n и разветвлено над точками ∞, 0, 1,
λ1, . . . , λk−2. В частности, O(λ1,... ,λk−2) является гиперболическим орбифолдом
Гумберта вида On,k.

Обратно, всякий гиперболический орбифолд Гумберта On,k может быть
представлен в виде O(λ1,... ,λk−2) для подходящего набора попарно различных
значений λ1, . . . , λk−2 ∈ C − {0, 1}.

Действительно, если мы предположим (с точностью до преобразования
Мёбиуса), что коническими точками орбифолда On,k являются точки ∞, 0,
1, λ1, . . . , λk−2, то гомологическое накрытие Sn,k биголоморфно эквивалент-
но C(λ1, . . . , λk−2) и соответствующий биголоморфный автоморфизм сопрягает
группы H и H0.

3. Доказательство теоремы 1

В этом разделе зафиксируем трехмерную геометрию (X,G) и кокомпакт-
ную дискретную группу K < G такую, что X/K = O гомеоморфно S3. Отож-
дествим группу K с фундаментальной орбифолдной группой πorb

1 (O). Пусть G
— граф, образованный сингулярным множеством орбифолда O .

Рассмотрим проекцию графа G на плоскость и обозначим ее через G̃ . Пусть

A1, . . . , Ar — ребра графа G̃ с удаленными вершинами. Пусть dj — конический
индекс орбифолда O , предписанный ребру Aj .

Приведем несколько простых фактов, которые потребуются нам в дальней-
шем.

Лемма 9. Коммутаторная подгруппа K ′ действует на X без неподвижных

точек тогда и только тогда, когда каждая замкнутая петля вокруг ребра графаG представляет класс петель, не принадлежащий K ′.

Доказательство. Действительно, элемент k ∈ K ′−{I} действует на про-
странстве X с неподвижными точками тогда и только тогда, когда он оставляет
неподвижной геодезическую в X . Проекция этой геодезической на орбифолд

является ребром графа Ĝ , и все ребра графа могут быть получены таким спо-
собом.

3.1. Представление Хефлигера — Квача — Виртингера. Пред-
ставление Хефлигера — Квача — Виртингера для группы K = πorb

1 (O) дано в
[21] в терминах порождающих и определяющих соотношений фундаментальной
группы многообразия O−G и информации, полученной из локальных индексов
сингулярного множества орбифолда O . Более точно, для каждого j ∈ {1, . . . , r}
обозначим через xj петлю вокруг ребра Aj . Тогда порождающие πorb

1 (O) зада-
ются петлями (точнее, классами петель) x1, . . . , xr, а определяющие соотноше-
ния имеют вид

xd1

1 = · · · = xdr
r = 1 и R1 = · · · = Rs = 1,

где соотношения Rj = 1 записываются в виде xaxbx
−1
a = xc, соответствующем

двойным точкам проекции G̃ , или в виде xax
±1
b = xc, соответствующем верши-

нам Ĝ .
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Представление Хефлигера — Квача — Виртингера показывает, что группа
K = πorb

1 (O) конечно порождается элементами конечного порядка. В част-
ности, отсюда следует, что K/K ′ — конечная группа. При этом имеет место
канонический сюръективный гомоморфизм � : π1(S

3 − G ) → K = πorb
1 (O).

3.2. Случай узлов и зацеплений.

Лемма 10. Пусть O — трехмерный орбифолд, носитель которого гомео-

морфен S3, а сингулярное множество G представляет собой узел или зацепление

с r компонентами. Обозначим их через L1, . . . , Lr и будем считать, что сингу-

лярный индекс Lj равен dj ≥ 2. Тогда πorb
1 (O)/πorb

1 (O)′ ∼= Zd1
⊕ · · · ⊕ Zdr

.

Доказательство. В нашем случае сингулярное множество орбифолда O
является узлом или зацеплением, т. е. оно не содержит вершин. Отсюда пред-
ставление Хефлигера — Квача — Виртингера πorb

1 (O) задается порождающими

x1, . . . , xr и соотношениями вида xd1

1 = · · · = xdr
r = 1 и xk = xixjx

−1
i . В по-

следнем случае xk и xi сопряжены и имеют одинаковые порядки. Заметим, что
в абелевой группе соотношения последнего типа всегда выполнены. Поэтому
абелизатор орбифолдной фундаментальной группы πorb

1 (O) имеет требуемый
вид. �

Теорема 11. Пусть O — трехмерный орбифолд, носитель которого гомео-

морфен S3, а сингулярное множество G представляет собой узел или зацепле-

ние. Тогда πorb
1 (O)′ действует свободно. Кроме того, если зацепление G имеет

r компонент L1, . . . , Lr с сингулярными индексами dj ≥ 2, j = 1, . . . , r, то

πorb
1 (O)/πorb

1 (O)′ ∼= Zk
n тогда и только тогда, когда имеет место разложение

{d1,1, . . . , d1,s1︸ ︷︷ ︸, d2,1, . . . , d2,s2︸ ︷︷ ︸, . . . , dk,1, . . . , dk,sk︸ ︷︷ ︸} = {d1, . . . , dr} (5)

такое, что s1 + s2 + · · · + sk = r, и

Zn
∼= Zdj,1

⊕ · · · ⊕ Zdj,sj
, j = 1, 2, . . . , k.

Доказательство. Пусть зацепление G имеет r компонент L1, . . . , Lr с
сингулярными индексами dj ≥ 2, j = 1, . . . , r. Рассмотрим петлю xj вокруг ком-
поненты Lj. По лемме 10 имеем πorb

1 (O)/πorb
1 (O)′ ∼= Zd1

⊕ · · · ⊕Zdr
, где каждая

группа Zdj
порождена петлей xj . Далее, если πorb

1 (O)′ не действует свободно, то

по лемме 9 некоторая нетривиальная степень xj принадлежит группе πorb
1 (O)′;

противоречие. Последнее утверждение теоремы представляет собой элементар-
ный факт из классификации конечно порожденных абелевых групп. �

Следствие 12. Пусть (X,G) — трехмерная геометрия. Пусть K < G —

кокомпактная дискретная группа такая, что O = X/K гомеоморфно S3, а син-

гулярное множество G орбифолда O представляет собой узел или зацепление с

k компонентами с одним и тем же сингулярным индексом n ≥ 2. Тогда комму-

таторная подгруппа πorb
1 (O)′ действует свободно на X и πorb

1 (O)/πorb
1 (O)′ ∼= Zk

n.

Доказательство. В рассматриваемом случае все компоненты и зацепле-
ния G имеют один и тот же индекс dj = n. Тогда теорема 11 утверждает, что
πorb

1 (O)/πorb
1 (O)′ ∼= Zd1

⊕ · · · ⊕ Zdk
= Zk

n. �

Следствие 13. Пусть O — трехмерный несферический геометрический

орбифолд, носитель которого гомеоморфен S3. Тогда если сингулярное множе-

ство орбифолда O — узел или зацепление, то коммутаторная подгруппа πorb
1 (O)′

свободна от кручения.
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Рис. 1. Рис. 2. Каждое ребро индекса 2.

Доказательство. Утверждение вытекает из следствия 12 и того факта,
что в несферической геометрии каждая изометрия конечного порядка действует
с неподвижными точками. �

Пример 14. Рассмотрим трехмерный орбифолд O , носитель которого го-
меоморфен S3, а его сингулярное множество, изображенное на рис. 1, состоит
из трех компонент. Первая компонента имеет индекс 2, вторая — индекс 3, а
третья — индекс 6.

В этом случае орбифолд имеет гиперболическую структуру (SnapPea [22])
и πorb

1 (O)/πorb
1 (O)′ ∼= Z2

6. По следствию 13 фундаментальная группа πorb
1 (O)′

свободна от кручения.
Это легко вывести из того факта, что группа πorb

1 (O) порождена x, y, z,
которые связаны соотношениями x2 = y3 = z6 = 1 и тремя другими соотно-
шениями вида w−1

1 xw1x = 1, w−1
2 y−1w2y = 1 и w−1

3 z−1w3z = 1, где w1 = zxy,
w2 = xy−1z и w3 = yz−1x.

Записывая Z2
6 = 〈a, b : a6 = b6 = aba−1b−1 = 1〉, легко видеть, что орбифол-

дная фундаментальная группа πorb
1 (O)′ является ядром сюръективного гомо-

морфизма φ : πorb
1 (O) → Z2

6, удовлетворяющего условиям φ(x) = a3, φ(y) = a2 и
φ(z) = b.

3.3. Случай графа G с вершинами. Так как мы рассматриваем толь-
ко геометрические орбифолды, граф G всегда трехвалентен [8]. Следующий
пример показывает, что в этом случае мы не обязательно получаем орбифолды
Гумберта.

Пример 15 (K ′ имеет неподвижные точки). Рассмотрим трехмерный ги-
перболический орбифолд O , носитель которого гомеоморфен S3, а часть его
сингулярного множества (индекса 2) содержит подграф, как показано на рис. 2.
Если группа K < Isom+(H3) такая, что O = H3/K, то порождающие x1, x2, x3,
x4, . . . группы K (каждая из которых индекса 2) удовлетворяют следующим
соотношениям:

x2
1 = x2

2 = x2
3 = x2

4 = · · · = 1, x1x2x1 = x3, x2x3 = x4.

Отсюда следует, что x4 = x2x1x2x1 ∈ K ′, т. е. K ′ имеет кручение и, в
частности, действует с неподвижными точками на H3.

Чтобы применить лемму 9, необходимо проверить принадлежность петли
вокруг ребра графа G группе K ′, что мы и сделаем. Рассмотрим связную ком-
поненту графа и обозначим ее через G1 (все эти компоненты графа зацеплены).

Рассмотрим цилиндрическую окрестность V графа G1, гомеоморфную те-
лу с ручками некоторого рода g. Граница S указанной окрестности является
замкнутой ориентируемой поверхностью рода g. Каждое ребро графа G1 опре-
деляет гомотопически нетривиальную простую петлю на S. При этом каждая
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гомотопически нетривиальная простая петля на S либо разбивающая, либо нет.
Пусть γ ⊂ S — одна из таких петель.

3.3.1. Первый случай. Если γ разбивает S, то она определяет нетри-
виальный элемент группы K ′ с неподвижными точками. Действительно, такая
петля определяет элемент коммутаторной подгруппы π1(S

3−G ) так, что его �-
образ определяет элемент в коммутаторной подгруппе группы K = �(π1(S

3 −G )) под действием �. Отсюда следует, что в этом случае K ′ имеет элемент,
который действует с неподвижными точками.

3.3.2. Второй случай. Предположим, γ не разбивает S. Обозначим
вершину начала соответствующего ребра через v1 и вершину конца — через v2

(не обязательно различны).
Если вершины совпадают v1 = v2 = v, то с учетом того, что наш граф

тривалентен, необходимо, чтобы G был односвязным. Поэтому, как и в преды-
дущем случае, K ′ имеет элемент, который действует с неподвижными точками.

Если v1 6= v2, то с учетом того, что O замкнут, возможные локальные
группы из K в вершинах vj являются конечными группами преобразований
Мёбиуса, т. е. (i) Z2

2, (ii) Dr, где r ≥ 3, (iii) A4, (iv) S4 и (v) A5 [8]. В любом
из случаев (ii)–(v) мы имеем нетривиальную коммутаторную подгруппу, дей-
ствующую с неподвижными точками (представленную петлями вокруг ребер в
соответствующих вершинах).

3.4. Теперь, подводя итог сказанному, мы готовы закончить доказатель-
ство теоремы 1. Прежде всего заметим, что сингулярное множество G состоит
из r компонент, скажем G1, . . . , Gr. Тогда если мы обозначим через Kj орби-
фолдную фундаментальную группу орбифолда с носителем S3 и сингулярным
множеством Gj , то по теореме 10 имеем

K/K ′ ∼= K1/K
′

1 ⊕K2/K
′

2 ⊕ · · · ⊕Kr/K
′

r.

Лемма 9 дает, что K ′ действует без неподвижных точек тогда и только
тогда, когда граф G не является 1-связным, и локальные группы в его вершинах
равны Z2

2.

4. Примеры

4.1. Гиперэллиптические многообразия. Гиперэллиптическим мно-

гообразием M называется геометрическое 3-многообразие, допускающее изомет-
рию второго порядка τ : M → M такую, что M/〈τ〉 гомеоморфно S3. При этом
τ называется гиперэллиптической инволюцией многообразия M . Гиперэллип-
тические многообразия изучались многими авторами (см., например, [23, 24]).
В частности, в [23] показано, что гиперэллиптические многообразия существуют
в каждой из восьми трехмерных геометрий Тёрстона.

Пусть M — гиперэллиптическое многообразие с геометрией (X,G) и H ∼= Z2

— группа, порожденная гиперэллиптической инволюцией τ . Тогда M/H = O
является геометрическим орбифолдом с геометрией (X,G), носитель которого
гомеоморфен S3, а сингулярное множество представляет собой узел или зацеп-
ление, каждая компонента которого имеет индекс 2.

Гомологическое накрытие трехмерного орбифолда Гумберта типа (2, 1) яв-
ляется гиперэллиптическим многообразием. Однако не все гиперэллиптические
многообразия могут быть представлены таким образом. Действительно, пусть
K < G таково, что O = X/K. Мы знаем, что O является орбифолдом Гумберта
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типа (2, 1) тогда и только тогда, когда K ′ действует свободно, M = X/K ′ и
[K : K ′] = 2. Как вытекает из следствия 3, сингулярное множество M/H не
может иметь подграфов, изображенных на рис. 2. Это позволяет установить

Следствие 16. Пусть (X,G) — трехмерная геометрия. Пусть K < G
такова, что орбифолд X/K = O является трехмерной сферой S3 с сингулярным

множеством G , каждая компонента которого имеет индекс 2. Для того чтобы O
был орбифолдом Гумберта типа (2, 1), необходимо и достаточно, чтобы G был

узлом или зацеплением с индексом 2.

4.2. Негиперболические орбифолды. В статье [25] Данбар приводит
список геометрических, но негиперболических орбифолдов, носитель которых
гомеоморфен S3. Теорема 1 может быть использована для того, чтобы опреде-
лить, какие из них имеют в качестве гомологического накрытия геометрическое
многообразие. Если сингулярным множеством орбифолда является узел или за-
цепление, то теорема 11 утверждает, что его гомологическим накрытием будет
многообразие. В случае, когда сингулярное множество имеет вершины, гомоло-
гическое накрытие будет многообразием лишь при условии, что все ребра при
каждой вершине имеют индекс 2 (в статье [25] это описывается отсутствием
меток на ребре), а сингулярное множество не будет 1-связным. Все ссылки в
этом пункте относятся к [25].

1. Из табл. 2 следует, что каждый нильорбифолд вида 2a гомотопически
накрывается геометрическим многообразием.

2. Из табл. 3 заключаем, что орбифолд из [25, с. 84] — единственный ни-
льорбифолд типа 2b, гомологическое накрытие которого не является геометри-
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ческим многообразием. Он расслаивается над двумерным орбифолдом D2(3; 3)
с особыми слоями индекса 3 и эйлеровым числом k 6= 0.

3. Все евклидовы орбифолды типа 2b, гомологическое накрытие которых
не является геометрическим, даны в следующем списке: [P321], [P422], [I422],
[P312], [R32], [P622] и [P6322].

4. В табл. 4 содержится ровно три евклидовых орбифолда типа 4 с геомет-
рическим гомологическим накрытием: [P2, 3], [I2, 3] и [P4132].

5. В табл. 6 приведены все сферические орбифолды типа 2a с геометриче-
ским гомологическим накрытием.

6. Табл. 7 содержит аналогичный список сферических орбифолдов типа 2b.
Полный набор орбифолдов, обладающих геометрией S2×E1, которые не имеют
геометрического гомологического накрытия, приведен на рис. 3.

7. Ни один из сферических орбифолдов типа 4 из табл. 8 не имеет геомет-
рического гомологического накрытия.

8. Все солворбифолды из табл. 9 обладают гомологическими накрытиями
с геометрической структурой.

Замечание 17. Приведем несколько сферических трехмерных орбифол-
дов Гумберта, которые не содержатся в списке Дамбара:

(i)
(
S3,Z2

2

)
с сингулярным множеством, приведенным на рис. 4(a);

(ii)
(
S3,Z3

2

)
с сингулярным множеством, приведенным на рис. 4(b);

(iii)
(
RP3,Z

3
2

)
с сингулярным множеством, приведенным на рис. 4(c).

4.3. Гиперболические орбифолды. Наконец, приведем примеры трех-
мерных гиперболических орбифолдов Гуммберта типа (n, k) для всех возмож-
ных пар n, k ≥ 2. Все примеры могут быть проверены с помощью компьютерных
программ SnapPea [22] и Orb [26]. Ниже мы приведем все необходимые ссылки
на работы, в которых эти примеры были рассмотрены.

4.3.1. Случай n, k ≥ 3. Рассмотрим набор, состоящий из k ≥ 3 про-
стых петель, показанных на рис. 5. Пусть O — орбифолд с носителем S3 и
сингулярным множеством, образованным указанными петлями с индексами n.
Указанный орбифолд обладает гиперболической структурой [27, 28]. Выберем
дискретную подгруппу K < Isom+(H3) такую, что O = H3/K. Тогда K имеет
следующие порождающие x1, . . . , xk (рис. 6) и соотношения

xn
1 = · · · = xn

k = 1, xjx
−1
j+1xj+2xj+1 = xj+1xjx

−1
j+1xj+2 (j mod k).

В этом случае K/K ′ ∼= Zk
n и K ′ не имеет кручения.

4.3.2. Случай n = 2, k = 1. Нам необходимо рассмотреть узел S3 с ин-
дексом 2 такой, что соответствующий ему орбифолд будет гиперболическим.
В качестве примера возьмем узел 949 с индексом два. В [29, 30] показано, что
указанный орбифолд имеет в качестве двулистного накрытия замкнутое гипер-
болическое многообразие Фоменко — Матвеева — Викса. Оно, как известно,
является наименьшим по объему в классе всех арифметических многообразий
[31]. Другой пример представляет собой наипростейший π-узел 818 (см., напри-
мер, [29]).

4.3.3. Случай n = 2, k = 2. Рассмотрим зацепление 102
138 с индексом 2

на каждой компоненте и носителем S3, описанное в работе [30]. В результате
получим орбифолд Гумберта типа (2, 2).

4.3.4. Случай n = 2, k = 3. Соответствующие примеры могут быть най-
дены в [24].
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4.3.5. Случай n = 2, k ≥ 4. Примеры даны в работе А. Ю. Веснина [32].

4.3.6. Случай n = 3, k = 1. Рассмотрим узел 52 с индексом 3 в сфере S3. В
результате получим орбифолд Гумберта типа (3, 1). Этот орбифолд получается
факторизацией гиперболического многообразия Фоменко — Матвеева — Викса
по действию циклической группы автоморфизмов порядка три [30].

4.3.7. Случай n = 3, k = 2. Рассмотрим зацепление Уайтхеда с индексом 3
на каждой компоненте и сферой S3 в качестве носителя. В результате получим
орбифолд Гумберта типа (3, 2). Следует отметить, что гиперболичность этого
орбифолда впервые установлена в работе [28].
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