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СПЕКТР ОДНОМЕРНЫХ КВАЗИРЕШЕТОК

В. В. Красильщиков

Аннотация. Рассмотрены одномерные квазирешетки, которые определяются на
основе подхода, использующего иррациональные повороты окружности. Получено
описание спектра одномерных квазирешеток.
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1. Равномерное распределение
последовательности по переменному модулю

Приведем основные определения и теоремы, необходимые в дальнейшем.
Пусть E = [a, b) ⊆ [0, 1). Положим Eh =

[
a
h ,

b
h

)
, если h > 0. Очевидно, что

|Eh| = |E|
h . Обозначим целую часть по модулю h через [x]h = h

[
x
h

]
. Определим

символ 〈x〉h как единственное число y, удовлетворяющее двум условиям: 1) 0 ≤
y < h, 2) y ≡ x(modh). Другими словами, 〈x〉h = x− [x]h. Введем функцию

Nh(Eh, n, {xn}) = ]{0 ≤ i < n : 〈xi〉h ∈ Eh}.

Определение 1. Последовательность {xn} равномерно распределена по
модулю h (сокращенно р.р.м. h), если для любой пары действительных чисел
a и b, для которых выполняются неравенства 0 ≤ a < b ≤ h, имеем

lim
n→∞

Nh([a, b), n, {xn})
n

=
b− a

h
=
|E|
h
.

Предложение 1. Последовательность {xn} р.р.м. h тогда и только тогда,
когда последовательность

{
xn
h

}
р.р.м. 1.

Доказательство следует из определений.
Исследование последовательностей, равномерно распределенных по моду-

лю 1, начал Герман Вейль, например, в работе [1]. Им было сформулировано
и доказано необходимое и достаточное условие равномерной распределенности
числовой последовательности по модулю 1 — критерий Вейля. Н. М. Коробо-
вым [2], А. А. Карацубой, Г. И. Архиповым и В. Н. Чубариковым [3–5], а также
в книгах [6, 7] получены многочисленные общие результаты о распределении
последовательностей по модулю 1.

В работе [6] дано описание равномерного распределения числовой после-
довательности по модулю 1. На основе предложения 1 эти результаты можно
применить к р.р.м. h последовательности {xn}. Тогда получим следующие
утверждения.
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Теорема 1 (критерий Вейля). Последовательность действительных чисел
{xn}, где n = 0, 1, 2, . . . , р.р.м. h тогда и только тогда, когда

lim
n→∞

1
n

n∑
j=1

exp
(
2πil

xj
h

)
= 0 (1)

для всех целых l 6= 0.

Теорема 2. Пусть δ — положительная постоянная, а {an} (n = 0, 1, 2, . . . ) —
последовательность действительных чисел таких, что |am − an| ≥ δ при m 6= n.
Тогда последовательность {anx} (n = 0, 1, 2, . . . ) р.р.м. h для почти всех дей-
ствительных x.

2. Спектр

Существует несколько способов построения квазирешеток [8–10], в том чис-
ле разработанные де Брейном [11]. Эти подходы основаны на сечении перио-
дических разбиений n-мерного пространства плоскостями меньшей размерно-
сти — метод проекции (cut and project method) [12]. Квазирешетки можно также
определить с помощью последовательностей Штурма. Данные конструкции эк-
вивалентны рассмотренной в работе [13]. Определим последовательность {xn}
(квазирешетку) по правилу: 1) x−1 = 0, 2) переход от xn к xn+1 осуществляется
по формуле

xn+1 =
{
xn + l1, если 〈nα〉 ∈ [0; 1− α),
xn + l2, если 〈nα〉 ∈ [1− α; 1),

где 〈·〉— дробная доля, α — некоторая иррациональность, l1 и l2 — произвольные
действительные числа.

Рассмотрим квазирешетку {xn} по модулю h следующего вида:

h =
l1(1− α) + l2α

(l − k)α + k
, (2)

где l и k — произвольные целые числа, удовлетворяющие условию k2 + l2 6= 0.
Определим последовательность {yn} следующими равенствами:

y−1 = 0, yn+1 =
{ 〈yn + l1〉h, если 〈nα〉 ∈ [0; 1− α),
〈yn + l2〉h, если 〈nα〉 ∈ [1− α; 1).

Отметим, что yn = 〈xn〉h.
Рассмотрим множество Y (h) такое, что Y (h) = {yn}, где черта обозначает

замыкание множества. Очевидно, что Y (h) ⊆ [0;h].
Определим множество Spec, полагая, что h ∈ Spec, если выполняется усло-

вие Y (h) 6= [0;h].

Предложение 2. Если h ∈ Spec, то и mh ∈ Spec, где m — любое целое
число, отличное от нуля.

Доказательство. Пусть h ∈ Spec. Рассмотрим число h1 = mh такое, что
НОД(m, k, l) = 1. Пусть

Ŷ (h1) =
m−1⋃
i=0

(i+ Y (h))
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— объединение m копий множества Y (h). Пусть существует точка x последова-
тельности {xn} такая, что x 6∈ Y (h1). Тогда x(modh) 6∈ Y (h), что невозможно,
так как h ∈ Spec. Следовательно, предположение неверно, и точка x последова-
тельности {xn} обязательно попадает в Y (h1), причем Y (h1) ⊆ Ŷ (h1). Так как
Y (h1) 6= [0;h1], по определению h1 ∈ Spec. Предложение 2 доказано.

Определим множество Spec*, полагая, что h ∈ Spec*, если последователь-
ность {xn} не является р.р.м. h.

Очевидно, что Spec ⊆ Spec*.

Предложение 3. Для почти всех действительных h последовательность
{xn} р.р.м. h.

Доказательство. Для доказательства воспользуемся теоремой 2. Поло-
жим {an} =

{
xn
h

}
. По определению последовательности {xn} получим, что

|xn+1 − xn| ≥ min(l1, l2). Тогда
∣∣xm−xn

h

∣∣ ≥ min(l1,l2)
h при m 6= n. Из теоремы 2

следует, что последовательность
{
xn
h x

}
р.р.м. h для почти всех действительных

x. Если положить x = h, то получим требуемое.

Следствие 1. Почти все действительные h не принадлежат Spec*.
В. Г. Журавлевым в работе [14] изучен дифракционный спектр четно-

фибоначчиевых чисел. Рассмотрим дифракционный спектр более широкого
класса последовательностей.

Дифракционным спектром последовательности {xn} (DiffSpec) будем на-
зывать максимальное подмножество X из множества действительных чисел R,
для которого выполняется условие

f(λ) = lim
n→∞

1
n

n∑
j=1

exp(2πixjλ) 6= 0 ∀λ ∈ X. (3)

По критерию Вейля для р.р.м. h последовательности {xn} необходимо и
достаточно, чтобы выполнялось условие (1) теоремы 1. Тогда если h ∈ Spec*,
то существует целое число m 6= 0 такое, что

lim
n→∞

1
n

n∑
j=1

exp
(
2πim

xj
h

)
6= 0.

При этом существует действительное число λ = m
h , которое будет удовлетворять

условию (3), т. е. λ = m
h ∈ DiffSpec. Таким образом, множество Spec* будет

содержаться в множестве
{
m
λ , m ∈ Z, λ ∈ DiffSpec

}
.

Пусть λ ∈ DiffSpec, тогда выполняется неравенство (3). Поэтому для h = m
λ

не будет выполняться условие критерия Вейля р.р.м. h:

lim
n→∞

1
n

n∑
j=1

exp
(
2πim

xj
h

)
6= 0,

а это означает, что h ∈ Spec*. Таким образом, множество Spec* совпадает с
множеством вида

{
m
λ ,m ∈ Z, λ ∈ DiffSpec

}
. Тем самым мы доказали следующее

Предложение 4. Действительное число h принадлежит Spec* тогда и
только тогда, когда λ = m

h ∈ DiffSpec, где m — произвольное целое число.
Используя предложение 4 и методы, примененные В. Г. Журавлевым в

работе [14], получим описание всех действительных чисел h из множеств Spec
и Spec*.
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Предложение 5. Если h ∈ Spec*, то h можно представить в виде

h = m
l1(1− α) + l2α

(l − k)α + k
, (4)

где m, l, k — произвольные целые числа, удовлетворяющие условию k2 + l2 6= 0.

Теорема 3. Если h ∈ Spec, то h можно представить в виде (4).
Доказательство получается применением определений множеств Spec и

Spec* к условию предложения 5. Теорема 3 доказана.

3. Приложение функции
распределения к описанию спектра

Для описания неравномерности распределения по модулю h вида (2) ква-
зирешетки {xn} вводится функция распределения ν(ε), где ε ≤ h:

ν(ε) = lim
n→∞

Nh([0; ε), n, {xn})
n

.

В работе [15] дано следующее описание этой функции. Пусть

h0 =
l1l − l2k

(l − k)α + k
. (5)

Теорема 4. Пусть h0 > 0, тогда

ν(ε) =

{
ε
h0

([h0]h + 1), если ε ∈ [0; 〈h0〉h),
1
h0

(ε[h0]h + 〈h0〉h), если ε ∈ [〈h0〉h;h).

Теорема 5. Пусть h0 < 0, тогда

ν(ε) =

{ ε
|h0| [|h0|]h, если ε ∈ [0;h− 〈|h0|〉h),
1
|h0| (ε([|h0|]h + 1)− h+ 〈|h0|〉h), если ε ∈ [h− 〈|h0|〉h;h).

Используя свойства функции распределения ν(ε), получим описание мно-
жеств Spec и Spec*.

Теорема 6. Если выполняется условие
� = |l1l − l2k| < l1(1− α) + l2α,

где l, k — произвольные целые числа такие, что k2 + l2 6= 0, то при любом целом
m, отличном от нуля, действительное число

h = m
l1(1− α) + l2α

(l − k)α + k

принадлежит множеству Spec.
Доказательство. Пусть m = 1. Из описания функции распределения

ν(ε) последовательности {xn} по модулю

h =
l1(1− α) + l2α

(l − k)α + k
,

данного в теоремах 4 и 5, следует, что при h > |h0|, где h0 определяется равен-
ством (5), выполняется неравенство Y (h) 6= [0;h]. Условие h > |h0| эквивалент-
но следующему:

|l1l − l2k| < l1(1− α) + l2α.

По определению множества Spec получаем, что h ∈ Spec.
Когда m 6= 1, из предложения 2 следует достаточность выполнения условия

h > |h0|. Теорема 6 доказана.
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Пользуясь определением 1 равномерной распределенности последователь-
ности по модулю h и теоремами 4 и 5, можно доказать следующее утверждение.

Предложение 6. Если h ∈ Spec*, то и mh ∈ Spec*, где m ∈ Z.

Теорема 7. Если выполняется условие

� = |l1l − l2k| 6= l1(1− α) + l2α,

где l, k — произвольные целые числа такие, что k2 + l2 6= 0, то при любом целом
m, отличном от нуля, действительное число

h = m
l1(1− α) + l2α

(l − k)α + k

принадлежит множеству Spec*.
Доказательство. Пусть m = 1, тогда из теорем 4 и 5 следует, что при

h 6= |h0| последовательность {xn} не является р.р.м. h. Условие h 6= |h0| экви-
валентно следующему:

|l1l − l2k| 6= l1(1− α) + l2α.

По определению множества Spec* получаем, что h ∈ Spec*.
Когда m 6= 1, из предложения 6 следует достаточность выполнения условия

h 6= |h0|. Теорема 7 доказана.
Автор выражает благодарность своему научному руководителю профессо-

ру В. Г. Журавлеву и канд. физ.-мат. наук А. В. Шутову за постановку задачи,
постоянное внимание к работе и ценные советы.
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