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О ПРЕДЕЛЬНОМ СПЕКТРЕ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ

ОПЕРАТОРОВ В L2, ИНТЕГРАЛЬНЫХ

НА НЕКОТОРОМ ЛИНЕЙНОМ МНОГООБРАЗИИ
В. Б. Коротков

Аннотация. Доказывается, что если S : L2 → L2 — положительный линейный
оператор, интегральный на некотором всюду плотном в L2 линейном многообразии,
то 0 принадлежит предельному спектру оператора S.
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Пусть (X,µ) — пространство с положительной конечной мерой µ, не явля-
ющейся чисто атомической, т. е. в X существует множество X0, µX0 > 0, не
имеющее атомов меры µ. Мы предполагаем также, что L2 = L2(X,µ) — сепара-
бельное комплексное пространство. Далее через ‖ · ‖ и (·, ·) обозначаются норма
и скалярное произведение в L2, через ‖ · ‖∞ — норма в L∞ = L∞(X,µ). Пусть
D — линейное многообразие в L2. Линейный оператор K : D → L2 называется
интегральным [1], если существует определенная на X ×X (µ× µ)-измеримая
(µ× µ)-п. в. конечная функция K(s, t) такая, что для всех f ∈ D

Kf(s) =
∫
X

K(s, t)f(t) dµ(t) (1)

для µ-п. в. s ∈ X. Интеграл в (1) понимается в лебеговом смысле. Функция
K(s, t) называется ядром интегрального оператора.

Интегральный оператор называется карлемановским, если его ядро K(s, t)
удовлетворяет условию Карлемана∫

X

|K(s, t)|2 dµ(t) <∞ для µ-п. в. s ∈ X.

Будем говорить, что 0 принадлежит предельному спектру плотно опре-
деленного в L2 линейного оператора M : DM → L2 (и писать 0 ∈ σc(M)),
если в DM найдется ортонормированная последовательность {fn} такая, что
lim
n→∞

‖Mfn‖ = 0.
В [2] Нейман доказал следующий результат: если N — плотно опреде-

ленный в L2 самосопряженный карлемановский интегральный оператор, то
0 ∈ σc(N). В [3, с. 754] (см. также теорему 1.7.11 в [4, с. 62]) показано, что
если W — определенный на всем L2 самосопряженный интегральный оператор,
то 0 ∈ σc(W ). Возникает вопрос: будет ли 0 принадлежать предельному спек-
тру самосопряженного оператора S : L2 → L2, если сужение этого оператора на
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какое-нибудь всюду плотное в L2 линейное многообразие является интеграль-
ным оператором? Ответ на этот вопрос, вообще говоря, отрицательный, как
показывает следующий

Пример. Пусть {en} — последовательность попарно не пересекающихся

множеств из X с положительными мерами такая, что
∞∑
n=1

√
µen < ∞. Пусть

hn ∈ L2, ‖hn‖ = 1 и hn(s) = 0 вне en (n = 1, 2, 3, . . . ). Обозначим через
{
h⊥n
}

ортонормированный базис в ортогональном дополнении к замкнутой линейной
оболочке ортонормированной последовательности {hn}. Рассмотрим оператор

Af =
∞∑
n=1

(
f, h⊥n

)
hn +

∞∑
n=1

(f, hn)h⊥n , f ∈ L2.

Оператор A : L2 → L2 самосопряженный, и ‖Af‖ = ‖f‖ для всех f ∈ L2.
Следовательно, 0 6∈ σc(A). Покажем, что сужение оператора A на L∞ является
интегральным оператором с ядром

A(s, t) =
∞∑
n=1

hn(s)h⊥n (t) +
∞∑
n=1

h⊥n (s)hn(t).

Так как функции |hn(s)| равны 0 вне en, множества en, n = 1, 2, 3, . . . , попарно
не пересекаются и∫

X

∞∑
n=1

√
µen

∣∣h⊥n (s)
∣∣ dµ(s) ≤

√
µX

∞∑
n=1

√
µen <∞,

то для любой функции f ∈ L∞ для µ-п. в. s ∈ X∫
X

|A(s, t)| |f(t)| dµ(t) ≤ ‖f‖∞

(√
µX

∞∑
n=1

|hn(s)|+
∞∑
n=1

√
µen

∣∣h⊥n (s)
∣∣) <∞.

Следующая теорема показывает, что ответ на поставленный выше вопрос
будет положительным, если S — положительный оператор, т. е. (Sf, f) ≥ 0 для
всех f ∈ L2, а линейное многообразие, на котором S — интегральный опера-
тор, удовлетворяет некоторому дополнительному условию. Для формулировки
теоремы нам понадобится

Определение. Будем говорить, что линейное многообразие L ⊂ L2 удо-
влетворяет условию (А), если PeL ⊂ L для любого µ-измеримого множества e;
здесь Pef = χef , f ∈ L2, χe — характеристическая функция множества e.

Теорема. Пусть S : L2 → L2 — положительный линейный оператор, суже-
ние которого на какое-нибудь всюду плотное в L2 линейное многообразие, удо-
влетворяющее условию (А), является интегральным оператором. Тогда 0 ∈
σc(S).

В доказательстве теоремы нам потребуется

Лемма 1. ПустьK(s, t) — определенная наX×X (µ×µ)-измеримая (µ×µ)-
п. в. конечная функция; {ϕn} — полная ортонормированная система в L2. Если
для любого n = 1, 2, 3, . . .

ψn(s) ≡
∫
X

|K(s, t)| |ϕn(t)| dµ(t) <∞ для µ-п. в. s ∈ X, (2)
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то существуют не содержащее атомов меры µ множество E, µE > 0, и функция
g ∈ L2, g(t) > 0 для µ-п. в. t ∈ X такие, что

1) имеет место неравенство

ψE(s) ≡
∫
X

χE(s)|K(s, t)|g(t) dµ(t) ≤ χE(s)
∞∑
n=1

1
n2 ; (3)

2) для всех n = 1, 2, 3, . . . и для µ-п. в. t ∈ X

|ϕn(t)| ≤ αng(t), (4)

где αn — постоянные;
3) интегральные операторыKE и |KE | с ядрами χE(s)K(s, t) и χE(s)|K(s, t)|

действуют из L∞,1/g в L∞ и непрерывны; здесь L∞,1/g = L∞,1/g(X,µ) — функ-
циональное пространство с нормой ‖f/g‖∞.

Доказательство. Пусть X0, µX0 > 0, — множество, не содержащее ато-
мов меры µ, 0 < ε < 1

2µX0. В силу (2) найдутся множество Y1 ⊂ X0 и постоян-
ная β1 такие, что µY1 < ε/2 и ψ1(s) ≤ β1 для всех s ∈ X1 = X0 \Y1. Аналогично
найдутся множество Y2 ⊂ X1 и постоянная β2 такие, что µY2 < ε/4 и ψ2(s) ≤ β2
для всех s ∈ X2 = X1 \ Y2. Продолжая этот процесс, получим последователь-
ности {Xn}, {βn} такие, что ψn(s) ≤ βn для всех s ∈ Xn, n = 1, 2, 3, . . . . Пусть

E =
∞⋂
n=1

Xn. Тогда µE > 1
2µX0 > 0 и ψn(s) ≤ βn для всех s ∈ E и n = 1, 2, 3, . . . .

Положим γn = (βn + 1)−1 и определим функцию g равенством

g(t) =
∞∑
n=1

γn
n2 |ϕn(t)|.

Ясно, что g ∈ L2 и выполняются (4) с αn = n2γ−1
n . Кроме того,

ψE(s) =
∞∑
n=1

χE(s)
γn
n2ψn(s) ≤ χE(s)

∞∑
n=1

1
n2 βnγn ≤ χE(s)

∞∑
n=1

1
n2 .

Проверим, что g(t) > 0 для µ-п. в. t ∈ X. Предположим противное: пусть
существует множество e0, µe0 > 0, такое, что g(t) = 0 для всех t ∈ e0. Так как
|ϕn(t)| ≤ αng(t), n = 1, 2, 3, . . . , то ϕn(t) = 0 для всех t ∈ e0 и n. Следовательно,
(χe0 , ϕn) = 0 для всех n, что противоречит полноте системы {ϕn}. Покажем
справедливость третьего утверждения леммы. Для любой функции f ∈ L∞,1/g
в силу (3) имеем

‖ |KE |f‖∞ ≤ ‖ |KE | |f | ‖∞ ≤ ‖f/g‖∞‖ψE‖∞,

‖KEf‖∞ ≤ ‖ |KE | |f | ‖∞ ≤ ‖f/g‖∞‖ψE‖∞.
Перейдем к доказательству теоремы. Пусть S : L2 → L2 — положительный
линейный оператор, H — всюду плотное в L2 линейное многообразие, удовле-
творяющее условию (А), сужение оператора S на H — интегральный оператор
и K(s, t) — его ядро. Пусть {ϕn} — полная ортонормированная система, при-
надлежащая H. Тогда для любого n = 1, 2, 3, . . . выполнено (2).

Положим L∞ = L∞,1/g, L1 = L1,g, где L1,g — функциональное простран-
ство с нормой

‖f‖1,g =
∫
X

|f(t)|g(t) dµ(t). (5)
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В силу g ∈ L2 имеем L∞ ⊂ L2 ⊂ L1. При этом L∞ всюду плотно в L2, L1
сепарабельно и L ∗

1 = L∞. По лемме 1.3.5 из [4, с. 28] найдется множество
G ⊂ E, µG > 0, такое, что KG = PGKE и |KG| = PG|KE | — вполне непре-
рывные операторы, действующие из L∞ в L∞, причем KG и |KG| отображают
каждую последовательность, сходящуюся в σ(L∞,L1)-топологии, в последо-
вательность, сходящуюся по норме L∞. Из µX < ∞ следует, что KG, |KG|
действуют из L∞ в L2 и вполне непрерывны. Так как для всех f ∈ L∞ и
h ∈ L2∫

X

∫
X

χG(s)|K(s, t)| |h(s)| dµ(s)|f(t)| dµ(t)

=
∫
X

∫
X

χG(s)|K(s, t)| |f(t)| dµ(t)|h(s)| dµ(s) ≤ ‖h‖
√
µX‖ψE‖∞‖f/g‖∞,

то сопряженный к интегральному оператору |KG| интегральный оператор

|KG|∗h(t) =
∫
X

χG(s)|K(s, t)|h(s) dµ(s), h ∈ L2,

действует из L2 в L1 и вполне непрерывен. Следовательно, сопряженный к
интегральному оператору KG : L∞ → L2 интегральный оператор K∗G действует
из L2 в L1 и вполне непрерывен.

Пусть H0 = H∩L∞ и z — произвольный элемент изL∞. Имеем PeH0 ⊂ H0
для любого µ-измеримого множества e. Так как z ∈ L2 и {ϕn} ⊂ H0, найдется
последовательность {un} ⊂ H0 такая, что ‖un−z‖ → 0 при n→∞. Тогда un →
z по мере. По теореме Ф. Рисса найдется последовательность {vm} = {unm},
сходящаяся µ-п. в. к z. Пользуясь теоремой Егорова, выберем возрастающую
к X последовательность µ-измеримых множеств {en} так, что на каждом en
последовательность {vm} равномерно сходится к z и 1

gχen ∈ L∞, n = 1, 2, 3, . . . .
Тогда для любой функции ψ ∈ L1 при m→∞∫

X

ψ(χen v̄m − χen z̄) dµ =
∫
X

1
g
(χen v̄m − χen z̄)ψg dµ→ 0.

Таким образом, {χenvm} сходится при m → ∞ к χenz в σ(L∞,L1)-топологии.
По теореме Лебега о мажорированной сходимости {χenz} сходится к z в
σ(L∞,L1)-топологии. Покажем, что PGSz = KGz. Нам потребуется

Лемма 2. Пусть w ∈ L∞, {wj} ⊂ L∞, PGSwj = KGwj для всех j и {wj}
сходится к w в σ(L∞,L1)-топологии. Тогда PGSw = KGw.

Доказательство. Так как S — линейный положительный оператор на
комплексном L2, то, как известно, S — самосопряженный непрерывный опера-
тор. В силу того, что L∞ ⊂ L2 ⊂ L1, {wj} слабо сходится в L2 к w. Поэтому
{PGSwj} слабо сходится в L2 к PGSw. Но {KGwj} сходится к KGw по норме
L∞ и KGwj = PGSwj , j = 1, 2, . . . . Следовательно, PGSw = KGw.

Зафиксируем n. Так как χenvm ∈ H0 ⊂ H, m = 1, 2, 3, . . . , то PGSχenvm =
KGχenvm. Применив лемму 2 к последовательности {χenvm} и элементу χenz,
получим PGSzn = KGzn, где zn = χenz. Снова применив лемму 2 к {zn} и z,
получим PGSz = KGz для любого z ∈ L∞.

В силу того, что K∗G : L2 → L1 — вполне непрерывный оператор, отсюда
вытекает, что SPG : L2 → L1 — вполне непрерывный оператор. Действительно,
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оператор KG : L∞ → L2 плотно определен в L2, и KG ⊂ PGS. Тогда SPG ⊆ K∗G,
поэтому SPG = K∗G. Следовательно, SPG отображает каждое ограниченное
множество U в L2 в множество K∗GU , компактное в L1.

Обозначим через F ⊂ G, µF > 0, множество, на котором функция [g(t)]−1

ограничена некоторой постоянной d. Так как F ⊂ E и E не содержит атомов
меры µ, можно построить ортонормированную последовательность {rn,F } обоб-
щенных функций Радемахера с носителями в F (см., например, [4, с. 11, 12]).
Эти функции обладают свойством

|rn,F (t)| = 1√
µF

χF (t)

для всех t ∈ X и n = 1, 2, 3, . . . . В силу слабой сходимости {rn,F } к 0 и полной
непрерывности SPG как оператора из L2 в L1 имеем

‖Srn,F ‖1,g = ‖SPGrn,F ‖1,g → 0

при n→∞; здесь ‖ · ‖1,g — норма в L1, определяемая равенством (5). Отсюда
при n→∞

‖S1/2rn,F ‖2 = (Srn,F , rn,F )

≤ 1√
µF

∫
F

|Srn,F | dµ =
1√
µF

∫
F

1
g
|Srn,F | g dµ ≤

d√
µF

‖Srn,F ‖1,g → 0.

Но тогда
lim
n→∞

‖Srn,F ‖ ≤ ‖S1/2‖ lim
n→∞

‖S1/2rn,F ‖ = 0.

Таким образом, 0 ∈ σc(S).

Следствие 1. Пусть T : L2 → L2 — положительный линейный оператор
и 0 6∈ σc(T ). Тогда сужение оператора T на любое всюду плотное в L2 линей-
ное многообразие, удовлетворяющее условию (А), не является интегральным
оператором.

Следствие 2. Сужение тождественного оператора в L2 на любое всюду
плотное в L2 линейное многообразие, удовлетворяющее условию (А), не явля-
ется интегральным оператором.

Следствие 2 дополняет результат Заанена [5, с. 225] о неинтегральности
сужения тождественного оператора на любой порядковый идеал в L2. Неин-
тегральность тождественного оператора на всем L2 установлена Нейманом [6,
с. 26]. Другие доказательства этого результата Неймана даны в [4, с. 20; 7, с. 56;
8, с. 402; 9, с. 53].
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