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СОВМЕСТНАЯ НЕПРОТИВОРЕЧИВОСТЬ

В РАСШИРЕНИЯХ МИНИМАЛЬНОЙ ЛОГИКИ
Л. Л. Максимова

Аннотация. Найдены аналоги теоремы Робинсона о совместной непротиворечиво-
сти, равносильные слабому интерполяционному свойству WIP в расширениях мини-
мальной логики Йохансона J. Хотя все пропозициональные суперинтуиционистские
логики обладают этим свойством, существуют J-логики, не имеющие свойства WIP.
Доказано, что проблема справедливости WIP в J-логиках сводится к аналогичной
проблеме над логикой Gl, которая получается добавлением закона исключенного
третьего к логике J. Найдены алгебраические критерии выполнимости свойства
WIP над J и Gl.

Ключевые слова: минимальная логика, интерполяция, совместная непротиворе-
чивость.

К юбилею Юрия Леонидовича Ершова

В [1] Робинсон доказал теорему о совместной непротиворечивости для клас-
сической логики предикатов. Теорема говорит, что если даны две непротиво-
речивые теории в разных языках и их пересечение является полной теорией в
общем языке, то объединение данных теорий непротиворечиво. Позднее раз-
личные аналоги этой теоремы изучались и в других логиках (см. [2]).

Теорема Робинсона оказалась равносильной интерполяционной теореме, до-
казанной Крейгом [3] для классической логики первого порядка. Теорема Крей-
га стала источником большого числа исследований по проблеме интерполяции
в классических и неклассических теориях [2, 4]. В настоящее время интерполя-
ция рассматривается как стандартное свойство логик наряду с непротиворечи-
востью, полнотой и т. д. Для интуиционистской логики предикатов и для ми-
нимальной логики Йохансона интерполяционная теорема доказана Шютте [5].
Семантическое доказательство интерполяционной теоремы в интуиционистской
логике предикатов найдено Габбаем [6], в этой же книге исследовались соотно-
шения интерполяции и свойства совместной непротиворечивости в интуицио-
нистских теориях.

В данной статье рассматривается слабый вариант интерполяционного свой-
ства в минимальной логике и ее расширениях. Минимальная логика, введенная
Йохансоном [7], имеет тот же позитивный фрагмент, что и интуиционистская
логика, но в минимальной логике нет специальных аксиом для противоречия. В
отличие от классической и интуиционистской логики минимальная логика до-
пускает нетривиальные теории, содержащие некоторое утверждение вместе с его
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отрицанием. Семантическая интерпретация минимальной логики предложена
в [8], где доказаны теоремы о полноте для этой логики и ряда ее расширений.

Интерполяционное свойство допускает различные варианты, которые рав-
носильны в классической логике, но не эквивалентны в других логиках. В
[6] доказано, что в интуиционистской логике предикатов полная версия теоре-
мы Робинсона о совместной непротиворечивости неверна. Однако выполняется
слегка ослабленный вариант RCP′′ этой теоремы и интерполяционное свойство
Крейга CIP равносильно этому варианту теоремы Робинсона во всех расшире-
ниях интуиционистской логики предикатов.

В данной статье исследуется слабое интерполяционное свойство WIP, вве-
денное в [9]. Доказывается, что во всех расширениях минимальной логики свой-
ство WIP равносильно слабой версии WRP свойства Робинсона. В [9] доказано,
что все пропозициональные суперинтуиционистские логики обладают свойством
WIP, хотя это не распространяется на все предикатные суперинтуиционистские
логики. Так как лишь конечное число пропозициональных суперинтуиционист-
ских логик имеет свойство CIP [10], WIP и WRP не эквивалентны свойствам
CIP и RCP′′ над интуиционистской логикой. Тем более они не эквивалентны над
минимальной логикой J. Здесь мы введем еще один аналог свойства Робинсона
JCP и докажем его равносильность свойствам WIP и WRP. Мы заметим, что
свойство WIP нетривиально в пропозициональных расширениях минимальной
логики: множества J-логик с WIP и без WIP имеют мощность континуума.

В разд. 4–6 статьи исследование свойства совместной непротиворечивости
сводится к свойствам многообразий J-алгебр. В разд. 5 найден алгебраический
эквивалент свойства WIP, а именно введено свойство слабой амальгамируемо-
сти и доказана его равносильность слабому интерполяционному свойству. В
разд. 6 найден более простой алгебраический критерий слабой амальгамируе-
мости. Кроме того, доказано, что проблема справедливости WIP в J-логиках
сводится к рассмотрению расширений логики Gl, которая получается добав-
лением закона исключенного третьего к логике J. В разд. 7 найдена полезная
классификация логик над Gl, а также указаны логики со свойством СIP и ло-
гики без WIP.

1. Совместная непротиворечивость и интерполяция

Если p — список нелогических символов, то через A(p) обозначаем форму-
лу, у которой все нелогические символы входят в p, а через F (p) — множество
всех таких формул.

Пусть L — логика, `L — отношение следования в L. Пусть p, q, r —
попарно не пересекающиеся списки нелогических символов, A(p,q), B(p, r) —
формулы. Интерполяционное свойство Крейга CIP и дедуктивное интерполя-
ционное свойство IPD определяются следующим образом.

CIP. Если `L A(p,q) → B(p, r), то существует формула C(p) такая, что
`L A(p,q) → C(p) и `L C(p) → B(p, r).

IPD. Если A(p,q) `L B(p, r), то существует формула C(p) такая, что
A(p,q) `L C(p) и C(p) `L B(p, r).

В [9] введено слабое интерполяционное свойство:
WIP. Если A(p,q), B(p, r) `L ⊥, то существует формула A′(p) такая, что

A(p,q) `L A′(p) и A′(p), B(p, r) `L ⊥.
В классической логике все эти свойства равносильны. Во всех нормальных
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модальных логиках выполнено

CIP ⇒ IPD ⇒ WIP .

Обратные стрелки в общем случае неверны. В интуиционистской логике и ее
расширениях CIP и IPD равносильны.

В классической логике предикатов свойство CIP равносильно следующему
свойству совместной непротиворечивости по Робинсону.

RCP. Пусть T1, T2 — две непротиворечивые L-теории в языках L1,L2 соот-
ветственно. Если T1 ∩ T2 — полная L-теория в общем языке L1 ∩L2, то T1 ∪ T2
является L-непротиворечивой.

Та же эквивалентность справедлива для всех классических модальных ло-
гик [4]. При этом под L-теорией понимается множество формул, содержащее все
теоремы логики L и замкнутое относительно правила модус поненс. Теория на-
зывается непротиворечивой, если в ней невыводимо противоречие ⊥. L-теория
T в языке L называется полной в L , если A ∈ T или ¬A ∈ T для любой
формулы A ∈ L , где ¬A = A→ ⊥.

В [9] доказано, что в классических модальных логиках RCP равносильно
следующему свойству.

RCP′. Пусть T1, T2 — две L-теории в языках L1,L2 соответственно, L0 =
L1 ∩ L2, Ti0 = Ti ∩ L0. Если теория T10 ∪ T20 в общем языке L0 является
L-непротиворечивой, то T1 ∪ T2 тоже L-непротиворечива.

2. J-логики и совместная непротиворечивость

Исследование интерполяционного свойства и свойства совместной непро-
тиворечивости в интуиционистской логике предпринято Габбаем [6]. Он до-
казал, что в расширениях интуиционистской логики предикатов интерполяци-
онное свойство Крейга CIP равносильно несколько более слабой версии RCP′′

свойства Робинсона, а теорема Робинсона в полном объеме неверна в интуици-
онистской логике первого порядка. При этом интуиционистская теория опре-
делялась как пара (T, F ), где T было множеством «истинных» формул, а F —
множеством «ложных» формул. Поэтому полное свойство Робинсона требова-
ло сохранения всех истинных и всех ложных формул в обеих теориях (T1, F1)
и (T2, F2), что не всегда было возможно. Свойство RCP′′ требует дополни-
тельного условия F1 ⊆ F2, в частности, F1 должно быть в общем языке. По
аналогии с RCP′ в [9] определена слабая версия свойства Робинсона WRP, где
теория отождествлялась с множеством «истинных» формул подобно теориям
в классической логике. Такие теории названы открытыми. Доказано, что в
случае суперинтуиционистских логик WRP эквивалентно свойству WIP и мно-
го слабее, чем CIP. Более того, все пропозициональные суперинтуиционистские
логики обладают свойством WIP.

В данной статье рассматриваются расширения минимальной логики Йохан-
сона. Аксиоматизация минимальной логики JQ имеет в качестве своих посту-
латов все схемы аксиом интуиционистской логики предикатов, не содержащие
противоречия.

Пусть L — расширение минимальной логики с помощью дополнительных
схем аксиом. Если � — множество формул, A — формула, пишем � `L A, если
A выводима из � ∪ L с помощью правила модус поненс: A,A → B/ B. Тогда
справедлива лемма о дедукции.
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Лемма 2.1. � ,A `L B ⇐⇒ � `L A→ B.
Определим открытую L-теорию языка L как множество T формул этого

языка, замкнутое относительно выводимости `L. Тогда открытая L-теория T —
это то же самое, что теория (T,∅) в смысле Габбая [6]. Множество T ⊆ L
называется полным в языке L , если A ∈ T или ¬A ∈ T для любой формулы A ∈
L . Множество T называется L-непротиворечивым, если T 6`L ⊥. Легко видеть,
что любое L-непротиворечивое и полное множество формул в языкеL является
открытой L-теорией. Следующая лемма, доказанная для классической логики
Линденбаумом, справедлива для любой J-логики L.

Лемма 2.2. Любая L-непротиворечивая открытая теория может быть рас-
ширена до полной непротиворечивой открытой L-теории.

Доказательство. Заметим, что если множество формул T является L-
непротиворечивым, то T ∪ {A} или T ∪ {¬A} также L-непротиворечиво для
любой формулы A. В самом деле, если оба множества T ∪ {A} и T ∪ {¬A}
противоречивы, то по теореме дедукции получим T `L A → ⊥ и T `L (A →
⊥) → ⊥, следовательно, T `L ⊥.

Поэтому утверждение легко следует из леммы Цорна, так как объединение
цепи L-непротиворечивых множеств также L-непротиворечиво. �

Определим два варианта свойства Робинсона для открытых теорий — свой-
ство совместной непротиворечивости JCP и слабое свойство Робинсона WRP.

JCP. Пусть T1, T2 — две L-непротиворечивые открытые L-теории языков
L1,L2 соответственно. Если T1∩T2 — полная L-теория в общем языке L1∩L2,
то множество T1 ∪ T2 является L-непротиворечивым.

WRP. Пусть T1 и T2 — две открытые L-теории языков L1 и L2 соответ-
ственно, L0 = L1 ∩L2, Ti0 = Ti ∩L0. Если множество T10 ∪ T20 в общем языке
L-непротиворечиво, то T1 ∪ T2 является L-непротиворечивым.

Для открытых L-теорий в расширениях логики J сохраняется равносиль-
ность WIP и WRP, свойства JCP и WRP также оказываются равносильными.

Следующая теорема является аналогом теоремы, доказанной Габбаем для
суперинтуиционистских логик [6, теорема 8.32].

Теорема 2.3. Для любого (предикатного или пропозиционального) рас-
ширения L минимальной логики свойства WIP и WRP равносильны.

Доказательство. Предположим, что L имеет WIP, и докажем WRP.
Пусть T1, T2 — две открытые L-теории языковL1,L2 соответственно,L0 = L1∩
L2, Ti0 = Ti∩L0. Допустим, что множество T1∪T2 является L-противоречивым.
Тогда существуют формулы A ∈ T1 и B ∈ T2 такие, что

A,B `L ⊥.

По WIP существует формула C в общем языке L0 такая, что

A `L C и C,B `L ⊥.

Тогда получаем
T1 `L C и T2 `L C → ⊥,

поэтому T10 ∪ T20 является L-противоречивым.
Обратно, пусть L имеет WRP. Пусть A,B — произвольные формулы языков

L1,L2 соответственно и
A,B `L ⊥.
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Обозначим через T1 открытую теорию языка L1 с единственной аксиомой A,
а через T2 — открытую теорию языка L2 с аксиомой B. Тогда множество
T1 ∪ T2 является L-противоречивым. По WRP множество Ti1 ∪ Ti2 в общем
языке L0 = L1 ∩L2, где Ti0 = Ti ∩L0, является L-противоречивым, т. е.

T10 ∪ T20 `L ⊥.

Поэтому существует формула C в общем языке L0 такая, что

C ∈ T10 и C, T20 `L ⊥.

По определению Ti, Ti0 получаем A `L C и C,B `L ⊥. �

Следствие 2.4. Если (предикатное или пропозициональное) расширение
минимальной логики имеет CIP, то оно имеет WRP.

Доказательство. По теореме о дедукции ясно, что из CIP следует WIP.
Поэтому утверждение сразу вытекает из теоремы 2.3. �

Теорема 2.5. Для любого расширения логики J свойства WRP и JCP рав-
носильны.

Доказательство. Пусть L имеет WRP. Пусть даны две L-непротиворе-
чивые открытые L-теории T1, T2 языков L1,L2 соответственно, причем T0 =
T1 ∩T2 — полная L-теория в общем языке L0 = L1 ∩L2. Ясно, что T0 является
L-непротиворечивой. Покажем, что Ti0 = Ti ∩L0 = T0 для i = 1, 2. В самом
деле, очевидно, что T0 ⊆ Ti0. Допустим, что C ∈ Ti0, C 6∈ T0. Так как T0
полна, получаем ¬C ∈ T0 ⊆ Ti и теория Ti оказывается противоречивой вопреки
условию.

Таким образом, T10 = T20 = T0, поэтому T10 ∪ T20 = T0 непротиворечиво.
По WRP множество T1 ∪ T2 непротиворечиво, и JCP доказано.

Обратно, пусть L имеет JCP. Докажем WRP. Пусть T1 и T2 — две открытые
L-теории языков L1 и L2 соответственно, L0 = L1 ∩ L2, Ti0 = Ti ∩ L0, и
множество T10 ∪ T20 в общем языке L-непротиворечиво. Покажем, что T1 ∪ T2
является L-непротиворечивым.

По лемме 2.2 множество T10 ∪ T20 можно расширить до полной L-непроти-
воречивой открытой теории T0 языка L0. Обозначим T ′

1 = {A ∈ L1 | T1 ∪ T0 `L
A} и докажем, что T ′

1 ∩ L0 = T0. В самом деле, пусть C ∈ T ′
1 ∩ L0. Тогда

T1 ∪ T0 `L C и по теореме дедукции T1 ` A → C для некоторой формулы
A ∈ T0. Поэтому (A→ C) ∈ T10 ⊆ T0, C ∈ T0, и равенство доказано.

Аналогично T ′
2 ∩ L0 = T0, где T ′

2 = {A ∈ L2 | T2 ∪ T0 `L A}. Так как
T0 6`L ⊥ и ⊥ ∈ L0, теории T ′

1 и T ′
2 непротиворечивы. Кроме того, они имеют

полное пересечение T0. По JCP множество T ′
1∪T ′

2 L-непротиворечиво, а значит,
L-непротиворечиво и его подмножество T1 ∪ T2. �

Отметим, что результаты этого раздела относятся к непротиворечивым тео-
риям. Напомним, что в J-логиках в отличие от суперинтуиционистских логик
из противоречивости теории не следует ее тривиальность и непротиворечивые
теории составляют лишь небольшую часть нетривиальных теорий.

3. Пропозициональные J-логики

В этом разделе рассмотрим пропозициональные J-логики.
В [10] найдено полное описание суперинтуиционистских логик с интерпо-

ляционным свойством. Существует лишь конечное число таких логик. Все
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позитивные логики с интерполяционным свойством описаны в [11], где также
было начато изучение этого свойства в расширениях минимальной логики Йо-
хансона.

Язык логики J в качестве исходных связок содержит &,∨,→,⊥,>; отрица-
ние определяется как сокращение ¬A = A→ ⊥; (A↔ B) = (A→ B)&(B → A).
Множество всех формул обозначаем через For. Формула называется позитив-
ной, если не содержит вхождений символа ⊥. Логика J может быть задана
исчислением, которое имеет те же схемы аксиом, что и позитивное интуицио-
нистское исчисление Int+, и единственное правило вывода модус поненс. Под J-
логикой понимается любое множество формул, содержащее все аксиомы логики
J и замкнутое относительно подстановки и правила модус поненс. Обозначаем

Int = J+(⊥ → p), Cl = Int +(p ∨ ¬p), Neg = J+⊥.

Логика нетривиальна, если не совпадает с множеством всех формул For. J-
логика называется суперинтуиционистской, если она содержит интуиционист-
скую логику Int, и негативной, если расширяет логику Neg; L называется па-
ранепротиворечивой, если не содержит ни Int, ни Neg. Можно доказать, что
логика является негативной тогда и только тогда, когда она не содержится в
Cl. Для любой J-логики L обозначаем через E(L) семейство всех J-логик, со-
держащих L.

В [9] доказано, что все пропозициональные суперинтуиционистские логики
обладают слабым интерполяционным свойством WIP. Очевидно, все негативные
логики также имеют это свойство.

Теорема 3.1. Для любой J-логики L следующие условия эквивалентны:
1) L имеет WIP,
2) L ∩ L1 имеет WIP для любой негативной логики L1,
3) L ∩Neg имеет WIP.
Доказательство. 1 ⇒ 2. Пусть L имеет WIP, L1 ` ⊥ и

L ∩ L1 ` A(p,q) → (B(p, r) → ⊥).

Тогда
L ` A(p,q) → (B(p, r) → ⊥).

Так как L имеет WIP, существует формула C(p) такая, что

L ` A(p,q) → C(p) и L ` C(p) → (B(p, r) → ⊥).

Из первого условия следует

L ∩ L1 ` A(p,q) → C(p) ∨ ⊥.

Из второго условия вытекает

L ` C(p) ∨ ⊥ → (B(p, r) → ⊥).

Кроме того,
L1 ` C(p) ∨ ⊥ → (B(p, r) → ⊥).

Следовательно,
L ∩ L1 ` C(p) ∨ ⊥ → (B(p, r) → ⊥).

Таким образом, C(p) ∨ ⊥ является интерполянтом данной формулы в L ∩ L1.
2 ⇒ 3. Очевидно.
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3 ⇒ 1. Пусть L ∩Neg имеет WIP и

L ` A(p,q) → (B(p, r) → ⊥).

Тогда
L ∩Neg ` A(p,q) → (B(p, r) → ⊥).

Существует интерполянт C(p) для этой формулы в L ∩ Neg. Ясно, что C(p)
является интерполянтом и в L. �

Следствие 3.2. Любая пропозициональная J-логика, содержащая J+(⊥∨
(⊥ → p)), обладает свойством WIP.

Доказательство. Любая логика, содержащая J+(⊥∨ (⊥ → p)), предста-
вима как пересечение негативной и суперинтуиционистской логики. Как уже
отмечено, все суперинтуиционистские логики имеют WIP. Поэтому утвержде-
ние следует из теоремы 3.1. �

Следствие 3.2 нельзя расширить до класса всех J-логик. Картина меняется,
если мы рассматриваем расширения логики

Gl = J +(p ∨ (p→ ⊥)) = J+(p ∨ ¬p).

В [12] доказано, что эта логика имеет CIP. В последнем разделе этой статьи
показано, что далеко не все расширения логики Gl имеют WIP. Теорема 6.3
говорит о том, что проблема слабой интерполяции в J-логиках сводится к ана-
логичной проблеме в расширениях логики Gl.

Рассмотрим логику Gl более подробно. Широко известная теорема Гливен-
ко утверждает, что формула вида ¬A принадлежит Int тогда и только тогда,
когда является тавтологией классической логики Cl. Заметим, что имеется
аналогичное соотношение между J-логиками и расширениями логики Gl. Сле-
дующее предложение вытекает из [13, предложение 6.1.3].

Предложение 3.3. Для любой J-логики L и любой формулы A

L+ (p ∨ ¬p) ` ¬A ⇐⇒ L ` ¬A.

4. Алгебраическая семантика

Алгебраическая семантика для расширений минимальной логики строит-
ся с помощью так называемых J-алгебр, т. е. алгебр A = 〈A; &,∨,→,⊥,>〉,
удовлетворяющих условиям:

〈A; &,∨,→,⊥,>〉 есть решетка относительно &,∨ с наибольшим элементом
>,

z ≤ x→ y ⇐⇒ z&x ≤ y,
⊥ — произвольный элемент в A.

J-алгебра называется гейтинговой, или псевдобулевой алгеброй, если ⊥ — наи-
меньший элемент множества A, и негативной алгеброй, если ⊥ — наибольший
элемент множества A. Одноэлементная J-алгебра E называется единичной,
или вырожденной; это единственная J-алгебра, которая является одновременно
негативной и гейтинговой алгеброй.

J-алгебра A называется невырожденной, если она содержит не менее двух
элементов; A называется вполне связной, или сильно компактной, если для
всех x, y ∈ A выполняется x ∨ y = > ⇔ (x = > или y = >). Элемент � алгебры
A называется предпоследним элементом, или опремумом алгебры A, если он
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является наибольшим среди элементов алгебры A, отличных от >. Через B0
обозначаем двухэлементную булеву алгебру.

Напомним, что невырожденная алгебра называется подпрямо неразложи-
мой, если она не разлагается в подпрямое произведение отличных от нее сомно-
жителей. Называем алгебру финитно неразложимой, если она не разлагается
в подпрямое произведение конечного числа отличных от нее сомножителей.

В [14] показано, что существует взаимно однозначное соответствие между
конгруэнциями на импликативной решетке и фильтрами этой решетки. Это
справедливо и для J-алгебр. Фильтру ∇ соответствует конгруэнция

x∼∇y 
 (x→ y)&(y → x) ∈ ∇.

Обозначаем A/∇ 
 A/∼∇ . Если � — конгруэнция, то ∇(�) 
 {x | x�>} есть
фильтр, причем ∼∇(�) совпадает с �.

Фильтр ∇ называется простым, если он не представим в виде пересечения
конечного числа отличных от него фильтров. Следующие леммы, известные
для гейтинговых алгебр (см., например, [10]), легко переносятся на J-алгебры.

Лемма 4.1. Для любой J-алгебры A
а) A финитно неразложима тогда и только тогда, когда единичный фильтр

∇ = {>} является простым, т. е. A вполне связна;
б) A подпрямо неразложима тогда и только тогда, когда A имеет опремум.

Лемма 4.2. Для любой J-алгебры A и любого фильтра ∇ на A следующие
условия эквивалентны:

а) фильтр ∇ является простым,
б) A/∇ финитно неразложима.
Доказательство следующей леммы аналогично доказательству соответству-

ющей леммы для гейтинговых алгебр, приведенной в [15].

Лемма 4.3. Пусть � — фильтр в J-алгебре A, не содержащий элемента b.
Тогда существуют подпрямо неразложимая C с предпоследним элементом � и
гомоморфизм f : A → C такие, что f(x) = > для всех x ∈ � и f(b) = �. В
частности, если в A неверно a ≤ b, то существуют подпрямо неразложимая C с
предпоследним элементом � и гомоморфизм f : A → C такие, что f(a) = > и
f(b) = �.

Напомним конструкцию из [12]. Если A = 〈A; &,∨,→,⊥,>〉 — негативная
алгебра и B = 〈B; &,∨,→,⊥,>〉 — гейтингова алгебра, то определяем новую
J-алгебру A ↑ B следующим образом:

универсум новой алгебры есть C = A ∪ B′, где B′ изоморфно B, A ∩ B′ =
{⊥A} = {⊥B′} и C частично упорядочено отношением

x ≤C y ⇔ [(x ∈ A и y ∈ B′) или (x, y ∈ A и x ≤A y) или (x, y ∈ B′ и x ≤B′ y)].

Как следствие ⊥C = ⊥A = ⊥B′ , >C = >B′ .
Таким образом, A и B можно рассматривать как интервалы частично упо-

рядоченного множества C. Из определения вытекает, что A и B являются
подрешетками C, а операция → удовлетворяет условиям

x→C y =


>, если x ≤C y,

x→A y, если x, y ∈ A, x6≤Ay,

x→B′ y, если x, y ∈ B′,

y, если x ∈ B′, y ∈ A− {>A}.
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В частности, любая негативная алгебра A представима как A ↑ E, а гей-
тингова алгебра B — как E ↑ B. J-алгебру называем стройной, если она имеет
вид A ↑ B для подходящих негативной алгебры A и гейтинговой алгебры B.

Из определения легко вытекает

Лемма 4.4. 1. Алгебра B является подалгеброй алгебры C = A ↑ B.
2. Алгебра A является гомоморфным образом алгебры A ↑ B относительно

гомоморфизма
f(z) = z&⊥.

3. A является подалгеброй алгебры C в том и только в том случае, если
B — вырожденная алгебра.

Особую роль в этой статье будут играть стройные алгебры вида A ↑ B0, где
B0 — двухэлементная булева алгебра. Для негативной алгебры A определим

A� = A ↑ B0.

Очевидно, все J-алгебры A� подпрямо неразложимы и имеют ⊥ в качестве
опремума.

Лемма 4.5. Пусть A и B — негативные алгебры, C — J-алгебра.
1. Отображение α : A� → B� является мономорфизмом тогда и только

тогда, когда его ограничение αl на A является мономорфизмом из A в B.
2. Для любого гомоморфизма h : A� → C выполнено в точности одно из

условий:
(a) h(⊥) = >C, алгебра C негативна и ограничение hl отображения h на A

является гомоморфизмом из A в C;
(b) h(⊥) 6= >C и h является мономорфизмом из A� в C.
3. Если C не является негативной, то существует гомоморфизм алгебры C

на подходящую алгебру вида C�
1 .

Доказательство. 1. Следует сразу из определения.
2. Если h(⊥) = >C, то ⊥C = h(⊥) = >C. Пусть h(⊥) 6= >C. Тогда для

любых x, y ∈ A, x 6≤ y, выполняется h(x) → h(y) = h(x → y) ≤ h(⊥) < >C, а
значит, h(x) 6≤ h(y).

3. Вытекает из леммы 4.3. �

Хорошо известно, что семейство J-алгебр образует многообразие и суще-
ствует взаимно однозначное соответствие между логиками, содержащими логи-
ку J, и многообразиями J-алгебр. Если A — формула, A — алгебра, то говорим,
что в A общезначима формула A, и пишем A |= A, если тождество A = >
выполняется в A. Пишем A |= L вместо (∀A ∈ L)(A |= A).

Каждой логике L ∈ E(J) соответствует многообразие J-алгебр

V (L) = {A | A |= L}.

Любая логика характеризуется многообразием V (L). Если V (L) порождается
алгеброй A, то пишем иногда L = LA.

Если L ∈ E(Int), то V (L) — многообразие гейтинговых алгебр, а если L ∈
E(Neg), то — многообразие негативных алгебр.

Для L1 ∈ E(Neg), L2 ∈ E(Int) обозначим через L1 ↑ L2 логику, характе-
ризуемую всеми алгебрами вида A ↑ B, где A |= L1, B |= L2. Через L1 ⇑ L2
обозначаем логику, характеризуемую классом алгебр вида A ↑ B, где A — фи-
нитно неразложимая алгебра из V (L1), а B ∈ V (L2).

В качестве примера рассмотрим логику Gl = J +(p ∨ ¬p).
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Предложение 4.6. Логика Gl = J +(p∨¬p) совпадает с Neg ↑ Cl и порож-
дается классом {A� | A — негативная алгебра}.

Доказательство. Заметим, что в каждой алгебре вида A ↑ B, где B —
булева алгебра, общезначима формула p ∨ ¬p. Отсюда Neg ↑ Cl ⊇ Gl. С другой
стороны, если формула (p∨¬p) общезначима в некоторой подпрямо неразложи-
мой J-алгебре, то по лемме 4.1 эта алгебра негативная или имеет вид A� для
подходящей негативной алгебры A. Поэтому справедливо обратное включение.
Кроме того, каждая негативная алгебра A является гомоморфным образом ал-
гебры A�, поэтому логика порождается указанным классом алгебр. �

В [12, следствие 3.5(2)] найдена аксиоматизация для логик вида L ↑ Cl и
L ⇑ Cl, где L — негативная логика. Доказано

Предложение 4.7. Для любой негативной логики L
L ↑ Cl = Gl +{(⊥ → A) | A ∈ L},
L ⇑ Cl = Gl +{(⊥ → A) | A ∈ L}+ ((⊥ → p ∨ q) → (⊥ → p) ∨ (⊥ → q)).
Аналогично предложению 4.6 нетрудно показать, что логика L ↑ Cl порож-

дается классом алгебр A�, где A ∈ V (L), а логика L ⇑ Cl — классом алгебр
A�, где A — финитно неразложимая алгебра из V (L).

5. Слабая амальгамируемость

В этом разделе найден алгебраический эквивалент слабого интерполяцион-
ного свойства.

Напомним [11], что J-логика обладает интерполяционным свойством Крей-
га тогда и только тогда, когда многообразие V (L) имеет свойство амальгами-
руемости AP. В случае J-алгебр AP равносильно сверхамальгамируемости SAP.
Напомним необходимые определения.

Пусть V — класс алгебр, инвариантный относительно изоморфизмов. Класс
V амальгамируем, если удовлетворяет следующему условию AP для любых ал-
гебр A, B, C из V .

AP. Если A — общая подалгебра алгебр B и C, то существуют D из V и
мономорфизмы δ : B → D, ε : C → D такие, что δ(x) = ε(x) для всех x ∈ A.

Тройка (D, δ, ε) называется амальгамой для A,B,C.
Говорим, что класс V имеет свойство сверхамальгамируемости SAP, если

для любых алгебр A, B, C из V выполнено условие AP и, кроме того, в D
имеют место соотношения

δ(x) ≤ ε(y) ⇐⇒ (∃z ∈ A)(x ≤ z и z ≤ y),

δ(x) ≥ ε(y) ⇐⇒ (∃z ∈ A)(x ≥ z и z ≥ y).

Найдем алгебраический эквивалент слабого интерполяционного свойства
WIP. Определим свойство слабой амальгамируемости для класса V J-алгебр.

WAPJ. Для любых A,B,C ∈ V и мономорфизмов β : A → B, γ : A → C
существуют алгебра D из V и гомоморфизмы δ : B → D, ε : C → D такие, что
δβ(x) = εγ(x) для всех x ∈ A, причем ⊥ 6= > в D, если ⊥ 6= > в A.

Многообразие J-алгебр называем слабо амальгамируемым, если оно имеет
свойство WAPJ.

Заметим, что введенное здесь определение отличается от определения сла-
бой амальгамируемости WAP, рассмотренного в [16]. Свойство WAP является
частным случаем свойства WAPJ.
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Отметим, что если класс V замкнут относительно изоморфизмов, то усло-
вие WAPJ равносильно следующему условию.

Для любых B,C ∈ V , имеющих общую подалгебру A, существуют алгебра
D из V и гомоморфизмы δ : B → D, ε : C → D такие, что δ(x) = ε(x) для всех
x ∈ A, причем ⊥ 6= > в D, если ⊥ 6= > в A.

Докажем, что для многообразий J-алгебр слабое интерполяционное свой-
ство равносильно свойству слабой амальгамируемости WAPJ. Для доказатель-
ства применяем методы из [4, 10]. Используется представление алгебр с помо-
щью порождающих и определяющих соотношений [17].

Если x — множество переменных, через F (x) обозначим множество всех
формул, построенных с помощью переменных из x.

Пусть дана алгебра A, порожденная множеством X. Каждому элементу
a ∈ X ставится в соответствие переменная pa. Обозначим x = {pa | a ∈ X}.
Определим каноническое означивание v0(pa) = a. На множестве F (x) опреде-
ляем отношение

A =A B ⇐⇒ A |= v0(A) = v0(B).

Тогда =A является конгруэнцией на F (x) и существует изоморфизм ϕ0 между
F (x)/ =A и A такой, что ϕ0(A/=A) = v0(A) для любой A ∈ F (x). Для формул
A,B ∈ F (x) обозначим

D+(A, X) = {A(x) | A |= v0(A(x)) = >}.

Если X совпадает с A, положим

D+(A) = D+(A, X).

Если B |= D+(A)[v] для некоторой алгебры B и означивания v, то отобра-
жение h(a) = v(pa) является гомоморфизмом алгебры A в B.

Для данного класса алгебр K через FG(K) обозначается класс конечно
порожденных алгебр из K. Докажем следующую теорему.

Теорема 5.1. Пусть L — J-логика. Тогда следующие условия эквивалент-
ны:

1) L имеет WIP,
2) V (L) имеет WAPJ,
3) FG(V (L)) имеет WAPJ.
Доказательство. 1 ⇒ 2. Пусть A,B,C ∈ V (L), A является общей под-

алгеброй алгебр B и C. Обозначим x = {pa | a ∈ A}, y = {pa | a ∈ B − A},
z = {pa | a ∈ C−A}. На множестве F (x,y, z) определим отношение

A�B ⇐⇒ D+(B), D+(C) `L (A↔ B).

Тогда � является конгруэнцией на F (x,y, z). Обозначим

D = F (x,y, z)/�

и положим
g(b) = pb/� для b ∈ B, h(c) = pc/� для c ∈ B.

Тогда g, h — гомоморфизмы из B и C соответственно в алгебру D, причем
g(a) = h(a) для всех a ∈ A.

Допустим, что ⊥ = > в D. Тогда D+(B), D+(C) `L ⊥. Отсюда следует,
что существуют конечные подмножества � ⊆ D+(B), � ⊆ D+(C) такие, что
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� ,� `L ⊥. Обозначим через B(x,y) конъюнкцию всех формул из � , а через
C(x, z) — конъюнкцию всех формул из �. Тогда получаем

B(x,y), C(x, z) `L ⊥.

Из WIP следует, что существует формула A(x) такая, что

B(x,y) `L A(x) и A(x), C(x, z) `L ⊥.

При означивании v(pb) = b для b ∈ B получаем, что B |= � (x,y)[v], а
следовательно, A |= A(x)[v]. Положим v′(pc) = c для c ∈ C. Тогда v(pa) =
v′(pa) для a ∈ A, поэтому получаем C |= A(x)[v′]. Далее, C |= D+(C)[v′],
следовательно, C |= C(x, z)[v′] и C |= ⊥, а значит, ⊥ = > в C и в A.

2 ⇒ 3. Очевидно.
3 ⇒ 1. Предположим, что FG(V (L)) имеет WAPJ. Докажем, что L имеет

WIP.
Пусть B(x,y), C(x, z) `L ⊥. Ясно, что списки x, y, z можно считать конеч-

ными. Обозначим
� (x) = {A(x) | B(x,y) `L A(x)}

и покажем, что � (x), C(x, z) `L ⊥.
Допустим противное. На множестве F (x, z) определим отношение

t�t′ ⇐⇒ � (x), C(x, z) `L (t↔ t′).

Тогда � — конгруэнция и C = F (x, z)/� ∈ FG(V (L)), причем C 6|= ⊥ = >.
На множестве F (x,y) определим отношение

t�t′ ⇐⇒ B(x,y) `L (t↔ t′).

Обозначим B1 = F (x,y)/�, и пусть A1 — подалгебра алгебры B1, порожден-
ная множеством x/�. Заметим, что для любых формул t, t′ ∈ F (x) таких, что
(t, t′) ∈ �, выполняется (t↔ t′) ∈ � (x) и, следовательно, t�t′. Отсюда вытекает,
что существует гомоморфизм алгебры A1 на подалгебру A алгебры C, порож-
денную множеством x/�. Так как многообразие J-алгебр обладает свойством
продолжаемости конгруэнций CEP, этот гомоморфизм можно продолжить до
гомоморфизма f всей алгебры B1 на B = f(B1). Кроме того, f(A1) = A и
f(x/�) = x/� для любого x ∈ x.

Так как алгебра A является подалгеброй обеих алгебр B и C, все алгебры
конечно порожденные и ⊥ 6= > в алгебре C, по WAPJ существуют некоторая
конечно порожденная алгебра D ∈ FG(V (L)) и два гомоморфизма g : B → D и
h : C → D такие, что g(a) = h(a) для всех a ∈ A. При этом ⊥ 6= > в алгебре A,
а значит, и в D.

Определим означивание v′ в алгебре D:
v′(u) = g(f(u/�)) для u ∈ x ∪ y,
v′(u) = h(u/�) для u ∈ x ∪ z.
Определение корректно, так как при x ∈ x выполнено g(f(x/�)) = h(x/�).
По построению алгебры B получаем D |= B(x,y)[v′], а по построению ал-

гебры C имеем D |= C(x, z)[v′]. Наконец, D 6|= ⊥ = >. Это противоречит
условию B(x,y), C(x, z) `L ⊥. Теорема доказана. �

Для модальных логик алгебраический эквивалент WIP найден в [9].
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6. Критерии для WIP

Найдем более простой критерий справедливости WIP в J-логиках. Кроме
того, покажем, что рассмотрение свойства WIP в J-логиках сводится к иссле-
дованию расширений логики Gl = J+(p ∨ ¬p).

Напомним обозначение из разд. 4. Для любой негативной алгебры A обо-
значаем

A� = (A ↑ B0),

где B0 — двухэлементная булева алгебра. Для данной J-логики L определим
класс

�(L) = {A� | A — негативная алгебра и A� ∈ V (L)}.

Легко видеть, что справедлива

Лемма 6.1. Класс �(L) пуст тогда и только тогда, когда L — негативная
логика.

Доказательство. Если логика L не является негативной, то ⊥ 6= > в
некоторой алгебре A ∈ V (L). Тогда алгебра B0 является подалгеброй алгебры
A и входит в �(L). Обратное очевидно. �

Теорема 6.2. Пусть L — J-логика. Тогда L имеет WIP в том и только в
том случае, если класс �(L) пуст или амальгамируем.

Доказательство. ⇒ Пусть L имеет WIP. Тогда V (L) имеет WAPJ по
теореме 3.1. Допустим, что класс �(L) непуст. Пусть алгебры A�, B� и C�

принадлежат �(L) и β : A� → B�, γ : A� → C� — мономорфизмы. По WAPJ
существуют алгебра D из V (L) и гомоморфизмы δ : B� → D, ε : C� → D
такие, что δβ = εγ и ⊥ 6= > в D. Можем считать, что алгебра D подпрямо
неразложимая и ⊥ — ее опремум. Тогда D имеет вид D�

1 и принадлежит классу
�(L). Если x, y ∈ B� и x 6≤ u, то x → y ≤ ⊥, δ(x) → δ(y) = δ(x → y) ≤
⊥ < > и δ(x) 6≤ δ(y). Поэтому δ — мономорфизм. Аналогично ε является
мономорфизмом.

⇐ Если класс �(L) пуст, логика L является негативной по лемме 6.1, а
значит, имеет WIP.

Допустим, что класс �(L) непуст и амальгамируем. Докажем, что V (L)
имеет свойство WAPJ.

Пусть даны A,B,C ∈ V (L) и мономорфизмы β : A → B, γ : A → C,
причем ⊥ 6= > в A. Тогда существует фильтр ∇ в A, максимальный среди
фильтров, не содержащих ⊥. Можно расширить β(∇) до фильтра � в B, макси-
мального среди фильтров алгебры B, не содержащих >. Тогда �∩β(A) = β(∇)
и ⊥ является опремумом алгебры B/�. Аналогично можно расширить γ(∇)
до фильтра � в C, максимального среди фильтров алгебры C, не содержащих
>. Тогда � ∩ γ(A) = γ(∇) и ⊥ является опремумом алгебры C/�. Поэтому
алгебры A1 = A/∇, B1 = B/�, C1 = C/� подпрямо неразложимы и входят в
�(L); существуют мономорфизмы β1 : A1 → B1, γ1 : A1 → C1 такие, что для
x ∈ A будет β(x)/� = β1(x/∇), γ(x)/� = γ1(x/∇).

Ввиду амальгамируемости класса �(L) существуют алгебра D ∈ �(L) и
мономорфизмы δ : B1 → D, ε : C1 → D такие, что δβ1 = εγ1. Тогда δ′(y) =
δ(y/�), ε′(z) = ε(z/�) — требуемые гомоморфизмы из B и C в D. �

Как следствие, проблема справедливости WIP в J-логиках сводится к рас-
смотрению расширений логики Gl = J+(p ∨ (p→ ⊥)).
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Теорема 6.3. J-логика L имеет WIP тогда и только тогда, когда L + Gl
имеет WIP.

Доказательство. Заметим, что �(L+Gl) = �(L). В самом деле, очевид-
но �(L + Gl) ⊆ �(L). С другой стороны, если A ∈ �(L), то A |= (p ∨ (p → ⊥)),
тем самым A ∈ �(L+ Gl). Поэтому утверждение следует из теоремы 6.2. �

7. Логики над Gl с CIP

Теорема 6.3 сводит рассмотрение WIP в J-логиках к исследованию расши-
рений логики Gl. Кроме того, теорема 6.2 показывает роль классов �(L) в этом
исследовании. Следующее предложение показывает, что эти классы разбивают
семейство Gl-логик на интервалы. Оно дает полезную классификацию логик
над Gl, которая дополняет классификацию J-логик из [18].

Предложение 7.1. Пусть J-логика L0 порождается классом �(L0). Тогда
L0 содержит Gl и для любой L ∈ E(Gl) выполнена эквивалентность:

�(L) = �(L0) ⇐⇒ Neg∩L0 ⊆ L ⊆ L0.

Доказательство. Ясно, что формула p ∨ (p → ⊥) общезначима во всех
алгебрах из �(L0), поэтому Gl содержится в L0. Докажем требуемую эквива-
лентность.

⇒ Пусть �(L) = �(L0). Тогда �(L0) ⊆ V (L) и V (L0) ⊆ V (L), а значит,
L ⊆ L0. Докажем включение Neg∩L0 ⊆ L.

Хорошо известно, что любое многообразие порождается своими подпрямо
неразложимыми алгебрами. По лемме 4.1 любая подпрямо неразложимая ал-
гебра из V (Gl) либо является негативной, либо имеет вид A� для подходящей
негативной алгебры A. Все негативные алгебры из V (L) входят в V (L0 ∩Neg).
Все алгебры вида A� входят в �(L) = �(L0), а значит, тоже принадлежат
V (L0 ∩Neg). Поэтому V (L) ⊆ V (L0 ∩Neg) и L0 ∩Neg ⊆ L.

⇐ Пусть L0 ∩ Neg ⊆ L ⊆ L0. Тогда �(L0 ∩ Neg) ⊇ �(L) ⊇ �(L0). Заметим,
что логика L0 ∩ Neg аксиоматизируема формулами {⊥ ∨ A | A ∈ L0}. Поэтому
любая подпрямо неразложимая алгебра из V (L0 ∩ Neg), которая не является
негативной, входит в �(L0). Таким образом, �(L0 ∩ Neg) ⊆ �(L0). Отсюда
�(L) = �(L0). �

Рассмотрим теперь расширения логики Gl специального вида. Аксиомати-
зация этих логик вида L ↑ Cl и L ⇑ Cl, где L — негативная логика, указана в
предложении 4.7. Логика Gl = Neg ↑ Cl характеризуется всеми алгебрами вида
A�, где A — негативная алгебра (см. предложение 4.6). Из теорем 5.1 и 5.2
статьи [12] сразу следует

Предложение 7.2. Для любой негативной логики L следующие условия
эквивалентны:

(a) L ↑ Cl имеет CIP;
(b) L ⇑ Cl имеет CIP;
(c) L имеет CIP.
В [11, теорема 5.5] найдены все негативные логики с CIP:

Neg, NC = Neg +(p→ q) ∨ (q → p), NE = Neg +p ∨ (p→ q), For = Neg +p.

Кроме того, показано, что свойство CIP в негативной логике L равносильно
амальгамируемости многообразия V (L) и амальгамируемости класса финитно
неразложимых алгебр из V (L). Отсюда по теореме 6.2 сразу получаем
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Предложение 7.3. Пусть L — любая из следующих Gl-логик: Cl, (NE ↑
Cl), (NC ↑ Cl), (Neg ↑ Cl), (NE ⇑ Cl), (NC ⇑ Cl), (Neg ⇑ Cl). Тогда L имеет
CIP, а классы V (L) и �(L) амальгамируемы.

Напротив, если негативная логика L не имеет CIP, то многообразие V (L) и
класс финитно неразложимых алгебр из V (L) не являются амальгамируемыми.
Поэтому классы �(L ↑ Cl) и �(L ⇑ Cl) не являются амальгамируемыми, а
логики L ↑ Cl и L ⇑ Cl не имеют WIP. Таким образом, имеет место

Предложение 7.4. Пусть L — негативная логика. Тогда следующие усло-
вия равносильны:

1) (L ↑ Cl) имеет WIP;
2) (L ⇑ Cl) имеет WIP;
3) (L ↑ Cl) имеет CIP;
4) (L ⇑ Cl) имеет CIP;
5) L имеет CIP;
6) L входит в список Neg,NC,NE,For.
Таким образом, свойство WIP нетривиально в пропозициональных расши-

рениях минимальной логики. Заметим, что множество J-логик с WIP и множе-
ство J-логик без WIP имеют мощность континуума. Первое множество содер-
жит все суперинтуиционистские логики, т. е. континуальное семейство. Второе
по предложению 7.4 имеет как минимум ту же мощность, что и множество нега-
тивных логик, отличных от Neg, NC, NE, For, а множество негативных логик
также имеет мощность континуума.

Разумеется, не все расширения логики Gl представимы в виде (L ↑ Cl) или
(L ⇑ Cl). Например, нельзя представить в таком виде логику Neg∩(NE ⇑ Cl).
Если L — негативная логика без CIP, то логика L ∩ (NE ⇑ Cl) имеет WIP по
теореме 3.1, но можно показать, что она не имеет CIP.
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