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АНАЛОГ ТЕОРЕМЫ АМИЦУРА ––– ЛЕВИЦКОГО

ДЛЯ МАТРИЧНЫХ СУПЕРАЛГЕБР

Л. М. Самойлов

Аннотация. Для матричной супералгебры Mn,k над полем нулевой характеристи-
ки строится полиномиальное тождество степени 2(nk + n+ k)−min{n, k}. Выдви-
гается гипотеза, что тождеств меньшей степени у алгебры Mn,k нет.
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Введение. Все рассматриваемые в работе алгебры будем предполагать
ассоциативными алгебрами над полем F нулевой характеристики.

Пусть Mn — алгебра матриц порядка n над полем F , G — алгебра Грас-
смана счетного ранга с единицей c Z2-градуировкой G = G0 ⊕ G1; G0 и G1 —
подпространства алгебры G, порожденные всеми словами четной и нечетной
длины соответственно. Для n, k ≥ 0 рассмотрим в алгебре Mn+k(G) = Mn+k⊗G
подмножество Mn,k, состоящее из блочных матриц вида(

A B
C D

)
,

где A и D — квадратные матрицы размера n× n и k × k соответственно с эле-
ментами из G0, B и C — прямоугольные матрицы размера n×k и k×n соответ-
ственно с элементами из G1. Легко проверить, что Mn,k является подалгеброй
алгебры Mn(G). Алгебры Mn,k называются матричными супералгебрами.

Как показал А. Р. Кемер, алгебры Mn(G) и Mn,k играют фундаменталь-
ную роль в теории многообразий ассоциативных алгебр. Это связано с тем, что
все первичные многообразия ассоциативных алгебр над полями нулевой харак-
теристики порождаются алгебрами Mn(G) или Mn,k, n ≥ k [1]. Отметим, что
алгебры Mn,0 и Mn имеют одинаковые идеалы тождеств.

О тождествах алгебр Mn,k известно крайне мало. В частности, при n ·k > 1
неизвестна минимальная степень тождеств этих алгебр. Для k = 0 теорема
Амицура — Левицкого утверждает, что минимальная степень тождеств алгебры
матриц Mn (следовательно, и алгебры Mn,0) равна 2n. Минимальная степень
тождеств алгебры M1,1 равна 5.

В настоящей работе доказывается следующая

Теорема 1. Над полем характеристики нуль у алгебры Mn,k есть тожде-
ства степени 2(nk + n+ k)−min{n, k}.

Отметим, что в силу теоремы Амицура — Левицкого при k = 0 число 2(nk+
n + k) − min{n, k} = 2n совпадает с минимальной степенью тождеств алгебры
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Mn. Аналогично при n = k = 1 число 2(nk + n + k) −min{n, k} = 5 совпадает
с минимальной степенью тождеств алгебры M1,1. Это мотивирует следующую
гипотезу.

Гипотеза 1. Верно ли, что над полем характеристики 0 минимальная сте-
пень тождеств алгебры Mn,k равна 2(nk + n+ k)−min{n, k}?

Отметим, что над полями характеристики p > 0 при некоторых n и k ал-
гебры Mn,k имеют тождества меньшей степени. Действительно, можно пока-
зать, что алгебра Mn+k(G) удовлетворяет симметрическому тождеству степе-
ни p(n + k). Если n и k велики по сравнению с p, то p(n + k) меньше, чем
2(nk + n+ k)−min{n, k}.

Наше доказательство теоремы 1 обобщает доказательство Ю. П. Размыс-
лова [2] теоремы Амицура — Левицкого.

Доказательство теоремы 1. Вкратце приведем некоторые результаты о
тождествах со следом матричных супералгебр.

Пусть A — произвольная ассоциативная алгебра с единицей над полем F ,
R — ассоциативная и коммутативная алгебра с единицей над F , C(A) — центр A,
π : R→ C(A) — гомоморфизм F -алгебр. Положим ar = aπ(r) для a ∈ A, r ∈ R.
Это определение превращает A в R-алгебру. Пусть Tr : A→ R — произвольное
R-линейное отображение, удовлетворяющее свойству Tr(ab) = Tr(ba) для всех
a, b ∈ A. Четверка (A,R, π,Tr) называется алгеброй со следом.

Рассмотрим две алгебры со следом (A,R, θ,Tr) и (A′, R′, θ′,Tr′). Пара (µ, ν)
гомоморфизмов F -алгебр µ : A → A′ и ν : R → R′ называется гомоморфизмом
алгебр со следом, если µθ = θ′ν и ν Tr = Tr′ µ.

Обозначим через X счетное множество X = {x1, x2, . . . }, а через F ]〈X〉 —
свободную ассоциативную алгебру с единицей, порожденную множеством X.
Определим отношение эквивалентности на свободной полугруппе с единицей
〈X〉, порожденной множеством X, полагая u1 ∼ u2 тогда и только тогда, когда
существуют элементы u, v ∈ 〈X〉 такие, что u1 = vw, u2 = wv. Если u ∈ 〈X〉,
то положим ū = {v ∈ 〈X〉 | v ∼ u}. Обозначим через T 〈X〉 свободную ассоциа-
тивную и коммутативную алгебру с единицей, порожденную всеми элементами
Tr(ū), где u ∈ 〈X〉.

Рассмотрим алгебру F̃ 〈X〉 = F ]〈X〉 ⊗ T 〈X〉. Определим гомоморфизмы
F -алгебр θ : T 〈X〉 → C

(
F̃ 〈X〉

)
и Tr : F̃ 〈X〉 → T 〈X〉 по формулам θ(t) = 1 ⊗ t и

Tr
(∑

u⊗ t
)

=
∑

Tr(ū)t. Из определения отображения Tr следует, что оно удо-

влетворяет свойству Tr(ab) = Tr(ba) ∀a, b ∈ F̃ 〈X〉. Четверка
(
F̃ 〈X〉, T 〈X〉, θ,Tr

)
является алгеброй со следом, которая называется свободной алгеброй со следом,
порожденной множеством X. После отождествления алгебр F ]〈X〉 ⊗ 1 и F ]〈X〉
получаем включение

X ⊂ F ]〈X〉 ⊂ F̃ 〈X〉.

Название «свободная алгебра со следом» объясняется тем, что для произ-
вольной алгебры со следом A отображение множеств X → A может быть един-
ственным образом продолжено до гомоморфизма алгебр со следом F̃ 〈X〉 → A.

Произвольный элемент f ∈ F̃ 〈X〉 однозначно можно представить в ви-
де F -линейной комбинации элементов Tr(1)su0 Tr(u1) . . .Tr(un), где u0 ∈ 〈X〉,
u1, . . . , un ∈ 〈X〉 \ {1}, n, s ≥ 0. Элементы алгебры F̃ 〈X〉 называются полинома-
ми со следом.
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Пусть A — алгебра со следом, f̃ = f̃(x1, . . . , xm) ∈ F̃ 〈X〉. Будем говорить,
что алгебра A удовлетворяет тождеству со следом f̃ = 0, если для произ-
вольных a1, . . . , an ∈ A в алгебре A выполнено равенство f̃(a1, . . . , am) = 0.
Идеал

T̃ [A] = {f̃ ∈ F̃ 〈X〉 | f̃ = 0 — тождество со следом алгебрыA}

называется идеалом тождеств со следом алгебры A. Очевидно, что идеал тож-
деств со следом произвольной алгебры содержит идеал обычных тождеств этой
алгебры.

Далее будем рассматривать только алгебры со следом, удовлетворяющие
тождеству нулевой степени Tr(1) = γ, γ ∈ F . Обозначим через P̃m множество
всех полилинейных полиномов со следом степени m, зависящих от переменных
x1, . . . , xm и являющихся линейной комбинацией слагаемых u0 Tr(u1) . . .Tr(un),
где u0 ∈ 〈X〉, u1, . . . , un ∈ 〈X〉 \{1}, n, s ≥ 0. Пусть FSm+1 — групповая алгебра
(над F ) симметрической группы Sm+1, действующей на множестве {0, 1, . . . ,m}.
Определим F -линейное отображение λ̃m : P̃m → FSm+1, полагая

λ̃m(xi1 . . . xis Tr(xj1 . . . xjt)Tr(xk1 . . . xkl) . . . ) = σ ∈ Sm+1,

где σ — перестановка, которая раскладывается на независимые циклы следую-
щим образом:

σ = (0, i1, . . . , is)(j1, . . . , jt)(k1, . . . , kl) . . . .

При этом символ 0 играет роль метки, отделяющей неследовую часть моно-
ма. Из определения свободной алгебры со следом вытекает, что λ̃m является
изоморфизмом линейных пространств.

Алгебра Mn,k превращается в алгебру со следом, если положить

Tr
(
A B
C D

)
= Tr(A)− Tr(D),

где Tr(A) и Tr(D) — суммы диагональных элементов матриц A и D. При этом
Tr(1) = n− k.

Обозначим через Dn+1,k+1 минимальный двусторонний идеал алгебры
FSnk+n+k, соответствующий прямоугольной диаграмме Юнга из n + 1 строк
и k + 1 столбцов.

Идеал тождеств со следом алгебр Mn,k над полями нулевой характеристики
найден Ю. П. Размысловым в [3]. В работе [4] предложено более короткое
доказательство, основанное на других идеях. Следующая теорема содержит
описание базиса тождеств со следом алгебры Mn,k.

Теорема 2 [3, 4]. Пусть поле F имеет нулевую характеристику. Тогда
1. Для каждого m множество λ̃m(T̃ [Mn,k] ∩ P̃m) является двусторонним

идеалом алгебры FSm+1. Этот идеал является суммой минимальных двусто-
ронних идеалов, соответствующих тем диаграммам Юнга, которые содержат
Dn+1,k+1 в качестве поддиаграммы.

2. Идеал T̃ [Mn,k] порождается (как идеал тождеств со следом) тождеством
нулевой степени Tr(1) = n−k и тождествами степени nk+n+k из пространства
T̃ [Mn,k] ∩ P̃nk+n+k.

Доказательство теоремы 1. Рассмотрим в групповой алгебре FSm+1
при m+ 1 = (n+ 1)(k+ 1) центральный идемпотент en+1,k+1, соответствующий
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прямоугольной диаграмме Юнга Dn+1,k+1. Перестановки, имеющие одинако-
вые цикловые структуры, входят в запись en+1,k+1 с равными коэффициента-
ми. Пусть s — минимальное число такое, что существует перестановка, рас-
кладывающаяся в произведение s+1 независимых циклов и входящая в запись
en+1,k+1 с ненулевым коэффициентом. Тогда все перестановки, раскладыва-
ющиеся в произведение не более чем s независимых циклов, входят в запись
en+1,k+1 с нулевыми коэффициентами. Построим тождество алгебры Mn,k сте-
пени 2(nk + n+ k)− s.

Рассмотрим полином со следом

f̃(x1, . . . , xm) = λ̃−1
m (en+1,k+1 · (012 . . . s)).

Из теоремы 2 следует, что f̃ ∈ T̃ [Mn,k]. Легко видеть, что полином f̃(x1, . . . , xm)
симметричен по переменным xs+1, . . . , xm. Кроме того, обычная (неследовая)
часть полинома f̃ не равна нулю. В самом деле, из определения числа s немед-
ленно вытекает, что в запись en+1,k+1 с ненулевым коэффициентом входит
некоторая перестановка вида (0A0)(1A1)(2A2) . . . (sAs) (некоторые из блоков
A0, . . . , As могут быть пустыми). Но тогда полином f̃ содержит с ненулевым
коэффициентом моном

λ̃−1
m ((0A0)(1A1)(2A2) . . . (sAs) · (012 . . . s)) = λ̃−1

m ((0A11A22 . . . AssA0))
= xA1x1xA2x2 . . . xAsxsxA0 ,

где обозначено xi1...il = xi1 . . . xil .
Рассмотрим полином

g̃(x1, . . . , xs, y1, . . . , y2l) =
∑
π∈S2l

f̃(x1, . . . , xs, [yπ(1), yπ(2)], . . . , [yπ(2l−1), yπ(2l)]),

где l = nk + n+ k − s.
Так как g̃ является следствием f̃ , то g̃ — тождество со следом алгебры Mn,k.

Покажем, что на самом деле g̃ имеет нулевую следовую часть, а его неследовая
(обычная) часть отлична от нуля. Отсюда будет следовать, что g̃ — искомое
обычное тождество алгебры Mn,k степени 2(nk + n+ k)− s.

Легко видеть, что неследовая часть полинома f̃ является линейной комби-
нацией слагаемых вида

Lin(xα0x1x
α1x2 . . . x

αs−1xsx
αs), α0, . . . , αs ≥ 0, (1)

где Lin — оператор полной линеаризации, «расклеивающий» переменную x в
переменные xs+1, . . . , xm. Сделаем три замечания. Во-первых, как показано
выше, некоторое слагаемое вида (1) входит в запись f̃ с ненулевым коэффици-
ентом. Во-вторых, при (α0, . . . , αs) 6= (β0, . . . , βs) полиномы∑
π∈S2l

Lin(xα0x1x
α1x2 . . . x

αs−1xsx
αs)(x1, . . . , xs, [yπ(1), yπ(2)], . . . , [yπ(2l−1), yπ(2l)]),

∑
π∈S2l

Lin(xβ0x1x
β1x2 . . . x

βs−1xsx
βs)(x1, . . . , xs, [yπ(1), yπ(2)], . . . , [yπ(2l−1), yπ(2l)])

удовлетворяют свойству: никакой моном не может входить в запись сразу двух
этих полиномов с ненулевыми коэффициентами. В-третьих, эти полиномы не
равны нулю, так как, например, при подстановке x1 = x2 = · · · = xs = 1
получаются стандартные полиномы степени 2l, умноженные на 2l. Из этих
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трех замечаний вытекает, что неследовая (обычная) часть полинома g̃ не равна
нулю.

Покажем, что каждый моном со следом, входящий в запись f̃ с ненулевым
коэффициентом, имеет вид m0 Tr(m1) . . .Tr(mt), t > 0, где хотя бы один из мо-
номов m1, . . . ,mt не зависит от переменных из множества {x1, . . . , xs}. Это рав-
носильно тому, что каждая перестановка, отличная от цикла длины m+1 и вхо-
дящая в запись en+1,k+1 ·(01 . . . s) с ненулевым коэффициентом, содержит цикл,
не содержащий ни одного элемента множества {0, 1, . . . , s}. Таким образом, до-
статочно показать, что при q > 1 любая перестановка вида c1c2 . . . cq · (0s . . . 21),
где c1, c2, . . . , cq — независимые циклы суммарной длины m+ 1, каждый из ко-
торых содержит хотя бы один из элементов множества {0, 1, . . . , s}, входит в
запись en+1,k+1 с нулевым коэффициентом. Заметим, во-первых, что переста-
новка c1c2 . . . cq · (0s . . . 21) в своем разложении на независимые циклы имеет не
более s + 1 циклов, так как в каждый цикл в этом разложении входит хотя
бы один из элементов 0, 1, . . . , s. Во-вторых, перестановка c1c2 . . . cq · (0s . . . 21)
не может иметь в своем разложении на независимые циклы ровно s + 1 цик-
лов: равенство c1c2 . . . cq · (0s . . . 21) = (0A0)(1A1) . . . (sAs) равносильно равен-
ству c1 . . . cq = (0A0)(1A1) . . . (sAs) · (01 . . . s) = (0A11A2 . . . sA0), откуда q = 1;
противоречие с условием q > 1.

Так как полином со следом f̃ симметричен по переменным xs+1, . . . , xm и
каждый моном со следом, входящий в запись f̃ с ненулевым коэффициентом,
содержит сомножитель Tr(mt), не зависящий от x1, . . . , xs, то следовую часть
полинома g̃ можно представить в виде линейной комбинации полиномов со сле-
дом(
m0 Tr(m1) . . .Tr(mt−1)

∑
σ∈Sym{i1,...,ir}

Tr(xσ(1) . . . xσ(r))
)∣∣∣

xi1=[yj1 ,yj2 ],...,xir=[yj2r−1 ,yj2r ]
,

которые затем нужно прокососимметризовать по j1, j2, . . . , j2r. Результат такой
кососимметризации равен

2rm0 Tr(m1) . . .Tr(mt−1)Tr(S2r(j1, . . . , j2r)),

где S2r — стандартный полином степени 2r. Но след от стандартного полинома
четной степени равен нулю. Таким образом, следовая часть полинома g̃ равна
нулю.

Для завершения доказательства осталось показать, что s = min{n, k}. Для
центрального примитивного идемпотента en+1,k+1 хорошо известна формула

en+1,k+1 =
χn+1,k+1(1)

(m+ 1)!

∑
τ∈Sm+1

χn+1,k+1(τ−1)τ, (2)

где χn+1,k+1 — характер представления группы Sm+1, соответствующий диа-
грамме Юнга Dn+1,k+1 (аналогичная формула верна для произвольных конеч-
ных групп).

Для вычислений значений характера χn+1,k+1 на некоторых перестановках
воспользуемся правилом Мурнагана — Накаямы: пусть ρπ ∈ Sl, где ρ — цикл
длины r, π — перестановка остальных l− r чисел, χD — характер, соответству-
ющий диаграмме Юнга D. Тогда

χD(ρπ) =
∑
D′

±χD′(π),
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где суммирование ведется по всем диаграммам D′, для которых D\D′ является
косым r-крюком. Выбор знаков ± в этой сумме нас интересовать не будет,
хотя известно, чему они равны [5]. При этом пустая сумма интерпретируется
как 0, а значение характера χ0(∅) (0 — пустая диаграмма) на перестановке из 0
элементов считается равным 1.

Сначала покажем, что χn+1,k+1(c1c2 . . . cq) 6= 0, где ci — цикл длины n +
k + 1 − 2(i − 1), q = min{n, k} + 1, циклы c1, . . . , cq независимы. Отметим,
что суммарная длина этих циклов как раз равна (n + 1)(k + 1). Ясно, что
1) максимальная длина косого крюка в прямоугольной диаграмме Юнга раз-
мера a × b равна a + b − 1; 2) имеется ровно один косой крюк максимальной
длины a+ b− 1; 3) после его выкидывания остается прямоугольная диаграмма
размера (a−1)×(b−1). Поэтому, многократно применяя правило Мурнагана —
Накаямы, получаем

χn+1,k+1(c1c2 . . . cq) = ±χn,k(c2c3 . . . cq) = ±χn−1,k−1(c3 . . . cq) = · · · = ±1 6= 0.

Покажем, что при q ≤ min{n, k} имеет место равенство

χn+1,k+1(c1c2 . . . cq) = 0,

где c1c2 . . . cq — произведение q независимых циклов. Для этого применим пра-
вило Мурнагана — Накаямы q раз. Для того чтобы в итоге получился не 0,
необходимо, чтобы прямоугольная диаграмма Dn+1,k+1 покрывалась q косыми
крюками. Но при q ≤ min{n, k} это невозможно. В самом деле, если рассмот-
реть диагонально идущие из угла диаграммы клетки (их как раз min{n, k}+1),
то никакие две из них не могут лежать в одном косом крюке.

Из двух последних утверждений и формулы (2) вытекает, что s = min{n, k}.
Теорема 1 доказана.
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