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ОБ АСИМПТОТИКЕ РЕШЕНИЙ И УЗЛОВЫХ

ТОЧЕК ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

ВЫРАЖЕНИЙ ШТУРМА ––– ЛИУВИЛЛЯ
А. Ю. Трынин

Аннотация. Получены асимптотические формулы для значений дифференциаль-
ных операторов второго порядка с коэффициентом ограниченной вариации, зави-
сящим от спектрального параметра. Построен контрпример, показывающий, что
требование ограниченности вариации существенно для сохранения порядка погреш-
ности полученных асимптотических формул.

Ключевые слова: дифференциальный оператор, асимптотическая формула, огра-
ниченная вариация.

Введение

В статье получены некоторые асимптотические формулы для значений диф-
ференциальных операторов, являющихся решениями задачи Коши, с диффе-
ренциальным выражением в виде линейного уравнения второго порядка y′′ +
[λ−qλ(x)]y = 0, где потенциал qλ может меняться в зависимости от λ, т. е. явля-
ется функцией двух переменных x и λ. Характер зависимости потенциала от λ
обусловлен лишь тем, что при каждом λ функция qλ принадлежит шару с цен-
тром в нулевом элементе и радиусом, растущим медленнее

√
λ, в пространстве

функций ограниченной вариации, исчезающих в нуле.
Рассматриваемая задача тесно связана с изучением свойств оператора

Штурма — Лиувилля в спектральной теории дифференциальных операторов и
тонких исследований асимптотических свойств специальных функций матема-
тической физики, связанных с ортогональными многочленами [1–4], где потен-
циал или мера фиксированы. Несмотря на то, что эта проблематика достаточно
хорошо изучена в классической литературе (см., например, [5–9]), и по сей день
в этой области активно ведутся интересные исследования.

В [8] для фиксированного суммируемого потенциала получены асимпто-
тические формулы для собственных функций и собственных значений класси-
ческой задачи Штурма — Лиувилля с помощью современной трактовки метода
Лиувилля — Стеклова [2, гл. VIII, § 8.61].

Работы [10, 11] посвящены изучению асимптотики собственных функций и
собственных значений оператора Штурма — Лиувилля с сингулярным потен-
циалом, являющимся обобщенной функцией первого порядка, q(x) = u′(x), где
u ∈ L2[0, π].

К исследованиям, в которых оценки изучаемых параметров операторов
Штурма — Лиувилля равномерны по потенциалу q в шаре пространства Со-
болева, можно отнести работу [12].
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В фундаментальных работах [13–15] строится аналог осцилляционной тео-
рии Штурма распределения нулей собственных функций на пространственной
сети, или графах.

Статья [16] посвящена изучению асимптотики решений задачи Штурма —
Лиувилля с потенциалом и спектральным параметром, терпящими разрыв пер-
вого рода внутри области определения решения.

В работах [17, 18] проведены оценки норм в пространствах Чебышёва и Со-
болева соответственно некоторых обобщений операторов Штурма — Лиувилля
с весовыми функциями, отделенными от нуля.

К исследованиям операторов Штурма — Лиувилля с потенциалом, зави-
сящим от спектрального параметра, можно отнести цикл работ посвященных
изучению пучков дифференциальных операторов (см., например, [19, 20]).

В работе [21] получен критерий полноты системы собственных функций в
пространстве L2[0, 1] оператора Штурма — Лиувилля с вещественным непре-
рывным потенциалом qλ, зависящим от спектрального параметра λ, из шара
фиксированного радиуса в пространстве C[0, 1], т. е. такого, что существует
ρ0 > 0, для которого ‖qλ‖C[0,1] ≤ ρ0 при всех действительных λ. Кроме того,
здесь же приведено приложение этих исследований к изучению спектральных
свойств некоторой нелинейной задачи.

В предлагаемой работе получены некоторые асимптотические формулы для
значений дифференциальных операторов, являющихся решениями задачи Ко-
ши, с дифференциальным выражением в виде линейного уравнения второго
порядка y′′ + [λ− qλ(x)]y = 0, где потенциал qλ может меняться в зависимости
от λ, т. е. является функцией двух переменных x и λ. Характер зависимости
потенциала от λ обусловлен лишь тем, что при каждом λ функция qλ принадле-
жит шару с центром в нулевом элементе и радиусом, растущим медленнее

√
λ,

в пространстве функций ограниченной вариации, исчезающих в нуле (с нормой
‖qλ‖V = V π

0 [qλ]). Оценка погрешности асимптотических формул в предлагае-
мой работе равномерна на указанных шарах. Этим объясняется выбор таких
ограничений на исследуемые объекты, как действительнозначность функций
qλ (так как в изучаемой ситуации нет ограничения на гладкость по перемен-
ной λ, например, нет требования аналитичности по λ функции qλ) и неотрица-
тельность λ (радиусы шаров в пространстве функций ограниченной вариации,
исчезающих в нуле, растут с увеличением λ). Аналогичные задачи могут ре-
шаться и для комплексных qλ(z) и λ. В предлагаемой работе приведена также
асимптотика нулей и производных значений рассматриваемых операторов.

Кроме того, построен пример фиксированной непрерывной функции q ≡ qλ,
для которой полученные асимптотические формулы имеют меньший порядок
погрешности аппроксимации на всюду плотном множестве отрезка [0, π]. Та-
ким образом, показано, что требование ограниченности вариации потенциала
существенно в отличие от его непрерывности для сохранения порядка аппрок-
симации предлагаемых в этой работе, а также классических асимптотических
формул (см., например, [6, гл. IV, § 7] или [7, гл. 1, § 2]).

1. Формулировки основных результатов

Пусть ρλ ≥ 0 и при каждом неотрицательном λ функция qλ(x) есть произ-
вольный элемент из шара Vρλ [0, π] радиуса ρλ в пространстве функций с огра-
ниченным изменением, исчезающих в нуле, т. е.

V π
0 [qλ] ≤ ρλ, qλ(0) = 0. (1)
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Тогда для любого потенциала qλ ∈ Vρλ [0, π] при λ→ +∞ нули решения задачи
Коши

y′′ + (λ− qλ(x))y = 0, y(0, λ) = 1, y′(0, λ) = 0, (2)

или задачи Коши

y′′ + (λ− qλ(x))y = 0, y(0, λ) = 0, y′(0, λ) = 1, (3)

попадающие в отрезок [0, π] и перенумерованные в порядке возрастания, обо-
значим

0 ≤ x0,λ < x1,λ < . . . < xn(λ),λ ≤ π (x−1,λ < 0, xn(λ)+1,λ > π). (4)

Здесь x−1,λ и xn(λ)+1,λ обозначают нули продолжения решения задач (2) и (3)
на действительную ось после доопределения функции

qλ(x) =
{
qλ(x) при x ∈ [0, π],
0 при x 6∈ [0, π].

Замечание 1. Обратим внимание на инвариантность решений задач (2)
и (3) относительно сдвига значения λ на произвольную константу. Поэтому
ограничение qλ(0) = 0 не только превращает полунорму V π

0 [qλ] в норму, а рас-
сматриваемое подмножество функций ограниченной вариации в нормированное
пространство, но также играет роль нормировки потенциалов. При решении об-
ратных задач спектральной теории дифференциальных операторов (см. [22]) в

подобной ситуации используется, например, ограничение вида
π∫
0
qλ(τ) dτ = 0.

Получим асимптотические формулы решений задач Коши (2) и (3). При
этом по сравнению с хорошо известными результатами классической спектраль-
ной теории дифференциальных операторов, обеспечивающими такой же поря-
док приближения, правда, в случае фиксированной не зависящей от λ функции
qλ (см., например, [7; 9, гл. 1, § 1.1, замечание 1.1.1] или [6, гл. IV, § 7]), удалось
снять требование непрерывности потенциала qλ.

Теорема 1. Пусть

ρλ ≥ 0 ρλ = o(
√
λ) при λ→∞. (5)

Тогда существует такое λ1 > 4π2ρ2
λ, что для всех λ ≥ λ1, любого потенциала

qλ ∈ Vρλ [0, π] (см. (1)) и произвольного x ∈ [0, π] решение задачи Коши (2)
удовлетворяет следующим неравенствам:∣∣∣∣y(x, λ)− cos

√
λx− β(x, λ)

sin
√
λx√
λ

∣∣∣∣ ≤ ρλ(1 + πρλ)
2λ

, (6)

|y′(x, λ) +
√
λ sin

√
λx− β(x, λ) cos

√
λx| ≤ ρλ(1 + πρλ)

2
√
λ

, (7)

где

β(x, λ) =
1
2

x∫
0

qλ(τ) dτ.
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Теорема 1′. Пусть выполняются соотношения (5). Тогда существует такое
λ1 > 4π2ρ2

λ, что для всех λ ≥ λ1, любого потенциала qλ ∈ Vρλ [0, π] (см. (1)) и
произвольного x ∈ [0, π] решение задачи Коши (3) удовлетворяет неравенствам∣∣∣∣∣y(x, λ)− sin

√
λx√
λ

+ δ(x, λ) cos
√
λx

∣∣∣∣∣ ≤ ρλ(1 + πρλ)
2λ
√
λ

, (8)

|y′(x, λ)− cos
√
λx−

√
λδ(x, λ) sin

√
λx| ≤ ρλ(1 + πρλ)

2λ
, (9)

где

δ(x, λ) =
1
2λ

x∫
0

qλ(τ) dτ.

Для исследования поведения нулей решений изучаемых задач Коши и зна-
чений производных в этих нулях можно использовать следующие теоремы.

Теорема 2. Пусть

ρλ ≥ 0, ρλ = o

(√
λ

lnλ

)
при λ→∞. (10)

Тогда для любого потенциала qλ ∈ Vρλ [0, π] при λ→∞ для нулей решений
задачи Коши (2), попадающих в [0, π] и перенумерованных в порядке возраста-
ния согласно (4), справедливы следующие асимптотические формулы:

xk,λ =
(2k + 1)π

2
√
λ

+ o

(
λ−

1
2

lnλ

)
, (11)

y′(xk,λ) =
√
λ

(
(−1)(k+1) + o

(
1

lnλ

))
(12)

при λ → ∞, где скорость стремления к нулю в o-символике не зависит ни от
qλ ∈ Vρλ [0, π], ни от k : 0 ≤ k ≤ n.

Теорема 2′. Пусть ρλ удовлетворяют соотношению (10). Тогда для любого
потенциала qλ ∈ Vρλ [0, π] для нулей решений задачи Коши (3), попадающих
в [0, π] и перенумерованных в порядке возрастания согласно (4), справедливы
следующие асимптотические формулы:

xk,λ =
k√
λ
π + o

(
λ−

1
2

lnλ

)
, (13)

y′(xk,λ, λ) = (−1)k + o

(
1

lnλ

)
(14)

при λ → ∞, где стремление к нулю в o-символике равномерно по qλ ∈ Vρλ [0, π]
и k : 0 ≤ k ≤ n.

Для любого фиксированного представителя q ∈ L[0, π] в силу леммы Рима-
на — Лебега и интегрального представления (20) оценка погрешности аппрок-
симации в (6) имеет вид∣∣∣∣y(x, λ)− cos

√
λx− β(x, λ)

sin
√
λx√
λ

∣∣∣∣ = o

(
1√
λ

)
,
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где o-символика зависит от q ∈ L[0, π].
Из теоремы 1 следует, что порядок погрешности асимптотической форму-

лы (6) для любого фиксированного представителя qλ ≡ q множества функций
ограниченной вариации есть O

( 1
λ

)
. Следующая теорема демонстрирует, что ес-

ли отказаться от ограниченности изменения q, то такой порядок не может быть
достигнут не только на классе функций из C[0, π], например в шарах, но даже
для конкретного представителя пространства непрерывных потенциалов. Для
любого не более чем счетного подмножества сегмента (0, π] существует непре-
рывный потенциал q такой, что асимптотическая формула (6) для решения за-
дачи Коши (2) ни при каком фиксированном ρλ ≡ const <∞ не будет верна ни
в какой точке этого множества.

Теорема 3. Пусть счетное множество X = {xl}∞l=1 содержится в отрезке
[0, π] и последовательности действительных чисел {λn}∞n=1 и {An}∞n=1 удовле-
творяют условиям λn ↗ ∞, An ↘ 0 при n → ∞. Кроме того, существует
число α : − 1

2 < α < 0 такое, что для всех натуральных n будет выполняться
неравенство An ≥ λαn. Тогда для любого x ∈ X имеет место неравенство

lim
n→∞

8
√
λn

An

∣∣∣∣y(x, λn)− cos
√
λnx− β(x, λn)

sin
√
λnx√
λn

∣∣∣∣ ≥ x. (15)

2. Доказательства теорем

Прежде чем доказывать эти теоремы, получим оценки скорости убывания
интегралов в лемме Римана — Лебега для функций из шара (1).

Лемма 1. Пусть ρλ ≥ 0 при λ ≥ 0. Тогда для любого потенциала qλ ∈
Vρλ [0, π] (1) и произвольного x ∈ [0, π] справедливы неравенства∣∣∣∣∣∣

x∫
0

sin
√
λ(x− 2τ)qλ(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ ρλ√
λ
, (16)

∣∣∣∣∣∣
x∫

0

cos
√
λ(x− 2τ)qλ(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ ρλ√
λ
. (17)

Доказательство. В силу теоремы о среднем в форме Бонне [23, § 4.14]
для любых интегрируемой по Риману функции f и неотрицательной неубыва-
ющей на отрезке [a, b] функции φ найдется ξ ∈ [a, b] такая, что

b∫
a

f(x)φ(x) dx = φ(b)
b∫

ξ

f(x) dx.

Потенциал qλ как функция с ограниченным изменением, исчезающая в нуле, по
теореме Жордана [24, гл. II, § 4, п. 10] может быть единственным образом пред-
ставлен в виде разности своих положительного и отрицательного изменений

qλ(x) = qλ,1(x)− qλ,2(x).
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Тогда для любого x ∈ [0, π] имеем V x
0 [qλ] = V x

0 [qλ,1] + V x
0 [qλ,2]. Теперь∣∣∣∣∣∣

x∫
0

sin
√
λ(x− 2τ)qλ(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣∣qλ,1(x)
x∫

ξ1

sin
√
λ(x− 2τ) dτ − qλ,2(x)

x∫
ξ2

sin
√
λ(x− 2τ) dτ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ V x
0 [qλ]

1√
λ
.

Лемма 1 доказана.
Доказательство теоремы 1. Задача Коши (2) в случае, когда qλ ∈

L[0, π], имеет единственное обобщенное решение, которое можно интерпрети-
ровать как непрерывно дифференцируемое решение интегрального уравнения
(см., например, [25, гл. IV, § 1, 2])

y(x, λ) = cos
√
λx+

1√
λ

x∫
0

sin
√
λ(x− τ)qλ(τ)y(τ, λ) dτ. (18)

Для потенциала qλ ∈ Vρλ [0, π] методом, изложенным в [7, гл. I, § 2, лем-
мы 2.1, 2.2], устанавливается, что для λ ≥ λ0, где λ0 выбирается настолько
большим, чтобы для всех λ ≥ λ0 в силу (5) выполнялось соотношение λ > 4π2ρ2

λ,
справедлива оценка

|y(x, λ)− cos
√
λx| ≤ 2ρλ√

λ
x. (19)

Пусть y(x, λ) — решение задачи Коши (2) или интегрального уравнения
(18). Согласно методу Лиувилля — Стеклова [1, 2] подставим тождество (18)
вновь под интеграл в (18):

y(x, λ) = cos
√
λx+

1
2

x∫
0

qλ(τ) dτ

 sin
√
λx√
λ

+
1

2
√
λ

x∫
0

sin
√
λ(x− 2τ)qλ(τ) dτ

+
1
λ

x∫
0

sin
√
λ(x− τ)qλ(τ) dτ

τ∫
0

sin
√
λ(τ − ξ)qλ(ξ) cos

√
λξ dξ

+
1
λ

x∫
0

sin
√
λ(x− τ)qλ(τ) dτ

τ∫
0

sin
√
λ(τ − ξ)qλ(ξ)(y(ξ, λ)− cos

√
λξ) dξ. (20)

Рассмотрим отдельно интеграл
x∫

0

sin
√
λ(x− τ)qλ(τ) dτ

τ∫
0

sin
√
λ(τ − ξ)qλ(ξ) cos

√
λξ dξ

=
1
4

x∫
0

τ∫
0

cos
√
λ(x−2τ+2ξ)qλ(τ)qλ(ξ) dξdτ+

1
4

x∫
0

τ∫
0

cos
√
λ(x−2τ)qλ(τ)qλ(ξ) dξdτ

− 1
4

cos
√
λx

x∫
0

τ∫
0

qλ(τ)qλ(ξ) dξdτ − 1
4

x∫
0

τ∫
0

cos
√
λ(x− 2ξ)qλ(τ)qλ(ξ) dξdτ. (21)
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Здесь разность второго и четвертого интегралов можно оценить с помощью
теоремы Фубини следующим образом. Во втором слагаемом сменим порядок
интегрирования, а в четвертом поменяем местами обозначения переменных ин-
тегрирования:

1
4

x∫
0

τ∫
0

cos
√
λ(x− 2τ)qλ(τ)qλ(ξ) dξdτ − 1

4

x∫
0

τ∫
0

cos
√
λ(x− 2ξ)qλ(τ)qλ(ξ) dξdτ

=
1
4

x∫
0

qλ(ξ) dξ
x∫
ξ

cos
√
λ(x−2τ)qλ(τ) dτ− 1

4

x∫
0

qλ(ξ) dξ

ξ∫
0

cos
√
λ(x−2τ)qλ(τ) dτ.

Для каждого фиксированного ξ ∈ [0, x] ⊂ [0, π] положим

q̃λ(τ) =
{
qλ(τ) при τ ∈ [ξ, π],
−qλ(τ) при τ ∈ [0, ξ).

Для любого ξ ∈ [0, x] ⊂ [0, π] функция q̃λ(τ) принадлежит V3ρλ [0, π]. Следова-
тельно, в силу леммы 1∣∣∣∣∣∣14

x∫
0

τ∫
0

cos
√
λ(x− 2τ)qλ(τ)qλ(ξ) dξdτ − 1

4

x∫
0

τ∫
0

cos
√
λ(x− 2ξ)qλ(τ)qλ(ξ) dξdτ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣14
x∫

0

qλ(ξ) dξ
x∫

0

cos
√
λ(x− 2τ)q̃λ(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ 3πρ2
λ

4
√
λ
. (22)

После смены порядка интегрирования в первом интеграле правой части
(21) и замены переменных η = τ − ξ получаем

1
4

x∫
0

qλ(ξ) dξ
x∫
ξ

cos
√
λ(x− 2τ + 2ξ)qλ(τ) dτ

=
1
4

x∫
0

qλ(ξ)dξ

x−ξ∫
0

cos
√
λ(x− 2η)qλ(η + ξ) dη.

Чтобы для оценки этого слагаемого можно было применить лемму 1, при любом
фиксированном ξ к функции qλ(η + ξ) добавим и отнимем −qλ(ξ). При этом
функция (qλ(η+ ξ)− qλ(ξ)) как функция переменной η, доопределенная на [π−
ξ, π] нулем, принадлежит шару V2ρλ [0, π].

Отсюда, а также из оценок (16), (17), (21), (22) получим∣∣∣∣∣∣
x∫

0

sin
√
λ(x− τ)qλ(τ) dτ

τ∫
0

sin
√
λ(τ − ξ)qλ(ξ) cos

√
λξ dξ

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣14
x∫

0

qλ(ξ) dξ

x−ξ∫
0

cos
√
λ(x− 2η)[qλ(η + ξ)− qλ(ξ)] dη

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣14
x∫

0

q2
λ(ξ) dξ

x−ξ∫
0

cos
√
λ(x− 2η) dη

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣14 cos

√
λx

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

x∫
0

τ∫
0

qλ(τ)qλ(ξ) dξdτ

∣∣∣∣∣∣
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+

∣∣∣∣∣∣14
x∫

0

τ∫
0

cos
√
λ(x− 2τ)qλ(τ)qλ(ξ) dξdτ

− 1
4

x∫
0

τ∫
0

cos
√
λ(x− 2ξ)qλ(τ)qλ(ξ) dξdτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ ρ2
λπ

8

(
12√
λ

+ π

)
. (23)

Осталось с помощью (5) и (19) оценить∣∣∣∣∣∣
x∫

0

sin
√
λ(x− τ)qλ(τ) dτ

τ∫
0

sin
√
λ(τ − ξ)qλ(ξ)(y(ξ, λ)− cos

√
λξ) dξ

∣∣∣∣∣∣
≤ 2π

ρ3
λ√
λ

π2

2
. (24)

Теперь из (20), (23) и (24) для λ > λ0 и всех x ∈ [0, π] следует, что∣∣∣∣∣∣y(x, λ)− cos
√
λx−

1
2

x∫
0

qλ(τ) dτ

 sin
√
λx√
λ

∣∣∣∣∣∣
≤ ρλ

λ

(
1
2

+ πρλ

{
π

8
+

3
2
√
λ

+
ρλπ2
√
λ

})
.

В силу определения шара (5), точнее ограничения на скорость роста ради-
усов шаров ρλ = o(

√
λ), найдется такое λ1 ≥ λ0, что для любого λ ≥ λ1 будет

справедливо неравенство (6).
Продифференцируем тождество (20) по x и, повторяя технику доказатель-

ства (6), с учетом леммы 1 получим (7). Теорема 1 доказана.
Доказательство теоремы 1′. Для доказательства (8), (9) проводятся

аналогичные рассуждения. Сначала устанавливается, что решение задачи (3)
для всех x ∈ [0, π] удовлетворяет неравенству∣∣∣∣∣y(x, λ)− sin

√
λx√
λ

∣∣∣∣∣ ≤ 2ρλ
λ

x

при λ ≥ λ0, где λ0 выбирается настолько большим, чтобы для всех λ ≥ λ0
выполнялось соотношение λ > 4π2ρ2

λ. Так же, как и в случае задачи (2), обна-
руживаем существование λ1 ≥ λ0 таких, что для всех λ > λ1 будут справедливы
неравенства (8), (9). Теорема 1′ доказана.

Замечание 2. Тем же методом получаются оценки остаточных членов в
более точных асимптотических формулах, получаемых итерацией метода Ли-
увилля — Стеклова [2, § 8.61, (8.61.7)]. В частности, переместив в главную часть
асимптотической формулы (6) слагаемое

1
4λ

cos
√
λx

x∫
0

τ∫
0

qλ(τ)qλ(ξ) dξdτ

(см. (21)), получим более громоздкую, но несколько более точную формулу
вида∣∣∣∣∣∣y(x, λ)− cos

√
λx− β(x, λ)

sin
√
λx√
λ

+
1
4λ

cos
√
λx

x∫
0

τ∫
0

qλ(τ)qλ(ξ) dξdτ

∣∣∣∣∣∣
≤ ρλ(1 + o(ρλ))

2λ
.
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Прежде чем доказывать теорему 2, установим справедливость теоремы 2′.
Доказательство теоремы 2′. Во-первых, для k = 0 формулы (13), (14)

следуют из условий задачи Коши (3). Далее, пусть x 6= x0,λ — некоторый нуль
решения y(x, λ) задачи Коши (3). Тогда в силу (8)∣∣∣∣∣∣sin

√λx− arcsin

x∫
0
qλ(τ)dτ

2
√
λ

√
1 + 1

4λ

[
x∫
0
qλ(τ)dτ

]2
∣∣∣∣∣∣ ≤ ρλ(1 + πρλ)

2λ
.

Разложим функцию арксинус в нуле по формуле Тейлора с остаточным членом
в форме Пеано:∣∣∣∣∣∣sin

√λx−
x∫
0
qλ(τ)dτ

2
√
λ

√
1 + 1

4λ

[
x∫
0
qλ(τ)dτ

]2

+ o


x∫
0
qλ(τ)dτ

2
√
λ

√
1 + 1

4λ

[
x∫
0
qλ(τ)dτ

]2
2∣∣∣∣∣∣ ≤ ρλ(1 + πρλ)

2λ
.

Получаем неравенство∣∣∣∣∣∣
√λx− πm−

x∫
0
qλ(τ)dτ

2
√
λ

√
1 + 1

4λ

[
x∫
0
qλ(τ)dτ

]2

+ o


x∫
0
qλ(τ)dτ

2
√
λ

√
1 + 1

4λ

[
x∫
0
qλ(τ) dτ

]2
2∣∣∣∣∣∣ ≤ π

2
ρλ(1 + πρλ)

2λ
,

где m — некоторое целое число, или, учитывая ограничение на скорость роста
радиусов шаров ρλ в (10), — равенство

x− πm√
λ

= O

(
ρλ
λ

)
+O

(
ρ2
λ

λ
√
λ

)
= o

(
1√
λ lnλ

)
.

Следовательно, найдется λ0 > 0 такое, что для всех λ > λ0 нули решений
задачи Коши (3) будут попадать в γ(λ)-окрестность точек πm√

λ
, m ∈ Z, где

γ(λ) = o
( 1√

λ lnλ

)
. Так как нулевой узел уже определен условиями задачи (3),

целое число m по теореме осцилляции должно совпадать с номером узла k со-
гласно нумерации (4). Таким образом, (13) доказана. Формула (14) получается
подстановкой (13) в (9). Теорема 2′ доказана.

Доказательство теоремы 2. Пусть x — нуль решения задачи Коши (2).
Продолжим функцию

qλ(x) =
{
qλ(x) при x ∈ [0, π],
0 при x 6∈ [0, π],

(25)
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после чего сделаем замену независимой переменной

x =
2
√
λ+ 1

2
√
λ

t− π

2
√
λ
. (26)

Обозначим

ŷ(t, λ̂) = y

(
2
√
λ+ 1

2
√
λ

t− π

2
√
λ

)
при t ∈ [0, π], (27)

q̂λ̂(t) =
(

2
√
λ+ 1

2
√
λ

)2

qλ

(
2
√
λ+ 1

2
√
λ

t− π

2
√
λ

)
, λ̂ =

(
2
√
λ+ 1

2
√
λ

)2

λ. (28)

После замены переменных (26) получаем в силу теоремы Пикара, что функ-
ция ŷ(t, λ̂) является одновременно решением задач Коши

ŷ′′ + (λ̂− q̂λ̂)ŷ = 0, ŷ(t(0), λ̂) = y(0, λ) = 1, ŷ′(t(0), λ̂) = 0

и

ŷ′′+ (λ̂− q̂λ̂)ŷ = 0, ŷ(0, λ̂) = y

(
− π

2
√
λ

)
= 0, ŷ′(0, λ̂) =

2
√
λ+ 1
2

= ĥ(λ̂). (29)

Кроме того, в силу (25) и (28)√
λ̂− 1/2 ≤

√
λ ≤

√
λ̂+ 1/2,

и соотношение (10) для задачи (29) сохраняется:

q̂λ̂(0) = 0 и V π
0 [q̂λ̂] ≤

(
1 +

1
2
√
λ

)2

V π
0 [qλ] = o

(√
λ

lnλ

)
= o

(√
λ̂

ln λ̂

)
. (30)

Для нулей решения задачи (29) асимптотическая формула (13) имеет вид

tm,λ̂ =
m√
λ̂
π + o

(
λ̂−

1
2

ln λ̂

)
.

Сделав обратную замену, с учетом (27), (28) и (30) для узлов задачи (2) полу-
чаем асимптотическую формулу

xm,λ =
mπ√
λ
− π

2
√
λ

+ o

(
λ−

1
2

lnλ

)
.

После смены нумерации узлов для задачи (2) согласно (4) приходим к (11).
Для доказательства (12) вновь воспользуемся асимптотической формулой

(14) для задачи Коши (29)

ŷ′(tm,λ̂) = ĥ(λ̂)((−1)m + o(1/ln λ̂)).

Сделав обратную замену, с учетом (27)–(30) для производной в узловых точках
задачи (2) имеем асимптотическую формулу

y′(xm,λ) =
√
λ((−1)m + o(1/lnλ)).

После смены нумерации узлов для задачи (2) согласно (4) получаем (12).
Теорема 2 доказана.
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Следствие 1. Пусть Vρλ [0, π] — семейство шаров (1), для которых вы-
полняется условие (10). Тогда номер n = n(λ) наибольшего из нулей решения
y(x, λ) задачи Коши (3) согласно нумерации (4) удовлетворяет соотношению

o(1/lnλ) ≤
√
λ− n < 1 + o(1/lnλ), (31)

а для задачи Коши (2) — соотношению

−1/2 + o(1/lnλ) ≤
√
λ− n < 1/2 + o(1/lnλ). (32)

Доказательство. Справедливость (31) и (32) вытекает из определения
номера n согласно нумерации (4) и (11) или (13) после продолжения функции
qλ(x) = qλ(π) и решения задач Коши на множество {x : x > π}. Следствие 1
доказано.

Доказательство теоремы 3. Для x = 0 формула (15) верна. Зафик-
сируем произвольное x ∈ (0, π]. Возьмем любую неограниченно возрастающую
последовательность действительных чисел {λn}∞n=1, λn ↗∞. Например, таким
образом, чтобы при λ = λn на отрезке [0, π] было не менее n нулей задачи Коши
(2) с любым потенциалом q ∈ C[0, π], ‖q‖C[0,π] ≤ 1. Этого можно добиться, в
силу теоремы осцилляции (см., например, [7, гл. 1, § 3, теорема 3.3]). Далее,
возьмем убывающую последовательность положительных чисел An ↘ 0 такую,
что найдется α : − 1

2 < α < 0, для которого выполняется соотношение An ≥ λαn.
Из {An}∞n=1 выберем подпоследовательность {Anj}∞j=1 так, чтобы для любого
натурального j выполнялось неравенство

Anj ≤
1
2j
. (33)

Затем из этой подпоследовательности вновь выберем подпоследовательность
следующим образом. В качестве nj1 возьмем n1. Предположим, что nj1 , nj2 , . . . ,
njk−1 уже выбраны. Тогда njk берется настолько большим, что выполняются
сразу два неравенства∣∣∣∣∣∣ 1

2
√
λnjk

x∫
0

sin
√
λnjk (x− 2τ)

k−1∑
i=1

Anji
sin
√
λnji (x− 2τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣ 1
4λnjk

cos
√
λnjk (x− 2τ)

k−1∑
i=1

Anji
sin
√
λnji (x− 2τ)|π0

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣ 1
4λnjk

x∫
0

cos
√
λnjk (x− 2τ)

k−1∑
i=1

Anji

√
λnji cos

√
λnji (x− 2τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
≤

2
k−1∑
i=1

Anji

4λnjk
+

k−1∑
i=1

πAnji

√
λnji

4λnjk
≤ 1

λ0.75
njk

, (34)

∞∑
i=jk

Ani ≤
1

λ0.75
njk−1

. (35)

Заметим, что если из последнего ряда (35) при выборе членов подпосле-
довательности с большими номерами удалить положительные слагаемые, то
неравенство только усилится.
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Теперь в качестве потенциала qλ возьмем непрерывную функцию

q(τ) =
∞∑
k=1

Anjk
sin
√
λnjk (x− 2τ). (36)

Обратим внимание на то, что в силу (33) и признака Вейерштрасса ‖q‖C[0,π] ≤ 1.
Пользуясь интегральным представлением (20) и оценкой (19), в которой в

качестве константы ρλ берется ρλ ≡ π‖q‖C[0,π] ≤ π, как в [7, гл. 1, § 2, лемма 2.2],
делаем вывод о существовании константы B = B(q), зависящей только от нормы
потенциала q в пространстве C[0, π] такой, что начиная с достаточно большого
номера k0 будет выполняться неравенство∣∣∣∣y(x, λnjk )− cos

√
λnjkx− β(x, λnjk )

sin
√
λnjkx√
λnjk

∣∣∣∣
≥

∣∣∣∣∣∣ 1
2
√
λnjk

x∫
0

sin
√
λnjk (x− 2τ)q(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣− Bx

λnjk
. (37)

Оценим снизу (для достаточно больших λnjk ) интеграл в (37), учитывая
(34)–(36):∣∣∣∣∣∣ 1

2
√
λnjk

x∫
0

sin
√
λnjk (x− 2τ)q(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣∣ Anjk

2
√
λnjk

x∫
0

sin2
√
λnjk (x− 2τ) dτ

∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣ 1
2
√
λnjk

x∫
0

sin
√
λnjk (x− 2τ)

k−1∑
i=1

Anji
sin
√
λnji (x− 2τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣ 1
2
√
λnjk

x∫
0

sin
√
λnjk (x− 2τ)

∞∑
i=k+1

Anji
sin
√
λnji (x− 2τ) dτ

∣∣∣∣∣∣
≥

∣∣∣∣∣∣ Anjk

2
√
λnjk

x∫
0

1− cos 2
√
λnjk (x− 2τ)
2

dτ

∣∣∣∣∣∣− 2
λ0.75
njk

.

В силу (37) и леммы 1 найдется номер kx, вообще говоря, зависящий от x,
такой, что для всех k > kx будут выполняться неравенства∣∣∣∣y(x, λnjk )− cos

√
λnjkx− β(x, λnjk )

sin
√
λnjkx√
λnjk

∣∣∣∣
≥

Anjk
x

4
√
λnjk

−

∣∣∣∣∣∣ Anjk

4
√
λnjk

x∫
0

cos 2
√
λnjk (x− 2τ) dτ

∣∣∣∣∣∣− 2
λ0.75
njk

≥
Anjk

x

8
√
λnjk

. (38)

Отсюда следует (15) в произвольной точке x ∈ (0, π]. Согласно методу скользя-
щего горба осталось перенумеровать все точки счетного множества X = {xl}∞l=1,
X ⊂ (0, π] и для каждой из них построить подпоследовательность со свойствами
(34)–(38). Затем возьмем новый функциональный ряд, выбирая его члены из
счетного множества полученных последовательностей и заботясь о том, чтобы
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все последовательности были представлены бесконечным числом членов, а ряд
из коэффициентов абсолютно сходился. Теперь потенциал

q(τ) =
∞∑
l=1

∞∑
k=1

Anjk
sin
√
λnjk (xl − 2τ)

будет отвечать требованиям теоремы 3, так как для каждого x ∈ X существует
своя подпоследовательность такая, что справедливо (38).

Теорема 3 доказана.
Замечание 3. Сохраняя обозначения асимптотических формул теоремы 1,

обратим внимание на то, что потенциал q здесь от λ не зависит, так как берутся
фиксированный представитель семейства непрерывных функций и конкретные
начальные условия задачи Коши. На самом деле здесь β(x, λ) = β(x).

Замечание 4. Аналогично устанавливается неулучшаемость асимптоти-
ческих формул (7)–(9).

Замечание 5. Как показывает пример потенциала

qλ(x) =
{
λ, x ∈ (0, π],
0, x = 0,

рассматривать приведенные в данной работе асимптотические формулы в ша-
рах с «быстро» растущими радиусами, например ρλ = O(λ), без дополнитель-
ных ограничений не имеет смысла.
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