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Аннотация. Определен новый класс вырожденных
−→
2b-параболических систем урав-

нений типа Колмогорова с коэффициентами, зависящими только от времени; для
систем из этого класса построена фундаментальная матрица решений задачи Коши
и исследованы ее основные свойства.

Ключевые слова: вырожденная
−→
2b-параболическая система, матрицант, фунда-

ментальная матрица решений задачи Коши.

Введение. При моделировании броуновского движение физической си-
стемы А. Н. Колмогоров пришел к ультрапараболическому уравнению относи-
тельно плотности вероятности возможных значений координат системы и их
производных по времени [1]. Оказалось, что это уравнение имеет также важное
значение при исследовании тепловых и диффузионных процессов с инерцией в
однородной среде. Это послужило толчком к зарождению теории вырожден-
ных параболических уравнений типа Колмогорова, в развитии которой приня-
ло участие много как отечественных, так и зарубежных математиков (см. [2] и
приведенную там литературу).

Первой и пока единственной работой, посвященной исследованию систем
таких уравнений, является работа [3], в которой изучается вопрос построения
и исследования фундаментальной матрицы решений задачи Коши для систем
вида

(∂t − x∂y)uj(t;x, y) =
m∑
l=1

2b∑
k=0

ajlk (t)∂kxul(t;x, y),

t ∈ (0;T ], {x, y} ⊂ (−∞;∞), j ∈ {1, . . . ,m}.
Исследование свойств фундаментальной матрицы решений задачи Коши прово-
дится средствами классической теории параболических по Петровскому систем
уравнений с частными производными с непрерывными по t и не зависящими
от пространственной переменной коэффициентами. Следует отметить, что на-
личие вырождения параболичности в такой системе приводит к тому, что ко-
эффициенты старших членов соответствующей двойственной по Фурье систе-
мы на характеристиках уже не обладают необходимым свойством равномерной
непрерывности по t относительно пространственной переменной. Поэтому при-
менение этой методики исследования в случае, когда размерность переменной
x больше единицы, сопряжено с существенными затруднениями.

В настоящей статье определен новый класс вырожденных параболических
систем уравнений типа Колмогорова векторного порядка, который содержит
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рассмотренные в [3] системы и охватывает классы вырожденных параболиче-
ских уравнений типа Колмогорова высших порядков с коэффициентами, не за-
висящими от пространственной переменной, определенных в [2]. Для таких
систем построена фундаментальная матрица решений задачи Коши и исследо-
ваны ее качественные свойства гладкости и поведения в окрестности бесконечно
удаленных пространственных точек.

1. Предварительные сведения. Постановка задачи. Пусть N — мно-
жество всех натуральных чисел; Nm := {1; . . . ;m}; Rm и Cm — соответствен-
но вещественное и комплексное пространства размерности m ≥ 1; R := R1,
C := C1; R+ := (0; +∞); Zm

+ — множество всех m-мерных мультииндексов,
Z+ := Z1

+; i — мнимая единица; (·, ·) — скалярное произведение в простран-
стве Rm; ‖x‖ := (x, x)

1
2 для x ∈ Rm; |x + iy| := (x2 + y2)

1
2 , если {x, y} ⊂

R; zl := zl11 . . . zlmm , |z|l := |z1|l1 . . . |zm|lm , если z := (z1; . . . ; zm) ∈ Cm, l :=
(l1; . . . ; lm) ∈ Zm

+ ; ~γ := (γ1; . . . ; γm) — m-мерный вектор, ~0 := (0; . . . ; 0),~1 :=
(1; . . . ; 1); запись ~αf~β, где f — некоторое соотношение, означает, что это со-
отношение выполняется для всех соответствующих координат векторов ~α и
~β, при этом если q := (q1; . . . ; qm) ∈ Zm

+ , {~α,~γ} ⊂ Rm, то qq~γ := qq1γ1
1 . . .

qqmγm
m ; |~α|~γ+ := |α1|γ1 + · · · + |αm|γm , |~α|+ := |~α|~1+ — скалярные величины (ес-

ли ~α — мультииндекс или пространственная переменная, то вместо ~α будем
писать α). Предположим, что n-мерная пространственная переменная x со-
стоит из n1-мерной переменной x1 := (x11; . . . ;x1n1), n2-мерной переменной
x2 := (x21; . . . ;x2n2), n3-мерной переменной x3 := (x31; . . . ;x3n3), т. е. x :=
(x1;x2;x3), где n1, n2 и n3 — натуральные числа такие, что n3 ≤ n2 ≤ n1 и
n = n1 + n2 + n3; n0 := n − n1. В связи с этим мультииндекс k ∈ Zn

+ будем
записывать в виде k := (k1; k2; k3), где kj := (kj1; . . . ; kjnj ), j ∈ N3. Если x =
(x1;x2;x3) и xj := (xj1; . . . ;xjnj ) — точки соответственно из Rn и Rnj , j ∈ N3,
то x′j := (xj1; . . . ;xjn3), x′′j := (xj(n3+1); . . . ;xjn2), x′′′1 := (x1(n2+1); . . . ; x1n1),
x̂1 := (x11; . . . ;x1n2), x̃ := (x′′′1 ;x′′2 ;x3), x̌ := (x′2;x′′2 ;x3); эти обозначения будем
использовать и для других подобных точек и векторов. Кроме того, обозначим
�m
M := {(t; ξ) | t ∈M, ξ ∈ Rm}, и пусть ρ(t; š; ξ̃) := (t2ξ3/2+ ts3 +s′2; tξ′′2 +s′′2 ; ξ′′′1 ),

ρ0(t; š; ξ̃) := (ρ(t; š; ξ̃); s3 + tξ3; ξ′′2 ; ξ3) — n1- и n-мерные вектор-функции соответ-
ственно при t ≥ 0 и {s; ξ} ⊂ Cn.

Зафиксируем произвольно T > 0, m ∈ N, а также вектор
−→
2b = (2b1; . . . ; 2bn1)

с натуральными координатами и рассмотрим систему уравнений(
∂t −

n2∑
j=1

x1j∂x2j −
n3∑
j=1

x2j∂x3j

)
u(t;x) = A(t; ∂x1)u(t;x), (t;x) ∈ �n

(0;T ], (1)

где u = col(u1; . . . ;um),

A(t; ∂x1) :=
(
alj(t; i∂x1)

:= alj0 (t)
∑

|k1/
−→
2b|+=1

ak1(i∂x1)
k1 +

∑
|k1/

−→
2b|+<1

aljk1
(t)(i∂x1)

k1
)m
l,j=1

— матричное дифференциальное выражение, коэффициенты alj0 (·), aljk1
(·) и

ak1 которого суть непрерывные на [0;T ] комплекснозначные функции такие,
что соответствующее дифференциальное выражение ∂t −A(t; ∂x1) является па-
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раболическим по Эйдельману на множестве �n1
(0;T ] (т. е.

−→
2b-параболическим):

(∃δ0 > 0∀(t; ξ1) ∈ �n1
[0;T ]) λ(t; ξ1) := max

j∈Nm
Reλj(t; ξ1) ≤ −δ0|ξ1|

−→
2b
+ . (2)

Здесь λj — собственные числа матричного символа

A
0(t; ·) :=

(
a0
lj(t; ·) := alj0 (t)

∑
|k1/

−→
2b|+=1

ak1(·)k1
)m
l,j=1

главной части

A0(t; ∂x1) :=
(
a0
lj(t; i∂x1) := alj0 (t)

∑
|k1/

−→
2b|+=1

ak1(i∂x1)
k1
)m
l,j=1

выражения A(t; ∂x1).
Для системы (1) в точке t = τ , τ ∈ [0;T ), зададим начальное условие

u(t; ·)|t=τ = ϕ(·) (3)

с «пробной» начальной вектор-функцией ϕ(·), компоненты ϕj , j ∈ Nm, которой
являются элементами пространства S Л. Шварца [4].

Системы вида (1) с соответствующим условием параболичности (2) в даль-
нейшем будем называть вырожденными

−→
2b-параболическими системами типа

Колмогорова векторного порядка с коэффициентами, зависящими только от t.
Совокупность всех таких систем обозначим через SEt−→

2b
.

Очевидно, что классы E0
21−E0

23 вырожденных уравнений типа Колмогоро-
ва, определенных в [2], содержатся в SEt−→

2b
. Кроме того, каждая вырожденная

параболическая система уравнений из [3] является также системой класса SEt−→
2b

.
Определение. Фундаментальной матрицей решений задачи Коши

(ФМРЗК) для системы (1) назовем функциональную матрицу G(t, x; τ, ξ) раз-
мерности m×m, определенную для всех (t;x) ∈ �n

(τ ;T ], зависящую от парамет-
рической точки (τ ; ξ) ∈ �n

[0;T ), такую, что
1) G как функция аргумента (t;x) является решением системы (1) на �n

(τ ;T ],
τ ∈ [0;T );

2) выполняется предельное соотношение

lim
t→τ+0

G(t, x; τ, ·) = δ(· − x)E

в смысле слабой сходимости в пространстве S′ распределений Л. Шварца (здесь
E — единичная матрица порядка m, а δ(·) — дельта-функция Дирака).

Задача заключается в построении ФМРЗК для системы (1) и исследовании
ее основных свойств.

2. Построение ФМРЗК. Сопоставим задаче Коши (1), (3) соответству-
ющую двойственную по Фурье задачу

(
∂t +

n2∑
j=1

ξ2j∂ξ1j +
n3∑
j=1

ξ3j∂ξ2j

)
v1(t; ξ) =

m∑
j=1

a1j(t; ξ1)vj(t; ξ),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(
∂t +

n2∑
j=1

ξ2j∂ξ1j +
n3∑
j=1

ξ3j∂ξ2j

)
vm(t; ξ) =

m∑
j=1

amj(t; ξ1)vj(t; ξ),
(t; ξ) ∈ �n

(τ ;T ],

(4)
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vj(t; ·)|t=τ = F [ϕj ](·), j ∈ Nm, (5)
где alj(t; ξ1) — элементы матричного символа A (t; ξ1) дифференциального вы-
ражения A(t; ∂x1), F [·] — прямое преобразование Фурье, а

vj(t; ξ) := F [uj(t;x)](t; ξ) ≡
∫

Rn

uj(t;x)ei(x,ξ)dx, j ∈ Nm.

Отметим, что (4) — система с частными производными первого порядка,
уравнения которой имеют одинаковые дифференциальные выражения. Поэто-
му, выписывая согласно методу характеристик для каждого ее уравнения со-
ответствующие дифференциальные уравнения, получим следующую систему
уравнений:

dt
1 = dξ11

ξ21
= · · · = dξ1n2

ξ2n2
= dξ21

ξ31
= · · · = dξ2n3

ξ3n3
= dv1

m∑
j=1

a1j(t;ξ1)vj
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dt
1 = dξ11

ξ21
= · · · = dξ1n2

ξ2n2
= dξ21

ξ31
= · · · = dξ2n3

ξ3n3
= dvm

m∑
j=1

amj(t;ξ1)vj
,

которая, как несложно видеть, эквивалентна такой системе:

ξ3dt = dξ′2, ξ2dt = d̂ξ1, ∂tv = A (t; ξ1)v (6)

(здесь v := col(v1; . . . ; vm)).
Решая последовательно первые два уравнения системы (6), найдем

ξ′2 = tξ3 + s3, ξ′1 = t2ξ3/2 + ts3 + s′2, ξ′′1 = tξ′′2 + s2, (7)

где s2 и s3 — произвольные постоянные векторы размерности соответственно n2,
n3. Подставляя в третье уравнение этой системы, а также в начальное условие
(5) вместо ξ′1, ξ′′1 и ξ′2 выражения из равенств (7), получим следующую задачу
Коши:

∂tv(t; š; ξ̃) = A (t; ρ(t; š; ξ̃))v(t; š; ξ̃), (8)
v(t; š; ξ̃)|t=τ = F [ϕ](ρ0(τ ; š; ξ̃)), (9)

к решению которой свелось решение исходной задачи (4), (5).
Далее, пусть �t

τ (š; ξ̃) :=
(
�lj
τ,t(š; ξ̃)

)m
l,j=1 — матрицант системы (8), т. е.

функциональная матрица, которая для всех t ∈ (τ ;T ], τ ∈ [0;T ) и {s; ξ} ⊂ Rn

является решением системы (8), удовлетворяющим начальному условию

�t
τ (š; ξ̃)|t=τ = E. (10)

Отметим, что непрерывность коэффициентов системы (1) на [0;T ] обеспе-
чивает существование такого матрицанта в виде матричного функционального
ряда

�t
τ (š; ξ̃) = E +

∞∑
r=1

t∫
τ

t1∫
τ

· · ·
tr−1∫
τ

(
r∏

j=1

A (tj ; ρ(tj ; š; ξ̃))

)
dtr . . . dt2dt1, (11)

который при каждых фиксированных {s; ξ} ⊂ Rn абсолютно и равномерно по t
сходится на каждом отрезке [a; b] ⊂ (τ ;T ], τ ∈ [0;T ). При этом каждое решение
системы (8) имеет вид v = �t

τC, где C — соответствующая матрица-столбец с
элементами, зависящими только от s и ξ (см., например, [5]).

Таким образом, единственным решением задачи Коши (8), (9) является

v(t; š; ξ̃) = �t
τ (š; ξ̃)F [ϕ](ρ0(τ ; š; ξ̃)).
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Теорема 1. Матричная функция �t
τ (š; ξ̃) является решением задачи Коши

(4), (10) при š = st,ξ, где st,ξ := (ξ′1 − tξ′2 + t2ξ3/2; ξ′′1 − tξ′′2 ; ξ′2 − tξ3).
Доказательство. Поскольку �t

τ (š; ξ̃) — матрицант системы (8), имеем

∂t�
t
τ (st,ξ; ξ̃) = {A (t; ρ(t; š; ξ̃))�t

τ (š; ξ̃)}|š=st,ξ + ∂β�
t
τ (sβ,ξ; ξ̃)|β=t

= A (t; ξ1)�t
τ (st,ξ; ξ̃) + ∂β�

t
τ (sβ,ξ; ξ̃)|β=t.

Поэтому для доказательства того, что �t
τ (st,ξ; ξ̃) — матричное решение системы

(4), достаточно установить выполнение равенства

∂β�
t
τ (sβ,ξ; ξ̃)|β=t = −

(
n2∑
j=1

ξ2j∂ξ1j +
n3∑
j=1

ξ3j∂ξ2j

)
�t
τ (st,ξ; ξ̃). (12)

Учитывая структуру вектора st,ξ, имеем, во-первых,

∂β�
t
τ (sβ,ξ; ξ̃)|β=t = ∂β�

t
τ (ξ

′
1 − βξ′2 + β2ξ3/2, ξ′′1 − tξ′′2 ; ξ′2 − tξ3; ξ̃)|β=t

+ ∂β�
t
τ (ξ

′
1 − tξ′2 + t2ξ3/2, ξ′′1 − βξ′′2 ; ξ′2 − tξ3; ξ̃)|β=t

+ ∂β�
t
τ (ξ

′
1 − tξ′2 + t2ξ3/2, ξ′′1 − tξ′′2 ; ξ′2 − βξ3; ξ̃)|β=t

=
n3∑
j=1

(∂s2j�
t
τ (s

′
2, ξ

′′
1 − tξ′′2 ; ξ′2 − tξ3; ξ̃)|s′2=ξ′1−tξ′2+t2ξ3/2(ξ1j − tξ2j + t2ξ3j/2)′t)

+
n2∑

j=n3+1

(∂s2j�
t
τ (ξ

′
1 − tξ′2 + t2ξ3/2, s′′2 ; ξ′2 − tξ3; ξ̃)|s′′2 =ξ′′1−tξ′′2 (ξ1j − tξ2j)′t)

+
n3∑
j=1

(∂s3j�
t
τ (ξ

′
1 − tξ′2 + t2ξ3/2, ξ′′1 − tξ′′2 ; s3; ξ̃)|s3=ξ′2−tξ3(ξ2j − tξ3j)′t)

= −

(
n3∑
j=1

(ξ2j − tξ3j)∂s2j +
n2∑

j=n3+1

ξ2j∂s2j +
n3∑
j=1

ξ3j∂s3j

)
�t
τ (š; ξ̃)|š=st,ξ ,

во-вторых,(
n2∑
j=1

ξ2j∂ξ1j +
n3∑
j=1

ξ3j∂ξ2j

)
�t
τ (st,ξ; ξ̃)

=
n3∑
j=1

ξ2j∂s2j�
t
τ (s

′
2, ξ

′′
1 − tξ′′2 ; ξ′2 − tξ3; ξ̃)|s′2=ξ′1−tξ′2+t2ξ3/2

+
n2∑

j=n3+1

ξ2j∂s2j�
t
τ (ξ

′
1 − tξ′2 + t2ξ3/2, s′′2 ; ξ′2 − tξ3; ξ̃)|s′′2 =ξ′′1−tξ′′2

+
n3∑
j=1

ξ3j(∂s3j�
t
τ (ξ

′
1 − tξ′2 + t2ξ3/2, ξ′′1 − tξ′′2 ; s3; ξ̃)|s3=ξ′2−tξ3

− t∂s2j�
t
τ (s

′
2, ξ

′′
1 − tξ′′2 ; ξ′2 − tξ3; ξ̃)|s′2=ξ′1−tξ′2+t2ξ3/2)

=

(
n3∑
j=1

(ξ2j − tξ3j)∂s2j +
n2∑

j=n3+1

ξ2j∂s2j +
n3∑
j=1

ξ3j∂s3j

)
�t
τ (š; ξ̃)|š=st,ξ .

Отсюда приходим к выполнению равенства (12) при условии существования
производных ∂s(l+1)j�

t
τ (š; ξ̃), j ∈ Nn(l+1) , l ∈ N2. Однако при каждых фиксиро-

ванных t ∈ (τ ;T ], τ ∈ [0;T ), и ξ̃ ∈ Rn1 указанные производные существуют в
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каждой точке š пространства Rn0 . В этом нетрудно убедиться, исходя из рав-
номерной сходимости на каждом компакте из Rn0 (при фиксированных t, τ и
ξ̃) соответствующего матричного ряда

∞∑
r=1

t∫
τ

t1∫
τ

· · ·
tr−1∫
τ

∂s(l+1)j

(
r∏

l=1

A (tj ; ρ(tj ; š; ξ̃))

)
dtr . . . dt2dt1.

То, что матрица �t
τ (st,ξ; ξ̃) удовлетворяет начальному условию (10), стано-

вится очевидным, если учесть структуру �t
τ и непрерывность по t коэффици-

ентов системы (4).
Теорема доказана.

Следствие 1. Вектор-функция

v(t; ξ) = �t
τ (st,ξ; ξ̃)F [ϕ](ρ0(τ ; st,ξ; ξ̃)), (t; ξ) ∈ �n

(τ ;T ],

является решением задачи Коши (4), (5).

Непосредственно из этого следствия, учитывая равенство u = F−1[v] (здесь
F−1 — обратное преобразование Фурье), путем формальных преобразований,
получим формулу

u(t;x) =
∫

Rn

G(t, x; τ, y)ϕ(y) dy, (t;x) ∈ �n
(τ ;T ], τ ∈ [0;T ), (13)

в которой

G(t, x; τ, y) := (2π)−n
∫

Rn

ei(y,ρ0(τ ;st,ξ;ξ̃))e−i(x,ξ)�t
τ (st,ξ; ξ̃) dξ, (14)

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, y} ⊂ Rn.

Отметим, что

ei(y,ρ0(t;st,ξ;ξ̃)) = ei(y
′
1,ξ

′′
1−(t−τ)ξ′′2 +(t−τ)2ξ3/2)

× ei(y
′′
1 ,ξ

′′
1−(t−τ)ξ′′2 )ei(y

′′′
1 ,ξ′′′1 )ei(y

′
2,ξ

′
2−(t−τ)ξ3)ei(y

′′
2 ,ξ

′′
2 )ei(y3,ξ3).

В следующем пункте будет установлено, что матричная функция (14) яв-
ляется искомой ФМРЗК для системы (1).

3. Свойства ФМРЗК. Приступим к исследованию свойств матрицы G.
Для этого прежде всего изучим свойства матрицанта �t

τ .
Сначала рассмотрим простой случай, когда в правой части системы (1)

отсутствуют младшие члены, а коэффициенты дифференциального выражения
A0(t; ∂x1) являются постоянными величинами, т. е. когда

A (t; ρ(t; š; ξ̃)) ≡ A 0(ρ(t; š; ξ̃)).

В этом случае матрицант �t
τ соответствующей системы (8) обозначим через

�t
τ,0.
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Лемма 1. Существуют положительные постоянные c и δ такие, что для
всех (t; ξ) ∈ �n

(τ ;T ], τ ∈ [0;T ), справедлива оценка

∣∣�t
τ,0(st,ξ; ξ̃)

∣∣ ≤ c e−δ(t−τ)(|ξ1|
−→
2b
+ +|(t−τ)ξ2|

−̂→
2b
+ +|(t−τ)2ξ3|

−→
2b′
+ ).

Доказательство. Отметим, что для матрицанта �t
τ,0 правильным явля-

ется представление

�t
τ,0(š; ξ̃) = exp


t∫

τ

A
0(ρ(β; š; ξ̃)) dβ

, 0 ≤ τ < t ≤ T, {s; ξ} ⊂ Rn, (15)

где

exp


t∫

τ

A
0(ρ(β; š; ξ̃)) dβ

 := E +
∞∑
j=1

1
j!

 t∫
τ

A
0(ρ(β; š; ξ̃)) dβ

j

.

Действительно, учитывая дифференцируемость по t функционального ря-

да exp
{

t∫
τ
A

0(ρ(β; š; ξ̃)) dβ
}

, а также равенство

t∫
τ

A
0(ρ(β; š; ξ̃)) dβ =

 ∑
|k1/

−→
2b|+=1

ak1

t∫
τ

(ρ(β; š; ξ̃))k1 dβ

A0,

где A0 — соответствующий постоянный матричный коэффициент, имеем

∂t

exp


t∫

τ

A
0(ρ(t; š; ξ̃)) dβ


 =

∞∑
j=1

1
(j − 1)!

( ∑
|k1/

−→
2b|+=1

ak1(ρ(t; š; ξ̃))
k1
)

×

 ∑
|k1/

−→
2b|+=1

ak1

t∫
τ

(ρ(β; š; ξ̃))k1 dβ

j−1

Aj
0 =

( ∑
|k1/

−→
2b|+=1

ak1(ρ(t; š; ξ̃))
k1
)
A0

×

E +
∞∑
j=1

1
j!

 ∑
|k1/

−→
2b|+=1

ak1

t∫
τ

(ρ(β; š; ξ̃))k1 dβ

j

Aj
0


= A0(ρ(t; š; ξ̃)) exp


t∫

τ

A
0(ρ(β; š; ξ̃)) dβ

.
Следовательно, матричная функция exp

{
t∫
τ
A

0(ρ(β; š; ξ̃)) dβ
}

является

обычным решением соответствующей системы (8). Что касается начального

условия (10), то его выполнение для exp
{

t∫
τ
A

0(ρ(β; š; ξ̃)) dβ
}

становится оче-
видным исходя из предельного соотношения

lim
t→τ+0

t∫
τ

A
0(ρ(β; š; ξ̃)) dβ = 0.
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Учитывая единственность матрицанта системы (8), получим равенство (15).
Произведя в интеграле из (15) замену переменной интегрирования согласно пра-
вилу t− β = χ(t− τ), имеем

�t
τ,0(š; ξ̃) = exp

(t−τ)
1∫

0

A
0(ρ(t−χ(t−τ); š; ξ̃)) dχ

, (t; ξ) ∈ �n
(τ ;T ], τ ∈ [0;T ).

Отсюда в силу утверждения соответствующей леммы из [6, гл. II, § 6] приходим
к оценке∥∥�t

τ,0(š; ξ̃)
∥∥

0 ≤ e
(t−τ) max

j∈Nm
Reλ0

j (τ,t;ξ)

×

1 +
m−1∑
j=1

2(t− τ)

∥∥∥∥∥∥
1∫

0

A
0(ρ(t− χ(t− τ); š; ξ̃)) dχ

∥∥∥∥∥∥
0

j, (16)

где ‖·‖0 — норма соответствующего оператора в m-мерном пространстве, а λ0
j —

собственные числа матрицы
1∫
0
A

0(ρ(t− χ(t− τ); š; ξ̃)) dχ, т. е. корни уравнения

det

 ∑
|k1/

−→
2b|+=1

ak1

1∫
0

(ρ(t− χ(t− τ); š; ξ̃))k1 dχA0 − λ0E

 = 0,

которое при

γ = λ0

 ∑
|k1/

−→
2b|+=1

ak1

1∫
0

(ρ(t− χ(t− τ); š; ξ̃))k1 dχ

−1

равносильно следующему уравнению:

det(A0 − γE) = 0. (17)

Очевидно, что для собственных чисел λj(t; η) матрицы A 0(η) выполняется
равенство

λj(t; η) = γj
∑

|k1/
−→
2b|+=1

ak1η
k1 , j ∈ Nm,

где γj — корни уравнения (17), из которого при η = ρ(t−χ(t− τ); š; ξ̃) получаем

λj(t; ρ(t− χ(t− τ); š; ξ̃)) = γj
∑

|k1/
−→
2b|+=1

ak1ρ
k1(t− χ(t− τ); š; ξ̃), j ∈ Nm,

а затем и
1∫

0

λj(t; ρ(t− χ(t− τ); š; ξ̃)) dχ

= γj
∑

|k1/
−→
2b|+=1

ak1

1∫
0

(ρ(t− χ(t− τ); š; ξ̃))k1 dχ ≡ λ0
j (τ ; t; ξ).
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Учитывая условие параболичности (2), имеем

Reλ0
j (τ, t; ξ) ≤ −δ0

1∫
0

∣∣ρ(t−χ(t−τ); š; ξ̃)|
−→
2b
+ dχ, j ∈ Nm, (t; ξ) ∈ �n

(τ ;T ], τ ∈ [0;T ).

(18)
Далeе, с помощью оценок (16), (18) и

max
j∈Nm

m∑
l=1

|alj |2 ≤
∥∥(alj)ml,j=1

∥∥2
0 ≤

m∑
l=1

m∑
j=1

|alj |2

(см. [6, гл. II, § 3, (3)]) непосредственно убеждаемся в существовании постоянной
c0 > 0 такой, что для всех (t; ξ) ∈ �n

(τ ;T ] и τ ∈ [0;T )

∣∣�t
τ,0(š; ξ̃)

∣∣ ≤ c0e
− δ0

2 (t−τ)
1∫
0
|ρ(t−χ(t−τ);š;ξ̃)|

−→
2b
+ dχ

(
m−1∑
j=1

sup
z>0

{zje−z}

)

= ce
− δ0

2 (t−τ)
1∫
0
|ρ(t−χ(t−τ);š;ξ̃)|

−→
2b
+ dχ

. (19)

Осталось отметить, что поскольку для α > 0 и {σ1, σ2, σ3} ∈ R [2]

0 < δ1 ≤
1∫

0

|σ1 − χσ2|2α dχ < +∞, |σ1|+ |σ2| = 1,

0 < δ2 ≤
1∫

0

|σ1 − χσ2 + χ2σ3|2α dχ < +∞, |σ1|+ |σ2|+ |σ3| = 1,

то при š = st,ξ
1∫

0

|ρ(t− χ(t− τ); st,ξ; ξ̃)|
−→
2b
+ dχ

=
1∫

0

(
|ξ′1 − χ(t− τ)ξ′2 + χ2(t− τ)2ξ3/2|

−→
2b′
+ + |ξ′′1 − χ(t− τ)ξ′′2 |

−→
2b′′
+
)
dχ+ |ξ′′′1 |

−→
2b′′′

=
n3∑
j=1

(|ξ1j |+ (t− τ)|ξ2j |+ (t− τ)2|ξ3j |/2)2bj

×
1∫

0

(
ξ1j − χ(t− τ)ξ2j + χ2(t− τ)2ξ3j/2
|ξ1j |+ (t− τ)|ξ2j |+ (t− τ)2|ξ3j |/2

)2bj
dχ


+

n2∑
j=n3+1

(|ξ1j |+ (t− τ)|ξ2j |)2bj
1∫

0

(
ξ1j − χ(t− τ)ξ2j
|ξ1j |+ (t− τ)|ξ2j |

)2bj
dχ

+ |ξ′′′1 |
−→
2b′′′
+

≥ δ
(
|ξ1|

−→
2b
+ + |(t− τ)ξ2|

−̂→
2b
+ + |(t− τ)2ξ3|

−→
2b′
+
)
, (20)

где δ > 0 — не зависящая от t, τ и ξ константа.
Лемма доказана.

Аналогом леммы 1 в общем случае является
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Лемма 2. Пусть коэффициенты из правой части системы (4) непрерывно
зависят от t на [0;T ]. Тогда для соответствующего ей матрицанта �t

τ (st,ξ; ξ̃)
выполняется оценка∣∣�t

τ (st,ξ; ξ̃)
∣∣ ≤ ce−δ(t−τ)(|ξ1|

−→
2b
+ +|(t−τ)ξ2|

−̂→
2b
+ +|(t−τ)2ξ3|

−→
2b′
+ ), (t; ξ) ∈ �n

(τ ;T ], τ ∈ [0;T )

(положительные постоянные c и δ не зависят от t, τ и ξ).
Доказательство. Зафиксируем произвольно t из (τ ;T ] и рассмотрим со-

ответствующий промежуток (τ ; t], который точками {tj}lj=0, t0 = τ < t1 < · · · <

tl = t, разобьем на l элементарных частей: (τ ; t] =
l⋃

j=1
(tl−1; tl]. Тогда [5]

�t
τ (š; ξ̃) =

l∏
j=1

�
tj
tj−1

(š; ξ̃). (21)

Таким образом, оценка �t
τ свелась к оценке �tj

tj−1
на соответствующем элементе

разбиения.
Для оценки �

tj
tj−1

положим τ := tj−1, εj := tj − tj−1; зафиксируем произ-
вольно точку t∗ из интервала (τ ; tj) и приведем систему (8) к виду

∂t�
t
τ (š; ξ̃) = A 0(t∗; ρ(t; š; ξ̃))�t

τ (š; ξ̃) + q(t; š; ξ̃), t ∈ (τ ; tj ], {s; ξ} ⊂ Rn, (22)

где q(t; š; ξ̃) := ({A 0(t; ρ(t; š; ξ̃)) − A 0(t∗; ρ(t; š; ξ̃))} + A
1(t; ρ(t; š; ξ̃)))�t

τ (š; ξ̃),
A

1 := A −A 0.
Решив задачу Коши (22), (10), получим, что

�t
τ (š; ξ̃) = �t

τ,0(š; ξ̃) +
t∫

τ

�t
σ,0(š; ξ̃)q(σ; š; ξ̃) dσ,

где �t
τ,0(š; ξ̃) = exp

{
t∫
τ
A

0(t∗; ρ(β; š; ξ̃)) dβ
}

.

Далее, воспользуемся равенством

A (t; ρ(β; š; ξ̃)) =
∑

|k1/
−→
2b|+≤1

(ρ(β; š; ξ̃))k1Ak1(t),

в котором Ak1(·) — соответствующие матричные коэффициенты. Поскольку ко-
эффициенты Ak1(t) — непрерывные функции на отрезке [0;T ], они равномерно
непрерывны на этом отрезке. Поэтому, какое бы t∗ ∈ (τ ; tj) ни выбрали, для
каждого ν > 0 найдется такое ε > 0, не зависящее от t∗, что для всех {s; ξ} ⊂ Rn,
σ ∈ [τ ; tj)

|A 0(t; ρ(σ; š; ξ̃))−A 0(t∗; ρ(σ; š; ξ̃))| ≤ ν|ρ(σ; š; ξ̃)|
−→
2b
+ ,

как только |t− t|∗ < ε.
Отметим также, что в A 1(t; ρ(σ; š; ξ̃)) входят многочлены относительно

ρ(σ; š; ξ̃) степени не выше, чем
−→
2b − ~1, поэтому для указанного ν существует

такое rj > 0, что при |ρ(σ; š; ξ̃)|+ > rj выполняется неравенство

|A 1(t; ρ(σ; š; ξ̃))| ≤ ν|ρ(σ; š; ξ̃)|
−→
2b
+ .
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Учитывая все это, а также оценку (19), приходим к оценке

exp

δ
t∫

τ

|ρ(β; š; ξ̃)|
−→
2b
+ dβ

∣∣�t
τ (š; ξ̃)

∣∣
≤ c+ 2cmν

t∫
τ

|ρ(σ; š; ξ̃)|
−→
2b
+ exp

δ
σ∫
τ

|ρ(β; š; ξ̃)|
−→
2b
+ dβ

∣∣�σ
τ (š; ξ̃)

∣∣ dσ, δ = δ0/2.

Согласно лемме 2 из [7, гл. IX, § 2] получаем, что

∣∣�t
τ (š; ξ̃)

∣∣ ≤ c exp

−δ
t∫

τ

|ρ(β; š; ξ̃)|
−→
2b
+ dβ


1 + 2cmν

t∫
τ

|ρ(σ; š; ξ̃)|
−→
2b
+

× exp

2cmν

t∫
σ

|ρ(β; š; ξ̃)|
−→
2b
+ dβ

 dσ

 ≤ c exp

−δ
t∫

τ

|ρ(β; š; ξ̃)|
−→
2b
+ dβ


×

1 + exp

4cmν

t∫
τ

|ρ(β; š; ξ̃)|
−→
2b
+ dβ


.

Положим теперь ν := δ/(8 cm) и предположим, что εj не превышает ε
(соответствующее ν). Тогда

∣∣�tj
tj−1

(š; ξ̃)
∣∣ ≤ 2c exp

−δ

2

tj∫
tj−1

|ρ(β; š; ξ̃)|
−→
2b
+ dβ

, j ∈ Nl. (23)

Оценка (23) получена в предположении, что |ρ(σ; š; ξ̃)|+ > rj , σ ∈ [tj−1; tj ].
Если |ρ(σ; š; ξ̃)|+ < rj , то согласно равенству (11)

∣∣�tj
tj−1

(š; ξ̃)
∣∣ ≤ c0j ≤ c0je

δ
2 εjr

|−→2b|+
j exp

−δ

2

tj∫
tj−1

|ρ(β; š; ξ̃)|
−→
2b
+ dβ

.
Следовательно, существуют положительные постоянные δ, c0 := max

j∈Nl
{c0j ; 2c}

и r := max
j∈Nl

{
r
|−→2b|+
j

}
такие, что для всех j ∈ Nl и {s; ξ} ⊂ Rn выполняется нера-

венство ∣∣�tj
tj−1

(š; ξ̃)
∣∣ ≤ c0 exp

−δ

2

 tj∫
tj−1

|ρ(β; š; ξ̃)|
−→
2b
+ dβ + rεj

,
из которого, а также из (21) получаем

∣∣�t
τ (š; ξ̃)

∣∣ ≤ ct exp

−δ

2

t∫
τ

|ρ(β; š; ξ̃)|
−→
2b
+ dβ

, (24)

ct := (mc0)le
δ
2 r(t−τ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {s; ξ} ⊂ Rn.

Если положить š = st,ξ и учесть неравенство (20), а также существование
конечного разбиения отрезка [0;T ] с элементами подходящей длины εj (что,
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в свою очередь, гарантирует существование конечного sup
t∈[0;T ]

{ct}), то из (24)

придем к утверждению леммы 2.
Лемма доказана.

Рассмотрим матричную функцию
◦
�t
τ (z), полагая ее равной �t

τ (st,ξ; ξ̃) при
ξ =

(
z11

(t−τ)
1

2b1
, . . . ,

z1n1

(t−τ)
1

2bn1

; z21

(t−τ)
1+ 1

2b1
, . . . ,

z2n2

(t−τ)
1+ 1

2bn2

; z31

(t−τ)
2+ 1

2b1
, . . . ,

z3n3

(t−τ)
2+ 1

2bn3

)
.

Непосредственно из утверждения леммы 2 получаем оценку∣∣ ◦�t
τ (z)

∣∣ ≤ ce−δ|z|
−→
2b∗
+ , z ∈ Rn, 0 ≤ τ < t ≤ T,

с положительными постоянными c и δ, не зависящими от t и τ , где
−→
2b∗ :=

(
−→
2b,

−̂→
2b,

−→
2b ′) — n-мерный вектор.

Отметим, что согласно равенству (11) матрица
◦
�t
τ (z) по пространственной

переменной z допускает аналитическое продолжение в комплексное простран-
ство Cn к целой матричной функции порядка роста

−→
2b∗ конечного типа:

∣∣ ◦�t
τ (z)

∣∣ ≤ 1 +
∞∑
r=1

mr

×
t∫

τ

t1∫
τ

· · ·
tr−1∫
τ

r∏
j=1

∣∣∣∣A (tj ; (t− τ)−
1

2b1

(
z11 −

t− tj
t− τ

z21 +
(t− tj)2

2(t− τ)2
z31

)
, . . . ,

(t− τ)−
1

2bn3

(
z1n3 −

t− tj
t− τ

z2n3 +
(t− tj)2

2(t− τ)2
z3n3

)
;

(t− τ)−
1

2bn3+1

(
z1n3+1 −

t− tj
t− τ

z2n3+1

)
, . . . , (t− τ)−

1
2bn2

(
z1n2 −

t− tj
t− τ

z2n2

)
;

(t− τ)
− 1

2bn2+1 z1n2+1, . . . , (t− τ)−
1

2bn1 z1n1

)∣∣∣∣ dtr . . . dt2dt1
≤ 1 +

∞∑
r=1

(
mc(t− τ)−1|z|

−→
2b∗
+
)r t∫

τ

t1∫
τ

· · ·
tr−1∫
τ

1 dtr . . . dt2dt1

= 1 +
∞∑
r=1

1
r!
(
mc|z|

−→
2b∗
+
)r = emc|z|

−→
2b∗
+ , 0 ≤ τ < t ≤ T, z ∈ Cn.

Отсюда и из утверждения леммы 2, применяя соответствующие теоремы
типа Фрагмена — Линделефа [4], приходим к такому утверждению.

Лемма 3. Для матричной функции
◦
�t
τ правильными являются оценки∣∣ ◦�t

τ (z)
∣∣ ≤ c exp

{
−δ|x|

−→
2b∗
+ + δ1|y|

−→
2b∗
+
}

(∀ z = x+ iy ∈ Cn),

∣∣∂kz ◦�t
τ (z)

∣∣ ≤ cB|k|+ kk~α
∗

exp
{
−δ|z|

−→
2b∗
+
}

(∀k ∈ Zn
+ ∀z ∈ Rn),

в которых положительные постоянные c,B, δ и δ1 не зависят от t, τ, z и k, а

~α∗ := (~1−~1/
−→
2b, ̂(~1−~1/

−→
2b), (~1−~1/

−→
2b)′).
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Следствие 2. Каждый элемент матрицы
◦
�t
τ (z) как функция простран-

ственной переменной z принадлежит пространству S
~B,~β∗

~Aδ,~α∗
, где ~β∗ :=

(
~1/
−→
2b,~̂1/

−→
2b,

~1/
−→
2b ′
)
, ~Aδ := ((eδ

−→
2b)−~1/

−→
2b , (eδ

−̂→
2b)−̂~1/

−→
2b , (eδ

−→
2b ′)−~1/

−→
2b′) и ~B := (B, . . . , B) (т. е. со-

ответствующему пространству типа S И. М. Гельфанда и Г. Е. Шилова [4]).

Напомним, что S
~B,~β
~A,~α

— счетно-нормированное пространство, состоящее из
всех бесконечно дифференцируемых на Rn функций ϕ(·), которые при произ-
вольных ~ρ > ~0 и ~µ > ~0 удовлетворяют неравенству∣∣∂kxϕ(x)

∣∣ ≤ c~ρ~µ( ~B + ~µ)kkk~β
n∏

j=1

e−(aj−ρj)|xj |1/αj ,

x ∈ Rn, k ∈ Zn
+, aj =

αj
eA1/αj

, j ∈ Nn.

Отметим [4], что оператор преобразования Фурье F непрерывно отобра-
жает каждое пространство S

~B,~β
~A,~α

в соответствующее пространство S
~A0,~α
~B0,~β

при

~A0 = (A1e
1

A1B1 , . . . , Ane
1

AnBn ) и ~B0 = (B1e
1

A1B1 , . . . , Bne
1

AnBn ).
Учитывая этот факт, непосредственно из леммы 3 приходим к следующему

утверждению.

Лемма 4. Для каждого T > 0 существуют положительные постоянные
c,B и δ такие, что для всех t ∈ (τ ;T ], τ ∈ [0;T ), k ∈ Zn

+ и x ∈ Rn выполняется
неравенство ∣∣∂kxF [ ◦�t

τ (z)
]
(x)
∣∣ ≤ cB|k|+ kk

~β∗e−δ|x|
~1/~α∗
+ .

Теорема 2. Матричная функция G дифференцируема по t, бесконечно
дифференцируема по x и ξ в своей области определения, при этом существуют
положительные постоянные A,B, c и δ такие, что для всех {q, l} ⊂ Zn

+, {x, ξ} ⊂
Rn, t ∈ (τ ;T ] и τ ∈ [0;T ) выполняются оценки∣∣∂qx∂lξG(t, x; τ, ξ)

∣∣
≤ cA|q|+qq

~βB|l|+ ll
~β

(t− τ)|(l1+q1)/
−→
2b+~1|++|( ̂~1+~1/−→2b)(l2+q2+~̂1)|++|(~2+~1/−→2b)′(l3+q3+~1′)|+

× exp

{
−δ

(
n1∑
j=1

((t− τ)−
1

2bj |x1j − ξ1j |)
2bj

2bj−1

+
n2∑
j=1

((t− τ)−1− 1
2bj |x2j − ξ2j + (t− τ)ξ1j |)

2bj
2bj−1

+
n3∑
j=1

((t− τ)−2− 1
2bj |x3j − ξ3j + (t− τ)ξ2j − (t− τ)2ξ1j/2|)

2bj
2bj−1

)}
, (25)

|∂tG(t, x; τ, ξ)| ≤ c(t−τ)−|~β
∗|+−n2−2n3−1 exp

{
−δ

(
n1∑
j=1

((t−τ)−
1

2bj |x1j−ξ1j |)
2bj

2bj−1

+
n2∑
j=1

((t− τ)−1− 1
2bj |x2j − ξ2j + (t− τ)ξ1j |)

2bj
2bj−1 +

n3∑
j=1

((t− τ)−2− 1
2bj |x3j − ξ3j
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+ (t− τ)ξ2j − (t− τ)2ξ1j/2|)
2bj

2bj−1

)}
. (26)

Доказательство. В интеграле

∂qx∂
l
ξG(t, x; τ, ξ)

=
(−1)|q|+i|l+q|+

(2π)n

∫
Rn

ŷ1
q̂1(y′′′1 )q

′′′
1 +l′′′1

(
y′2
)q′2(y′′2 )q′′2 +l′′2 yq3+l3

3
(
(t− τ)2y3/2

−(t−τ)y′2−y′1
)l′1(y′′1−(t−τ)y′′2

)l′′1 (y′2−(t−τ)y3
)l′2ei(ξ,ρ0(τ ;st,y;ỹ))e−i(x,y)�t

τ (st,y; ỹ) dy

проведем замену переменных интегрирования согласно правилу

(t− τ)j−1+ 1
2brj yjrj = zjrj , rj ∈ Nnj , j ∈ N3. (27)

Положив

β∗ := |(l1 + q1)/
−→
2b +~1|+ + |( ̂~1 +~1/

−→
2b)(l2 + q2 +~1)|+ + |(~2 +~1/

−→
2b)′(l3 + q3 +~1′)|+,

ςjrj := (t− τ)
1−j− 1

2brj ξjrj , ηjrj := (t− τ)
1−j− 1

2brj xjrj , rj ∈ Nnj , j ∈ N3, (28)

получим, что

∂qx∂
l
ξG(t, x; τ, ξ) =

(−1)|q|+i|l+q|+

(2π)n
(t−τ)β∗

∫
Rn

ẑ1
q̂1
(
z′′′1
)q′′′1 +l′′′1

(
z′2
)q′2(z′′2 )q′′2 +l′′2 zq3+l3

3

× (z3/2− z′2 − z′1)
l′1(z′′1 − z′′2 )l

′′
1 (z′2 − z3)l

′
2ei(ς,ρ0(0;s1,z ;z̃))e−i(η,z)

◦
�t
τ (z) dz

≡ (−1)|q|+i|l+q|+

(2π)n
(t− τ)β∗�t,τ (ς, η). (29)

Оценим �t,τ (ς, η). Поскольку

ẑ1
q̂1
(
z′′′1
)q′′′1 +l′′′1

(
z′2
)q′2(z′′2 )q′′2 +l′′2 zq3+l3

3
(
z3/2− z′2 − z′1

)l′1(z′′1 − z′′2
)l′′1 (z′2 − z3

)l′2
=

l′2∑
g′2=0

C
g′2
l′2

l′′1∑
g′′1 =0

C
g′′1
l′′1

l′1∑
g′1=0

C
g′1
l′1

g′1∑
p′1=0

C
p′1
g′1

(−1)
∣∣l′2+g′1−g

′
2

∣∣
+

+
∣∣l′′1−g′′1 ∣∣+2−

∣∣l′1−g1′∣∣+(z′1)g′1−q′1−p′1
×
(
z′′1
)g′′1 +q′′1

(
z′′′1
)q′′′1 +l′′′1

(
z′2
)g′2+q′2+p′1

(
z′′2
)l′′1 +l′′2 +q′′2−g

′′
1 z

q3+l3+l′1+l′2−g
′
1−g

′
2

3 ,

положив ς1 := ζ1 − η1, ς2 := ζ2 − η2 − ζ̂1, ς3 := ζ3 − η3 − ζ ′2 + ζ1/2, согласно
равенству ei(ζ;ρ0(0;s1,z ;z̃))e−i(η,z) = ei(z,ς) и утверждению леммы 4 имеем

|�t,τ (ζ, η)| ≤
l′2∑

g′2=0

C
g′2
l′2

l′′1∑
g′′1 =0

C
g′′1
l′′1

l′1∑
g′1=0

C
g′1
l′1

g′1∑
p′1=0

C
p′1
g′1

×
∣∣∂g′1+q′1−p

′
1

ς′1
∂
g′′1 +q′′1
ς′′1

∂
q′′′1 +l′′′1
ς′′′1

∂
g′2+q′2+p′1
ς′2

∂
l′′1 +l′′2 +q′′2−g

′′
1

ς′′2
∂
q3+l3+l′1+l′2−g

′
1−g

′
2

ς3 F
[ ◦
�t
τ (z)

]
(ς)
∣∣

≤ cB|q+l|+(q + l)(q+l)~β∗e−δ|ς|
1/~α∗
+

l′2∑
g′2=0

C
g′2
l′2

l′′1∑
g′′1 =0

C
g′′1
l′′1

l′1∑
g′1=0

C
g′1
l′1

g′1∑
p′1=0

C
p′1
g′1

= c3|l
′
1|+2|l

′′
1 |++|l′2|+B|q+l|+(q + l)(q+l)~β∗e−δ|ς|

~1/~α∗
+ .
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Учитывая полученную оценку интеграла �t,τ , а также подстановку (28) и нера-
венство

(a+ b)α(a+b) ≤ 2α(a+b)aαabαb, α > 0, {a, b} ⊂ Z+,

непосредственно из (29) приходим к утверждению (25).
Перейдем теперь к установлению оценки (26). Исходя из равенств

∂t�
t
τ (st,y; ỹ) = A (t; y1)�t

τ (st,y; ỹ)−

(
n2∑
j=1

y2j∂y1j +
n3∑
j=1

y3j∂y2j

)
�t
τ (st,y; ỹ),

∂te
i(y,ρ0(τ ;st,ξ;ξ̃)) = iei(y,ρ0(τ ;st,ξ;ξ̃)){(t− τ)(ξ′1, y3)− (ξ′2, y3)− (ξ̂1, y2)},

e−i(x,y)ei(y,ρ0(τ ;st,ξ;ξ̃)) = ei(y1,ξ1−x1)ei(y2,ξ2−x2−(t−τ)ξ̂1)ei(y3,ξ3−x3−(t−τ)ξ′2+(t−τ)2ξ′1/2)

и (14), получим

∂tG(t, x; τ, ξ) = i(2π)−n
∫

Rn

e−i(x,y)ei(ξ,ρ0(τ ;st,y;ỹ)){(t−τ)(ξ′1, y3)−(y′2, y3)−(ξ̂1, y2)}

× �t
τ (st,y; ỹ) dy + (2π)−n

∫
Rn

e−i(x,y)ei(ξ,ρ0(τ ;st,y;ỹ))
A (t; y1)�t

τ (st,y; ỹ) dy

+ i(2π)−n
∫

Rn

(ξ̂1 − x̂1, y2)e−i(x,y)ei(ξ,ρ0(τ ;st,y;ỹ))�t
τ (st,y; ỹ) dy

+ i(2π)−n
∫

Rn

(ξ′2 − x′2 − (t− τ)ξ′1, y3)e−i(x,y)ei(ξ,ρ0(τ ;st,y;ỹ))�t
τ (st,y; ỹ) dy.

Осуществив в последних интегралах замену (27) и подстановку (28), придем к
равенствам

∂tG(t, x; τ, ξ) =
i

(2π)n(t− τ)|~β∗|++n2+2n3+1

×
{∫

Rn

((z3, ζ ′1 − ζ ′2)− (z2, ζ̂1))ei(ζ,ρ0(0;s1,z ;z̃))e−i(η,z)
◦
�t
τ (z) dz

+i−1(t−τ)
∫

Rn

ei(ζ,ρ0(0;s1,z ;z̃))e−i(η,z)A (t; (t−τ)−
1

2b1 z11, . . . , (t−τ)
− 1

2bn1 z1n1)
◦
�t
τ (z) dz

+
∫

Rn

(z2, ζ̂1 − η̂1)ei(ζ,ρ0(0;s1,z ;z̃))e−i(η,z)
◦
�t
τ (z) dz

+
∫

Rn

(z3, ζ ′2 − η′2 − ζ ′1)e
i(ζ,ρ0(0;s1,z ;z̃))e−i(η,z)

◦
�t
τ (z) dz

}

=
i

(2π)n(t− τ)|~β∗|++n2+2n3+1

{
i−1(t− τ)

×
∫

Rn

ei(ζ,ρ0(0;s1,z ;z̃))e−i(η,z)A (t; (t− τ)−
1

2b1 z11, . . . ,

(t− τ)−
1

2bn1 z1n1)
◦
�t
τ (z) dz −

∫
Rn

((z2, η̂1) + (z3, η′2))e
i(ζ,ρ0(0;s1,z ;z̃))e−i(η,z)

◦
�t
τ (z) dz

}
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=
i

(2π)n(t− τ)|~β∗|++n2+2n3+1

×
{
i−1

∑
|k1/

−→
2b|+≤1

(t− τ)1−|k1/
−→
2b|+Ak1(t)

∫
Rn

zk1
1 ei(ζ,ρ0(0;s1,z ;z̃))e−i(η,z)

×
◦
�t
τ (z) dz −

n2∑
j=1

η1j

∫
Rn

z2je
i(ζ,ρ0(0;s1,z ;z̃))e−i(η,z)

◦
�t
τ (z) dz

−
n3∑
j=1

η2j

∫
Rn

z3je
i(ζ,ρ0(0;s1,z ;z̃))e−i(η,z)

◦
�t
τ (z) dz

}

≡ i

(2π)n(t− τ)|~β∗|++n2+2n3+1

{
i−1

∑
|k1/

−→
2b|+≤1

(t− τ)1−|k1/
−→
2b|+Ak1(t)�

1,k1
t,τ (ζ; η)

−
n2∑
j=1

η1j�
2,j
t,τ (ζ; η)−

n3∑
j=1

η2j�
3,j
t,τ (ζ; η)

}
. (30)

Отметим, что каждый из интегралов �1,k1
t,τ , �2,j

t,τ и �3,j
t,τ является интегралом

типа �t,τ , поэтому, оценивая указанные интегралы как �t,τ , для всех {ζ, η} ⊂
Rn, t ∈ (τ ;T ] и τ ∈ [0;T ) получим∣∣�1,k1

t,τ (ζ, η)
∣∣ ≤ c exp

{
−δ
(
|ζ1 − η1|

−→
2b/(~1−−→2b)
+ + |ζ2 − η2 − ζ̂1|

̂−→
2b/(~1−−→2b)
+

+ |ζ3 − η3 − ζ ′2 + ζ ′1/2|
−→
2b′/(~1−−→2b)′
+

)}
, |k1/

−→
2b |+ ≤ 1,

∣∣�l,j
t,τ (ζ, η)

∣∣ ≤ c exp
{
−δ
(
|ζ1 − η1|

−→
2b/(~1−−→2b)
+ + |ζ2 − η2 − ζ̂1|

̂−→
2b/(~1−−→2b)
+

+ |ζ3 − η3 − ζ ′2 + ζ ′1/2|
−→
2b′/(~1−−→2b)′
+

)}
, j ∈ Nnl , l ∈ {2; 3}

(здесь c и δ — положительные постоянные, не зависящие от t и τ).
Отсюда, а также из равенств (30), еще раз приняв во внимание подстановку

(28), приходим к (26).
Теорема доказана.

Следствие 3. Каждый элемент матрицы G как функция переменной ξ

или x принадлежит пространству S
~β∗

~α∗ [4], т. е. по каждой из этих переменных
допускает аналитическое продолжение в комплексное пространство Cn до целой
функции порядка роста ~1/~α∗ конечного типа.

Утверждение теоремы 2 обеспечивает корректность проведенных преобра-
зований при выводе формулы (13), поэтому вектор-функция u, которая опре-
деляется этой формулой, является обычным решением задачи Коши (1), (3) на
множестве �n

(τ ;T ], τ ∈ [0;T ). Но тогда и матрица G(t, x; τ, ξ), (τ ; ξ) ∈ �n
[0;T ), как

функция переменных t и x также является решением системы (1) на �n
(τ ;T ].

Отметим также, что удовлетворение решения (13) начальному условию (3)
при произвольной начальной вектор-функции ϕ с компонентами ϕj , j ∈ Nm, из
пространства S равносильно выполнению предельного соотношения для матри-
цы G из определения ФМРЗК (в указанном смысле).

Следовательно, имеет место

Теорема 3. Матричная функция (14) является ФМРЗК для системы (1).
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