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НЕРАВЕНСТВА ТИПА ХАРДИ

НА КОНУСАХ МОНОТОННЫХ ФУНКЦИЙ

О. В. Попова

Аннотация. Устанавливаются необходимые и достаточные условия выполнения
различных неравенств типа Харди на конусах монотонных функций.
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1. Введение

Неравенства Харди, в том числе на конусах монотонных функций, являют-
ся предметом интенсивных исследований последних двух десятилетий. В част-
ности, можно указать работы [1–17], посвященные данной проблематике.

Введем обозначения. Пусть λ, µ, ν — положительные σ-конечные меры Бо-
реля на R+ := [0,∞), M+ — класс, состоящий из всех борелевских функций
f : R+ → [0,+∞], и M↓ (M↑) — подкласс M+, состоящий из всех невозраста-
ющих (неубывающих) функций. Положим �(x) :=

∫
[0,x]

dλ и всюду далее будем

предполагать, что �(x) <∞ для всех x ∈ R+.
Настоящая работа посвящена изучению неравенств типа Харди на конусах

монотонных функций.
В п. 3.1 рассматривается неравенство( ∫

[0,∞)

(Kf)q dµ
) 1

q

≤ C

( ∫
[0,∞)

fp dλ

) 1
p

(1)

для оператора

Kf(x) =
∫

[0,x]

k(x, y)f(y) dν(y), (2)

где k(x, y) ≥ 0 — измеримое ядро, удовлетворяющее условию Ойнарова: суще-
ствует константа D ≥ 1 такая, что

D−1(k(x, z) + k(z, y)) ≤ k(x, y) ≤ D(k(x, z) + k(z, y)), x ≥ z ≥ y. (3)

Неравенства (1) с абсолютно непрерывными мерами для всех f ∈ M+ при 1 <
p, q < ∞ изучены в [18] (см. также [19–22]), а в случае борелевских мер — в
[23, 24]. На конусе монотонных функций при k(x, y) ≡ 1 неравенство (1) для
0 < p, q ≤ 1, 1 < p, q <∞, 0 < p ≤ 1 ≤ q исследовано в [17].

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 09–01–00093).
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В п. 3.1 мы даем критерии выполнения неравенства (1), а также неравен-
ства ( ∫

[0,∞)

(Kf)q dµ
) 1

q

≤ C

( ∫
[0,∞)

( ∫
[x,∞)

f dλ

)p

dλ

) 1
p

(4)

для всех f ∈ M↓ при 0 < p, q <∞, q ≥ 1.
В п. 3.2, опираясь на результаты работы [25], получаем критерии выполне-

ния неравенства( ∫
[0,∞)

( ∫
[x,∞)

f dλ

)q

dλ

) 1
q

≤ C

( ∫
[0,∞)

fp dµ

) 1
p

, f ∈ M↓, (5)

и сравниваем их с критериями, полученными в [12].
В п. 3.3 рассматриваются неравенства для отрицательных параметров p и

q. Весовые неравенства Харди с отрицательными параметрами суммирования
характеризуются в [26]. Мы даем критерии выполнения неравенств с мерами
вида ( ∫

[0,∞]

( ∫
[0,x]

f dλ

)q

dλ

) 1
q

≤ C

( ∫
[0,∞)

fp dµ

) 1
p

, f ∈ M↑,

как для положительных, так и для отрицательных значений p, q. Этот результат
дополняет и обобщает критерии из [24, 14].

Запись A � B означает, что A ≤ cB с константой c, зависящей только
от параметра суммирования. Пишем A ≈ B вместо A � B � A или A = cB.
Показатель p′ равен p/(p−1) для 0 < p <∞, p 6= 1, Lp(λ) означает совокупность
всех λ-измеримых функций f на R+ таких, что ‖f‖p,λ :=

( ∫
[0,∞)

|f |p dλ
) 1
p .

2. Вспомогательные сведения

Для доказательства основных результатов потребуются следующие утвер-
ждения.

Теорема 1 [14, теорема 2.1]. При 0 < p ≤ q <∞

sup
0≤F↓

( ∫
[0,∞)

F q dω
) 1
q

( ∫
[0,∞)

F p dν
) 1
p

= sup
x≥0

( ∫
[0,x]

dω
) 1
q

( ∫
[0,x]

dν
) 1
p

.

Теорема 2 [14, теорема 2.2]. Пусть 0 < q < p <∞ и 1
r = 1

q −
1
p . Тогда

sup
0≤F↓

( ∫
[0,∞)

F q dω
) 1
q

( ∫
[0,∞)

F p dν
) 1
p

≈
( ∫

[0,∞)

( ∫
[x,∞)

dω(t)∫
[0,t]

dν

) r
q

dν(x)
) 1

r

.
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Теорема 3 [14, теорема 2.3]. Пусть 0 < q < p <∞ и 1
r = 1

q −
1
p . Тогда

sup
0≤F↓

( ∫
[0,∞)

F q dω
) 1
q

( ∫
[0,∞)

F p dν
) 1
p

≈
( ∫

[0,∞)

(
1∫

[0,x]
dν

∫
[0,x]

dω +
1∫

[0,∞)
dν

∫
[0,∞)

dω

) r
q

dν(x)
) 1

r

,

если ( ∫
[0,x]

dν

)−1

−
( ∫

[0,∞]

dν

)−1

≤ C

∫
[x,∞)

( ∫
[0,t]

dν

)−2

dν

для некоторой константы C.

Теорема 4 [25; 27, теорема 2]. Пусть 1 ≤ γ < ∞. Тогда для всех f ∈ M↓,
f 6≡ 0, имеет место двустороннее неравенство

1

(γ + 1)
1
γ

≤

( ∫
[0,∞)

( ∫
[x,∞)

f dλ
)γ
dλ(x)

) 1
γ

( ∫
[0,∞)

fγ�γ dλ
) 1
γ

≤ γ. (6)

Если 0 < γ < 1, то для всех f ∈ M↓, f 6≡ 0 имеет место неравенство

0 < c(γ) ≤

( ∫
[0,∞)

( ∫
[x,∞)

f dλ
)γ
dλ(x)

) 1
γ

( ∫
[0,∞)

fγ�γ dλ
) 1
γ

≤ 1
γ
. (7)

Теорема 5 [25; 27, теорема 6]. Пусть −1 < γ < 0. Тогда для всех f ∈ M↑,
f(x) > 0, λ-п. в. выполнено соотношение

(−γ)
1
γ ≤

( ∫
[0,∞)

( ∫
[0,x]

f dλ
)γ
dλ

) 1
γ

( ∫
[0,∞)

fγ�γ dλ
) 1
γ

≤ 1. (8)

Теорема 6 [25; 27, теорема 7]. Пусть γ ≤ −1. Тогда для всех f ∈ M↑,
f(x) > 0, λ-п. в. выполняется двустороннее неравенство

0 < cγ ≤

( ∫
[0,∞)

( ∫
[0,x]

f dλ
)γ
dλ

) 1
γ

( ∫
[0,∞)

fγ�γ dλ
) 1
γ

≤ 1. (9)

3. Основные результаты

3.1. На конусе невозрастающих функций рассмотрим неравенство (1) при
0 < p < ∞, 1 ≤ q < ∞ для оператора (2) с ядром, удовлетворяющим условию
Ойнарова (3), с константой C > 0, выбранной наименьшей из возможных.

Определим функции

k̄(x) :=
∫

[0,x]

k(x, y) dν(y), k̃(x) :=
∫

[x,∞)

k(y, x) dµ(y), ν̄(x) :=
∫

[0,x]

dν(y).
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Теорема 7. Пусть 0 < p <∞, 1 ≤ q <∞ и при p > 1 выполнены условия∫
[0,∞)

dλ = ∞,

( ∫
[0,x]

dλ

)−1

≤ c

∫
[x,∞)

( ∫
[0,t]

dλ

)−2

dλ(t).

Тогда неравенство (1) выполняется для всех функций f ∈ M↓ тогда и только
тогда, когда

A0 <∞, p ≤ q = 1, B0 <∞, 1 = q < p,

A1 +A2,1 +A∗2,1 +A2,2 <∞, 1 < p ≤ q,

B1 +B2,1 +B∗
2,1 +B2,2 <∞, 1 < q < p,

D1 +D2 +D3 <∞, 0 < p ≤ 1 < q,

где

A0 := sup
x≥0

( ∫
[0,x]

k̃ dν

)( ∫
[0,x]

dλ

)− 1
p

, B0 :=
( ∫

[0,∞)

( ∫
[x,∞)

k̃(t) dν(t)∫
[0,t]

dλ

)p′

dλ(x)
) 1

p′

,

A1 := sup
t≥0

( ∫
[t,∞)

�−p
′
dλ

) 1
p′

( ∫
[0,t]

k̄q dµ

) 1
q

,

A2,1 := sup
t≥0

( ∫
[0,t]

�(x)−p
′
ν̄(x)p

′
k(t, x)p

′
dλ(x)

) 1
p′

( ∫
[t,∞)

dµ

) 1
q

,

A∗2,1 := sup
t≥0

( ∫
[0,t]

�−p
′
ν̄p

′
dλ

) 1
p′

( ∫
[t,∞)

k(y, t)q dµ(y)
) 1

q

,

A2,2 := sup
t≥0

( ∫
[0,t]

�−p
′
k̄p

′
dλ

) 1
p′

( ∫
[t,∞)

dµ

) 1
q

;

Br
1 :=

∫
[0,∞)

( ∫
[0,x]

k̄q dµ

) r
q
( ∫

[x,∞)

�−p
′
dλ

) r
q′

�(x)−p
′
dλ(x),

Br
2,1 :=

∫
[0,∞)

( ∫
[0,t]

�(x)−p
′
ν̄(x)p

′
k(t, x)p

′
dλ(x)

) r
p′

( ∫
[t,∞)

dµ

) r
p

dµ(t),

B∗r
2,1 :=

∫
[0,∞)

( ∫
[0,t]

�−p
′
ν̄p

′
dλ

) r
q′

( ∫
[t,∞)

k(y, t)q dµ(y)
) r

q

�(t)−p
′
ν̄(t)p

′
dλ(t),

Br
2,2 :=

∫
[0,∞)

( ∫
[x,∞)

dµ

) r
q
( ∫

[0,x]

�−p
′
k̄p

′
dλ

) r
q′

�(x)−p
′
k̄(x)p

′
dλ(x),

где 1
r = 1

q −
1
p ;

D1 := sup
x≥0

( ∫
[0,x]

k̄q dµ

) 1
q

�(x)−
1
p , D2 := sup

x≥0

( ∫
[x,∞)

k(y, x)q dµ(y)
) 1

q

ν̄(x)�(x)−
1
p ,
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D3 := sup
x≥0

( ∫
[x,∞)

dµ

) 1
q

k̄(x)�(x)−
1
p .

Доказательство. Рассмотрим случай q = 1:∫
[0,∞)

(Kf) dµ ≤ C

( ∫
[0,∞)

fp dλ

) 1
p

.

Для наименьшей константы C получаем

C = sup
0≤f↓

∫
[0,∞)

( ∫
[0,x]

k(x, y)f(y) dν(y)
)
dµ(x)

( ∫
[0,∞)

fp dλ
) 1
p

= sup
0≤f↓

∫
[0,∞)

k̃(y)f(y) dν(y)

( ∫
[0,∞)

fp dλ
) 1
p

.

Используя теоремы 1 и 2, имеем

C = sup
x≥0

∫
[0,x]

k̃ dν

( ∫
[0,x]

dλ
) 1
p

для p ≤ 1 и

C ≈
( ∫

[0,∞)

( ∫
[x,∞)

k̃(t) dν(t)∫
[0,t]

dλ

)p′

dλ(x)
) 1

p′

для p > 1.
Для вычисления константы C в случае q > 1 используем принцип двой-

ственности в пространстве Lq с мерой µ:

C = sup
0≤f↓

( ∫
[0,∞)

(Kf)q dµ
) 1
q

( ∫
[0,∞)

fp dλ
) 1
p

= sup
0≤f↓

sup
g≥0

∫
[0,∞)

(Kf)g dµ

‖g‖q′,µ
( ∫

[0,∞) f
p dλ

) 1
p

= sup
g≥0

1
‖g‖q′,µ

sup
0≤f↓

∫
[0,∞)

fK∗(g) dν

( ∫
[0,∞)

fp dλ
) 1
p

.

Применяя теоремы 1 и 3 к последнему выражению, выводим, что

C ≈ sup
g≥0

1
‖g‖q′,µ

( ∫
[0,∞)

(
1

�(x)

∫
[0,x]

K∗(g) dν
)p′

dλ(x)
) 1

p′

(10)

при p > 1 и

C = sup
g≥0

1
‖g‖q′,µ

sup
x≥0

∫
[0,x]

K∗(g) dν

( ∫
[0,x]

dλ
) 1
p

(11)

при 0 < p ≤ 1.
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Поскольку сопряженный оператор K∗(g) имеет вид

K∗g(y) =
∫

[y,∞)

k(x, y)g(x) dµ(x),

получим∫
[0,x]

K∗(g) dν =
∫

[0,x]

( ∫
[y,∞)

k(z, y)g(z) dµ(z)
)
dν(y)

≈
∫

[0,x]

( ∫
[y,x]

k(z, y)g(z) dµ(z) +
∫

[x,∞)

k(z, y)g(z) dµ(z)
)
dν(y) =: I1 + I2,

I1 =
∫

[0,x]

( ∫
[y,x]

k(z, y)g(z) dµ(z)
)
dν(y) =

∫
[0,x]

g(z) dµ(z)
( ∫

[0,z]

k(z, y) dν(y)
)
,

I2 =
∫

[0,x]

( ∫
[x,∞)

k(z, y)g(z) dµ(z)
)
dν(y)

≈
∫

[0,x]

( ∫
[x,∞)

k(z, x)g(z) dµ(z) +
∫

[x,∞)

k(x, y)g(z) dµ(z)
)
dν(y)

=
( ∫

[0,x]

dν(y)
) ∫

[x,∞)

k(z, x)g(z) dµ(z) +
∫

[0,x]

k(x, y) dν(y)
∫

[x,∞)

g(z) dµ(z).

Итак, ∫
[0,x]

K∗(g) dν = I1 + I2,1 + I2,2, (12)

где

I1 =
∫

[0,x]

k̄g dµ, I2,1 := ν̄(x)K∗g(x), I2,2 := k̄(x)
∫

[x,∞)

g dµ.

Рассмотрим случай p > 1. Подставляя (12) в (10), сведем задачу к рассмот-
рению трех неравенств:( ∫

[0,∞)

�(x)−p
′
( ∫

[0,x]

k̄g dµ

)p′

dλ(x)
) 1

p′

≤ C1‖g‖q′,µ, (13)

( ∫
[0,∞)

�(y)−p
′
ν̄(y)p

′
( ∫

[y,∞)

k(x, y)g(x) dµ(x)
)p′

dλ(y)
) 1

p′

≤ C2,1‖g‖q′,µ (14)

и ( ∫
[0,∞)

�(x)−p
′
k̄(x)p

′
( ∫

[x,∞)

g dµ

)p′

dλ(x)
) 1

p′

≤ C2,2‖g‖q′,µ. (15)

Имеют место следующие критерии [23, 24]:

C1 ≈ A1, 1 < p ≤ q, C1 ≈ B1, 1 < q < p,
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C2,1 ≈ A2,1 +A∗2,1, 1 < p ≤ q, C2,1 ≈ B2,1 +B∗
2,1, 1 < q < p,

C2,2 ≈ A2,2, 1 < p ≤ q, C2,2 ≈ B2,2, 1 < q < p.

В случае 0 < p ≤ 1 получаем

C = sup
g≥0

1
‖g‖q′,µ

sup
x≥0

∫
[0,x]

K∗(g) dν

( ∫
[0,x]

dλ
) 1
p

=: J1 + J2,1 + J2,2,

где

J1 = sup
x≥0

sup
g≥0

∫
[0,x]

k̄g dµ

( ∫
[0,x]

dλ
) 1
p ‖g‖q′,µ

, J2,1 = sup
x≥0

sup
g≥0

ν̄(x)K∗g(x)( ∫
[0,x]

dλ
) 1
p ‖g‖q′,µ

и

J2,2 = sup
x≥0

sup
g≥0

k̄(x)
∫

[x,∞)
g dµ

( ∫
[0,x]

dλ
) 1
p ‖g‖q′,µ

.

Рассмотрим константу J1. Она является нормой оператора

g(z) → �−
1
p (x)

∫
[0,x]

k̄(z)g(z) dµ(z) =
∫

[0,∞)

K̃(x, z)g(z) dµ(z) =: K̃g(x)

из Lq′(µ) в L∞,

‖K̃g‖∞ ≤ J1‖g‖q′,µ.
Из принципа двойственности в Lq вытекает, что

J1 = sup
x≥0

( ∫
[0,∞)

K̃(x, z)q dµ(z)
) 1

q

= sup
x≥0

( ∫
[0,x]

k̄(z)q dµ(z)
) 1

q

�(x)−
1
p .

Аналогично

J2,1 = sup
x≥0

ν̄(x)�(x)−
1
p

( ∫
[x,∞)

k(y, x)q dµ(y)
) 1

q

и

J2,2 = sup
x≥0

k̄(x)�(x)−
1
p

( ∫
[x,∞)

dµ

) 1
q

.

Таким образом, при 0 < p ≤ 1 получаем C ≈ D1 +D2 +D3. �

Аналогичным способом на конусе невозрастающих функций рассмотрим
неравенство (4) при 0 < p < ∞, 1 ≤ q < ∞ для оператора (2) с ядром, удовле-
творяющим условию (3).

Теорема 8. Пусть 0 < p <∞, 1 ≤ q <∞ и при p > 1 выполняются условия∫
[0,∞)

�p dλ = ∞,

( ∫
[0,x]

�pdλ

)−1

≤ c

∫
[x,∞)

( ∫
[0,t]

�p dλ

)−2

�(t)p dλ(t).
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Тогда неравенство (4) справедливо для всех функций f ∈ M↓ тогда и только
тогда, когда

A0 <∞, p ≤ q = 1, B0 <∞, 1 = q < p,

A1 + A2,1 + A∗
2,1 + A2,2 <∞, 1 < p ≤ q,

B1 + B2,1 + B∗
2,1 + B2,2 <∞, 1 < q < p,

D1 + D2 + D3 <∞, 0 < p ≤ 1 < q,

где

A0 := sup
x≥0

( ∫
[0,x]

k̃ dν

)( ∫
[0,x]

�p dλ

)− 1
p

,

B0 :=
( ∫

[0,∞)

( ∫
[x,∞)

k̃(t) dν(t)∫
[0,t]

�p dλ

)p′

�(x)p dλ(x)
) 1

p′

,

A1 := sup
t≥0

( ∫
[t,∞)

�−2p′ dλ

) 1
p′

( ∫
[0,t]

k̄q dµ

) 1
q

,

A2,1 := sup
t≥0

( ∫
[0,t]

�(x)−2p′ ν̄(x)p
′
k(t, x)p

′
dλ(x)

) 1
p′

( ∫
[t,∞)

dµ

) 1
q

,

A∗
2,1 := sup

t≥0

( ∫
[0,t]

�−2p′ ν̄p
′
dλ

) 1
p′

( ∫
[t,∞)

k(y, t)q dµ(y)
) 1

q

,

A2,2 := sup
t≥0

( ∫
[0,t]

�−2p′ k̄p
′
dλ

) 1
p′

( ∫
[t,∞)

dµ

) 1
q

;

Br
1 :=

∫
[0,∞)

( ∫
[0,x]

k̄q dµ

) r
q
( ∫

[x,∞)

�−2p′ dλ

) r
q′

�(x)−2p′ dλ(x),

Br
2,1 :=

∫
[0,∞)

( ∫
[0,t]

�(x)−2p′ ν̄(x)p
′
k(t, x)p

′
dλ(x)

) r
p′

( ∫
[t,∞)

dµ

) r
p

dµ(t),

B∗r
2,1 :=

∫
[0,∞)

( ∫
[0,t]

�−2p′ ν̄p
′
dλ

) r
q′

( ∫
[t,∞)

k(y, t)q dµ(y)
) r

q

�(t)−2p′ ν̄(t)p
′
dλ(t),

Br
2,2 :=

∫
[0,∞)

( ∫
[x,∞)

dµ

) r
q
( ∫

[0,x]

�−2p′ k̄p
′
dλ

) r
q′

�(x)−2p′ k̄(x)p
′
dλ(x),

где 1
r = 1

q −
1
p ;

D1 := sup
x≥0

( ∫
[0,x]

k̄q dµ

) 1
q

�(x)−1− 1
p ,

D2 := sup
x≥0

( ∫
[x,∞)

k(y, x)q dµ(y)
) 1

q

ν̄(x)�(x)−1− 1
p ,
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D3 := sup
x≥0

( ∫
[x,∞)

dµ

) 1
q

k̄(x)�(x)−1− 1
p .

Доказательство. В случае q = 1 имеем

C = sup
0≤f↓

∫
[0,∞)

k̃(y)f(y) dν(y)

( ∫
[0,∞)

( ∫
[x,∞)

f dλ
)p
dλ(x)

) 1
p

.

Пусть p, q > 0. Допустим, что вспомогательное неравенство( ∫
[0,∞)

fp dµ

) 1
p

≤ C

( ∫
[0,∞)

( ∫
[x,∞)

f dλ

)q

dλ(x)
) 1

q

, f ∈ M↓, f 6≡ 0,

выполняется на конусе невозрастающих функций. Считаем константу C наи-
меньшей возможной, т. е. равной Jpq. Используя теорему 4, получаем

Jpq = sup
0≤f↓

( ∫
[0,∞)

fp dµ
) 1
p

( ∫
[0,∞)

( ∫
[x,∞)

f dλ
)q
dλ(x)

) 1
q

≈ sup
0≤f↓

( ∫
[0,∞)

fp dµ
) 1
p

( ∫
[0,∞)

�qfq dλ
) 1
q

.

Таким образом,

Jpq = sup
x≥0

( ∫
[0,x]

dµ
) 1
p

( ∫
[0,x]

�q dλ
) 1
q

, 0 < q ≤ p <∞,

Jpq ≈
( ∫

[0,∞)

( ∫
[0,x]

dµ

) q
q−p

( ∫
[0,x]

�q dλ

) q
p−q

�(x)q dλ(x)
) q−p

pq

, 0 < p < q <∞,

при ∫
[0,∞)

�q dλ = ∞,

( ∫
[0,x]

�q dλ

)−1

≤ c

∫
[x,∞)

( ∫
[0,t]

�q dλ

)−2

�(t)q dλ(t),

или

Jpq ≈
( ∫

[0,∞)

( ∫
[x,∞)

dµ(t)∫
[0,t]

�q dλ

) q
q−p

�(x)q dλ(x)
) q−p

pq

, 0 < p < q <∞.

В частности, при p = 1 имеем

J1q ≈
( ∫

[0,∞)

( ∫
[0,x]

dµ

) q
q−1

( ∫
[0,x]

�q dλ

) q
1−q

�(x)q dλ(x)
) q−1

q

(16)

и

J1q ≈
( ∫

[0,∞)

( ∫
[x,∞)

dµ(t)∫
[0,t]

�q dλ

) q
q−1

�(x)q dλ(x)
) q−1

q

(17)
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для 1 < q <∞ и

J1q = sup
x≥0

( ∫
[0,x]

dµ
)

( ∫
[0,x]

�q dλ
) 1
q

(18)

для 0 < q ≤ 1.
Из (17) и (18) при q = 1 получаем

C = sup
x≥0

( ∫
[0,x]

k̃ dν

)( ∫
[0,x]

�p dλ

)− 1
p

, 0 < p ≤ 1,

и

C ≈
( ∫

[0,∞)

( ∫
[x,∞)

k̃(t) dν(t)∫
[0,t]

�p dλ

)p′

�(x)p dλ(x)
) 1

p′

, p > 1.

В случае q > 1 используем принцип двойственности в Lq(µ) и тогда

C = sup
0≤f↓

( ∫
[0,∞)

(Kf)q dµ
) 1
q

( ∫
[0,∞)

( ∫
[x,∞)

f dλ
)p
dλ(x)

) 1
p

= sup
0≤f↓

sup
g≥0

∫
[0,∞)

(Kf)g dµ

‖g‖q′,µ
( ∫
[0,∞)

( ∫
[x,∞)

f dλ
)p
dλ(x)

) 1
p

= sup
g≥0

1
‖g‖q′,µ

sup
0≤f↓

∫
[0,∞)

fK∗(g) dν

( ∫
[0,∞)

( ∫
[x,∞)

f dλ
)p
dλ(x)

) 1
p

. (19)

Подставляя (16) и (18) в (19), в случае p > 1 находим

C ≈ sup
g≥0

1
‖g‖q′,µ

( ∫
[0,∞)

( ∫
[0,x]

�pdλ

)−p′( ∫
[0,x]

K∗(g) dν
)p′

�(x)p dλ(x)
) 1

p′

.

При 0 < p ≤ 1 будет

C = sup
g≥0

1
‖g‖q′,µ

sup
x≥0

∫
[0,x]

K∗(g) dν

( ∫
[0,x]

�p dλ
) 1
p

.

Двойственный оператор K∗(g) имеет вид∫
[0,x]

K∗(g) dν = I1 + I2,1 + I2,2,

где

I1 :=
∫

[0,x]

k̄g dµ, I2,1 := ν̄(x)K∗g(x), I2,2 := k̄(x)
∫

[x,∞)

g dµ.
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Рассмотрим случай p > 1. Аналогично предыдущей теореме сведем задачу
к рассмотрению трех неравенств:( ∫

[0,∞)

�(x)−2p′
( ∫

[0,x]

k̄g dµ

)p′

dλ(x)
) 1

p′

≤ C1‖g‖q′,µ,

( ∫
[0,∞)

�(y)−2p′ ν̄(y)p
′
( ∫

[y,∞)

k(x, y)g(x)gµ(x)
)p′

dλ(y)
) 1

p′

≤ C2,1‖g‖q′,µ,

( ∫
[0,∞)

�(x)−2p′ k̄p
′
(x)

( ∫
[x,∞)

g dµ

)p′

dλ(x)
) 1

p′

≤ C2,2‖g‖q′,µ.

Получаем критерии

C1 + C2,1 + C2,2 ≈ A1 + A2,1 + A∗
2,1 + A2,2, 1 < p ≤ q,

C1 + C2,1 + C2,2 ≈ B1 + B2,1 + B∗
2,1 + B2,2, 1 < q < p.

В случае 0 < p ≤ 1 < q

C = sup
g≥0

1
‖g‖q′,µ

sup
x≥0

∫
[0,x]

K∗(g) dν

( ∫
[0,x]

�p dλ
) 1
p

= J1 + J2,1 + J2,2,

где

J1 := sup
g≥0

sup
x≥0

∫
[0,x]

k̄g dµ

( ∫
[0,x]

�p dλ
) 1
p ‖g‖q′,µ

, J2,1 := sup
g≥0

sup
x≥0

ν̄(x)K∗g(x)( ∫
[0,x]

�p dλ
) 1
p ‖g‖q′,µ

и

J2,2 := sup
g≥0

sup
x≥0

k̄(x)
∫

[x,∞)
g dµ

( ∫
[0,x]

�p dλ
) 1
p ‖g‖q′,µ

.

Аналогично предыдущему результату

J1 = ‖K̃‖ = sup
x≥0

( ∫
[0,∞)

K̃(x, z)q dµ(z)
) 1

q

= sup
x≥0

( ∫
[0,x]

k̄q(z) dµ(z)
) 1

q

�(x)−1− 1
p ,

J2,1 = sup
x≥0

ν̄(x)�(x)−1− 1
p

( ∫
[x,∞)

k(y, x)q dµ(y)
) 1

q

и

J2,2 = sup
x≥0

k̄(x)�(x)−1− 1
p

( ∫
[x,∞)

dµ

) 1
q

.

Таким образом, при 0 < p ≤ 1 получаем критерий C ≈ D1 + D2 + D3. �
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3.2. Пусть 0 < p, q <∞. Рассмотрим неравенство( ∫
[0,∞)

( ∫
[x,∞)

f dλ

)q

dλ(x)
) 1

q

≤ C

( ∫
[0,∞)

fp dµ

) 1
p

, f ∈ M↓, f 6≡ 0, (20)

где константу C будем считать наименьшей из возможных, т. е. равной Jpq, где

Jpq := sup
0≤f↓

( ∫
[0,∞)

( ∫
[x,∞)

f dλ
)q
dλ(x)

) 1
q

( ∫
[0,∞)

fp dµ
) 1
p

.

По теореме 4 получим

Jpq = sup
0≤f↓

( ∫
[0,∞)

( ∫
[x,∞)

f dλ
)q
dλ(x)

) 1
q

( ∫
[0,∞)

fq�q dλ
) 1
q

( ∫
[0,∞)

fq�q dλ
) 1
q

( ∫
[0,∞)

fp dµ
) 1
p

≈ sup
0≤f↓

( ∫
[0,∞)

fq�q dλ
) 1
q

( ∫
[0,∞)

fp dµ
) 1
p

. (21)

Для характеризации правой части выражения (21) используем теоремы 1
и 3. При этом Jpq ≈ Spq, где

Spq = sup
x≥0

( ∫
[0,x]

�q dλ
) 1
q

( ∫
[0,x]

dµ
) 1
p

, 0 < p ≤ q <∞,

и

Spq ≈
( ∫

[0,∞)

( ∫
[0,x]

�q dλ

) r
q

( ∫
[0,x]

dµ

)− r
q

dµ(x)
) 1

r

, 0 < q < p <∞,

при условиях∫
[0,∞)

dµ = ∞,

( ∫
[0,x]

dµ

)−1

≤ c

∫
[x,∞)

( ∫
[0,t]

dµ

)−2

dµ(t).

В [12] рассматривается величина

Hpq := HM↓(B; p, q, γ, µ, λ) := sup
0≤f↓

 ∞∫
0

(Bf)q dγ

 1
q
 ∞∫

0

fp dµ

− 1
p
,

где

(Bf)(t) =

 ∞∫
t

f dλ

, t ∈ R+,
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и дается ее характеризация [12, теорема 1.1] при условии непрерывности инте-
гралов

( ∫
[0,t]

dµ
)
,
( ∫
[0,t]

dγ
)

и невырожденности меры λ:

λ ∈ Np ⇔

 1∫
0

dλ

 = 1,

 ∞∫
1

dλ

 = ∞

в виде Hpq ≈ Epq + Fpq, при этом функционалы Epq и Fpq, вообще говоря,
независимы. Кроме указанных, конечность величины Hpq может быть обуслов-
лена альтернативными парами условий [28]. Вместе с тем во многих задачах с
дополнительными ограничениями на меры важно иметь характеризацию вели-
чины Hpq конечностью только одной из констант Epq или Fpq. В [12] приведено
условие [12, (1.21)] роста величины

( ∫
[0,t]

dµ
)
, при котором Hpq характеризует-

ся только конечностью константы Epq. Далее показываем, что при dλ = dγ
конечность Hpq также эквивалентна конечности только константы Epq. При
этом отметим, что условие [12, (1.21)] может нарушаться, даже если на меру µ
наложить дополнительное ограничение (23).

Очевидно, что при dλ = dγ конечность Hpq эквивалентна выполнению
неравенства (20). Применяя к этому частному случаю теорему 1.1 из [12], на-
ходим, что Jpq ≈ Epq + Fpq, где

Epq = sup
t∈[0,∞)

[( ∫
[0,t]

( ∫
[x,t]

dλ

)q

dλ(x)
) 1

q
( ∫

[0,t]

dµ

)− 1
p
]

при 0 < p ≤ q <∞,

Er
p,q =

∫
[0,∞)

( ∫
[0,t]

( ∫
[x,t]

dλ

)q

dλ(x)
) r

q
(
− d

[( ∫
[0,t]

dµ

)− r
p
])

при 0 < q < p <∞.
Сравним критерии, полученные для (20) с использованием теорем 1, 3 и 4.

Учитывая [23, лемма 1], получим( ∫
[0,t]

( ∫
[x,t]

dλ

)q

dλ(x)
) 1

q

≈
( ∫

[0,t]

�q(x) dλ(x)
) 1

q

. (22)

Отсюда при 0 < p ≤ q <∞( ∫
[0,t]

( ∫
[x,t]

dλ

)q

dλ(x)
) 1

q
( ∫

[0,t]

dµ

)− 1
p

≈
( ∫

[0,t]

�q(x) dλ(x)
) 1

q
( ∫

[0,t]

dµ

)− 1
p

,

т. е. Spq ≈ Epq. Следовательно, Epq � Fpq.
Для того чтобы установить аналогичный факт при 0 < q < p < ∞, будем

считать, что мера µ удовлетворяет следующему условию:∫
[t,∞)

( ∫
[0,x]

dµ

)−λ

dµ(x) ≈
( ∫

[0,t]

dµ

)−λ+1

, λ > 1. (23)
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В этом случае, снова используя (22), имеем

Er
pq =

∫
[0,∞)

( ∫
[0,t]

( ∫
[x,t]

dλ

)q

dλ(x)
) r

q
(
− d

[( ∫
[0,t]

dµ

)− r
p
])

≈
∫

[0,∞)

∫
[0,x]

( ∫
[0,t]

�q dλ

) r
p

�q(t) dλ(t)
(
− d

[( ∫
[0,x]

dµ

)− r
p
])

=
∫

[0,∞)

( ∫
[0,t]

�q dλ

) r
p

�q(t) dλ(t)
∫

[t,∞)

(
− d

[( ∫
[0,x]

dµ

)− r
p
])

=
∫

[0,∞)

( ∫
[0,t]

�q dλ

) r
p

�q(t) dλ(t)
( ∫

[0,t]

dµ

)− r
p

≈
∫

[0,∞)

( ∫
[0,t]

�q dλ

) r
q
( ∫

[0,t]

dµ

)− r
q

dµ(t),

т. е. Spq ≈ Epq и Epq � Fpq.

3.3. Рассмотрим интегральное неравенство на конусе неубывающих функ-
ций при p, q > 0:( ∫

[0,∞)

( ∫
[0,x]

f dλ

)q

dλ(x)
) 1

q

≤ C

( ∫
[0,∞)

fp dµ

) 1
p

, f ∈ M↑, f 6≡ 0. (24)

Используем результат, который является следствием теоремы 4:

1

(γ + 1)
1
γ

≤

( ∫
[0,∞)

( ∫
[0,x]

f dλ
)γ
dλ(x)

) 1
γ

( ∫
[0,∞)

fγ�γ
∗ dλ

) 1
γ

≤ γ, f↑, p, q > 0,

где �∗(t) =
∫

[t,∞)
dλ. Снова учитывая теоремы 1 и 3, получаем C = Jpq, где

Jpq = sup
0≤f↑

( ∫
[0,∞]

( ∫
[0,x]

f dλ
)q
dλ(x)

) 1
q

( ∫
[0,∞)

fp dµ
) 1
p

( ∫
[0,∞)

fq�q
∗ dλ

) 1
q

( ∫
[0,∞)

fq�q
∗ dλ

) 1
q

≈ sup
0≤f↑

( ∫
[0,∞)

fq�q
∗ dλ

) 1
q

( ∫
[0,∞)

fp dµ
) 1
p

.

Отсюда

Jpq ≈ sup
x≥0

( ∫
[x,∞)

�q
∗ dλ

) 1
q

( ∫
[x,∞)

dµ
) 1
p

, p ≤ q,
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и

Jpq ≈
( ∫

[0,∞)

( ∫
[x,∞)

�q
∗ dλ

) r
q
( ∫

[x,∞)

dµ

)− r
q

dµ(x)
) 1

r

, q < p,

при условиях∫
[0,∞)

dµ = ∞,

( ∫
[0,x]

dµ

)−1

≤ c

∫
[x,∞)

( ∫
[0,t]

dµ

)−2

dµ(t).

Аналогично с помощью следствий из теорем 5 и 6 характеризуем неравен-
ство (24) в случае p, q < 0. Имеем( ∫

[0,∞)

( ∫
[0,x]

f dλ

)q

dλ(x)
) 1

q

≤ C

( ∫
[0,∞)

fp dµ

) 1
p

, f ∈ M↑, f 6≡ 0.

Jpq = sup
0≤f↑

( ∫
[0,∞]

( ∫
[0,x]

f dλ
)q
dλ(x)

) 1
q

( ∫
[0,∞)

fp dµ
) 1
p

( ∫
[0,∞)

fq�q dλ
) 1
q

( ∫
[0,∞)

fq�q dλ
) 1
q

≈ sup
0≤f↑

( ∫
[0,∞)

fq�q dλ
) 1
q

( ∫
[0,∞)

fp dµ
) 1
p

.

Положим f̃(x) := f(x)−1. Тогда

Jpq = sup
0≤f̃↓

( ∫
[0,∞)

f̃−q�q dλ
) 1
q

( ∫
[0,∞)

f̃−p dµ
) 1
p

= sup
0≤f̃↓

( ∫
[0,∞)

f̃−p dµ
)− 1

p

( ∫
[0,∞)

f̃−q�q dλ
)− 1

q

.

Jpq ≈ sup
x≥0

( ∫
[0,x]

�q dλ
) 1
q

( ∫
[0,x]

dµ
) 1
p

, −∞ < p ≤ q < 0,

Jpq ≈
( ∫

[0,∞)

( ∫
[0,x]

dµ

) r
p
( ∫

[0,x]

�q dλ

)− r
p

�(x)q dλ(x)
)− 1

r

, −∞ < q < p < 0,

при ∫
[0,∞)

�q dλ = ∞,

( ∫
[0,x]

�q dλ

)−1

≤ c

∫
[x,∞)

( ∫
[0,t]

�q dλ

)−2

�(t)q dλ(t).

Рассмотрим аналогичное неравенство на конусе невозрастающих функций.
Для неравенства( ∫

[0,∞)

( ∫
[x,∞)

f dλ

)q

dλ(x)
) 1

q

≤ C

( ∫
[0,∞)

fp dµ

) 1
p

, f↓, p, q < 0,
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получим C = Jpq, где

Jpq = sup
0≤f↓

( ∫
[0,∞]

( ∫
[x,∞)

f dλ
)q
dλ(x)

) 1
q

( ∫
[0,∞)

fp dµ
) 1
p

( ∫
[0,∞)

fq�q
∗ dλ

) 1
q

( ∫
[0,∞)

fq�q
∗ dλ

) 1
q

≈ sup
0≤f↓

( ∫
[0,∞)

fq�q
∗ dλ

) 1
q

( ∫
[0,∞)

fp dµ
) 1
p

= sup
0≤f̃↑

( ∫
[0,∞)

f̃−q�q
∗ dλ

) 1
q

( ∫
[0,∞)

f̃−p dµ
) 1
p

= sup
0≤f̃↑

( ∫
[0,∞)

f̃−p dµ
)− 1

p

( ∫
[0,∞)

f̃−q�q
∗ dλ

)− 1
q

.

Получаем

Jpq ≈ sup
x≥0

( ∫
[x,∞)

�q
∗ dλ

) 1
q

( ∫
[x,∞)

dµ
) 1
p

при −∞ < p ≤ q < 0 и

Jpq ≈
( ∫

[0,∞)

( ∫
[x,∞)

dµ

) r
p
( ∫

[x,∞)

�q
∗ dλ

)− r
p

�∗(x)q dλ(x)
)− 1

r

при −∞ < q < p < 0 и условиях∫
[0,∞)

�q
∗ dλ = ∞,

( ∫
[0,x]

�q
∗ dλ

)−1

≤ c

∫
[x,∞)

( ∫
[0,t]

�q
∗ dλ

)−2

�∗(t)q dλ(t).

Наконец, используя изложенное выше, характеризуем неравенство( ∫
[0,∞)

( ∫
[x,∞)

f dµ

)q

dµ(x)
) 1

q

≤ C

( ∫
[0,∞)

( ∫
[x,∞)

f dλ

)p

dλ(x)
) 1

p

при p, q > 0, где f ∈ M↓, f 6≡ 0. По теореме 4 получаем

C = sup
0≤f↓

( ∫
[0,∞)

( ∫
[x,∞)

f dµ
)q
dµ(x)

) 1
q

( ∫
[0,∞)

( ∫
[x,∞)

f dλ
)p
dλ(x)

) 1
p

≈ sup
0≤f↓

( ∫
[0,∞)

fq�q dµ
) 1
q

( ∫
[0,∞)

fp�p dλ
) 1
p

.

Отсюда

Jpq ≈ sup
0≤f↓

( ∫
[0,∞)

fq�q dµ
) 1
q

( ∫
[0,∞)

fp�p dλ
) 1
p

,

тем самым

Jpq = sup
x≥0

( ∫
[0,x]

�q dµ
) 1
q

( ∫
[0,x]

�p dλ
) 1
p

, 0 < p ≤ q <∞,
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и

Jpq ≈
( ∫

[0,∞)

( ∫
[0,x]

�q dµ

) r
q
( ∫

[0,x]

�p dλ

)− r
q

�(x)p dλ(x)
) 1

r

, 0 < q < p <∞,

при условии∫
[0,∞)

�p dλ = ∞,

( ∫
[0,x]

�p dλ

)−1

≤ c

∫
[x,∞)

( ∫
[0,t]

�p dλ

)−2

�(t)p dλ(t).

Замечание. Имеют место неравенства, аналогичные рассмотренному вы-
ше, для неубывающих функций, а также при отрицательных показателях p, q.

Автор выражает глубокую благодарность рецензенту за ценные замечания.
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