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ВАРИАЦИОННЫХ НЕРАВЕНСТВ

СО СПЕКТРАЛЬНЫМ ПАРАМЕТРОМ

И РАЗРЫВНОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ
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Аннотация. Рассматриваются коэрцитивные эллиптические вариационные нера-
венства второго порядка со спектральным параметром и разрывными нелинейно-
стями. Вариационным методом устанавливается предложение о разрешимости та-
ких задач. Полученные результаты применяются к задаче Гольдштика.
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Введение

Вариационные неравенства с разрывными нелинейными операторами в ре-
флексивных банаховых пространствах изучались В. Н. Павленко в [1–3]. В этих
работах рассмотрены также приложения общих теорем к эллиптическим вари-
ационным неравенствам с дифференциальными операторами высокого порядка
и разрывными нелинейностями в коэрцитивном случае. Резонансные эллипти-
ческие вариационные неравенства второго порядка с разрывными нелинейно-
стями рассматривались в работах [4, 5]. Актуальность рассмотрения проблемы
отыскания решений вариационных неравенств с разрывными нелинейностями
диктуется внутренними потребностями развития теории вариационных нера-
венств.

Данная работа является продолжением исследований работ [1–5] и посвя-
щена изучению задач со спектральным параметром для эллиптических вари-
ационных неравенств с разрывными по фазовой переменной нелинейностями.
Вариационным методом устанавливается существование полуправильных ре-
шений для таких задач. В отличие от [1–3] в данной работе рассматриваются
эллиптические вариационные неравенства с дифференциальными операторами
второго порядка, а в отличие от работ [4, 5] — коэрцитивные вариационные нера-
венства. В работах [1, 4, 5] полуправильные решения не изучались. Кроме того,
в отличие от [1–5] в данной работе рассматриваются задачи со спектральным
параметром для вариационных неравенств с разрывными нелинейностями.

1. Постановка задачи. Определения и обозначения

В ограниченной области � ⊂ Rn с границей � класса C2,α (0 < α ≤ 1)
рассматривается задача нахождения функции u ∈ K, удовлетворяющей нера-
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венству

n∑
i=1

∫
�

uxi(v − u)xi dx− λ

∫
�

g(x, u(x))(v − u)(x) dx ≥ 0 ∀v ∈ K. (1)

Здесь λ — положительный параметр; функция g : �×R → R суперпозиционно
измеримая и для почти всех x ∈ � сечение g(x, ·) имеет на R разрывы только
первого рода, g(x, u) ∈ [g−(x, u), g+(x, u)] для всех u ∈ R,

g−(x, u) = lim
η→u

g(x, η), g+(x, u) = lim
η→u

g(x, η)

и |g(x, u)| ≤ a(x) для всех u ∈ R, где a ∈ Lq(�), q > 2n
n+2 , фиксирована; K —

выпуклое замкнутое непустое множество в соболевском пространстве W1
2(�).

Отметим, что если множество K совпадает с одним из следующих множеств:{
v ∈ H1

◦(�) : v(x) ≥ ϕ(x) п. в. на �
}
,
{
v ∈ H1

◦(�) : v(x) ≤ ψ(x) п. в. на �
}
,{

v ∈ H1
◦(�) : ϕ(x) ≤ v(x) ≤ ψ(x) п. в. на �

}
(ϕ,ψ ∈ C2(�)), то задача (1)

приводится к эквивалентной задаче Дирихле для уравнения эллиптического
типа с разрывной по фазовой переменной нелинейностью вида

−�u(x) = λg(x, u(x)), x ∈ �, (2)

u|� = 0. (3)

Для задач с препятствиями такой подход предложен в [6], для коэрцитивных эл-
липтических вариационных неравенств с разрывными нелинейностями — в [7],
для резонансных эллиптических вариационных неравенств с разрывными нели-
нейностями — в [4, 5].

Определение 1.1. Функция u ∈ K, удовлетворяющая (1), называется
сильным решением неравенства (1).

Определение 1.2. Сильное решение u(x) неравенства (1) называется по-
луправильным, если для почти всех x ∈ � значение u(x) является точкой непре-
рывности функции g(x, ·).

Определение 1.3. Сильным решением задачи (2), (3) называется функ-
ция u ∈ W2

q(�), удовлетворяющая для почти всех x ∈ � уравнению (2) и гра-
ничному условию (3).

Определение 1.4. Прыгающим разрывом функции f : R → R называется
такое u ∈ R, что f(u−) < f(u+), где f(u±) = lim

s→u±
f(s).

Отметим, что при сделанных выше предположениях каждое сильное реше-
ние задачи (2), (3) является сильным решением вариационного неравенства (1).

Положим Jλ(u) = J1(u)− λJ2(u), U = {u0 ∈ K : J2(u0) > 0}, где

J1(u) =
1
2

n∑
i=1

∫
�

u2
xi
dx, J2(u) =

∫
�

dx

u(x)∫
0

g(x, s) ds.
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2. Основной результат

Обобщая результаты работ [8–10] для уравнений эллиптического типа со
спектральным параметром и разрывной нелинейностью на соответствующие эл-
липтические вариационные неравенства, получим нижеследующую теорему —
основной результат работы. Данная теорема доказывается аналогично [8–10]
вариационным методом. Отметим, что основа вариационного метода решения
функциональных уравнений состоит в следующем. Пусть оператор u 7→ A(u)
есть производная некоторого функционала f , т. е. A(u)h = (f(u+ th))′|t=0. То-
гда, найдя экстремум функционала f , получим решение уравнения A(u) = 0.
Если функции берутся из некоторого выпуклого множества, то требуется мо-
дификация этого заключения: равенство заменяется некоторым неравенством.
Таким образом, требуется исследовать существование упомянутого экстремума.
В ряде работ этот вопрос рассматривался для функционалов, подчиненных тем
или иным ограничениям, которые связаны с краевыми задачами, содержащими
нелинейность. В данной работе приведен вариант такой теоремы существова-
ния точки экстремума при несколько иных ограничениях. Поэтому полученные
выводы являются новыми в рассматриваемой области и представляют интерес
для занимающихся этим кругом задач. Итак, имеет место

Теорема 2.1. Пусть выполнены следующие условия:
1) для почти всех x ∈ � функция g(x, ·) имеет только прыгающие разры-

вы, g(x, 0) = 0 и |g(x, u)| ≤ a(x) для всех u ∈ R, где a ∈ Lq(�), q > 2n
n+2 ,

фиксирована;
2) найдется u0 ∈ K, для которого J2(u0) > 0.
Тогда существует 0 < λ0 ≤ inf

u0∈U
J1(u0)
J2(u0)

такое, что для любого λ > λ0 выпол-

няется неравенство inf
v∈K

Jλ(v) < 0, и найдется uλ ∈ K, для которого

Jλ(uλ) = inf
v∈K

Jλ(v), (4)

и любое uλ, удовлетворяющее (4), является ненулевым полуправильным реше-
нием неравенства (1).

Доказательство. Пусть X = H1
◦(�) — пространство с нормой

‖u‖ =

(
n∑
i=1

∫
�

u2
xi
dx

)1/2

.

Рассмотрим оператор T1 : X → X∗, порожденный формой

(T1u, v) =
n∑
i=1

∫
�

uxivxi dx,

где u, v ∈ X. Определим оператор T2 : X → X∗ по формуле

(T2u, v) =
∫
�

g(x, u(x))v(x) dx

для всех u, v ∈ X. Здесь через (z, x) обозначается значение линейного огра-
ниченного функционала z ∈ X∗ на элементе x ∈ X. Линейный оператор T1
ограниченный, самосопряженный и монотонный. Следовательно, отображение
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T1 потенциально с потенциалом J1(u) = 1
2 (T1u, u) [11]. В [8, 9] установлена

компактность отображения T2, а в работе [1] показано, что отображение T2 ква-
зипотенциально и J2(u) — его квазипотенциал, т. е.

J2(u+ h)− J2(u) =
1∫

0

(T2(u+ th), h) dt

для всех u, h ∈ X. Докажем, что для любого положительного λ

lim
‖u‖→+∞

Jλ(u) = +∞. (5)

Имеем

Jλ(u) = J1(u)− λJ2(u) =
1
2
‖u‖2 − λ

1∫
0

‖T2(tu)‖ · ‖u‖ dt

≥ 1
2
‖u‖2 − λM‖u‖ = ‖u‖2

(
1
2
− λM

‖u‖

)
,

где M = ‖P ∗‖ · ‖a‖, P ∗ — оператор, сопряженный с P , P — оператор вложения
X в Lp(�), p−1 + q−1 = 1 и q из условия 1 теоремы 2.1. Отсюда немедленно
следует (5).

Из монотонности T1 и компактности T2 вытекает слабая полунепрерыв-
ность снизу на K функционала Jλ при любом фиксированном λ > 0 [1]. Отсю-
да и из (5) по обобщенной теореме Вейерштрасса [11] получаем, что существует
uλ ∈ K такое, что Jλ(uλ) = inf

v∈K
Jλ(v) для любого положительного λ. В силу

условия 1 теоремы 2.1 для почти всех x ∈ � функция g(x, ·) может иметь только
прыгающие разрывы, откуда следует, что

lim
t→+0

((T1 − λT2)(u+ th)− (T1 − λT2)(u), h) ≤ 0

для произвольных u, h. Поэтому в силу результатов работы [1] существует
функция uλ ∈ K, удовлетворяющая неравенству ((T1 − λT2)(u), v − u) ≥ 0 для
всех v ∈ K, что равносильно (1).

Покажем, что существует λ0 > 0 такое, что uλ 6= 0 для любого λ > λ0.
В силу условия 2 теоремы 2.1 найдется u0 ∈ K, для которого J2(u0) > 0. Тем
самым существует λ0 > 0 такое, что Jλ(u0) = J1(u0) − λJ2(u0) < 0 для любого
λ > λ0. Отсюда следует, что Jλ(uλ) < 0 для любого λ > λ0 и, значит, uλ 6= 0 при
λ > λ0 (поскольку Jλ(0) = 0). Кроме того, как и в [10], устанавливается, что
для величины бифуркационного параметра λ0 справедлива следующая оценка
сверху:

λ0 ≤ inf
u0∈U

J1(u0)
J2(u0)

.

Решение uλ неравенства ((T1 − λT2)(u), v − u) ≥ 0 по определению опера-
торов T1 и T2 является слабым решением неравенства (1) из пространства K.
Так как g(x, uλ(x)) ∈ Lq(�) с q > 2n

n+2 , слабое решение неравенства (1) являет-
ся и сильным решением [12]. Покажем, что uλ(x) — полуправильное решение
неравенства (1) (полуправильное решение соответствующей задачи (2), (3)) для
любого λ > 0. Для этого достаточно показать, что для почти всех x ∈ � значе-
ние uλ(x) является точкой непрерывности функции g(x, ·). Поскольку по усло-
вию для почти всех x ∈ � функция g(x, ·) имеет только прыгающие разрывы,
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надо установить равенство нулю меры множества �+ = {x ∈ � : g(x, uλ(x)−) <
g(x, uλ(x)+)}. Допустим противное. Тогда отлична от нуля мера одного из
множеств �1 = {x ∈ �+ : −�uλ(x) − λg(x, uλ(x)+) ≥ 0} или �2 = {x ∈ �+ :
−�uλ(x) − λg(x, uλ(x)+) < 0}. Пусть для определенности mes�1 6= 0. Тогда
не равна нулю мера множества �̃1 = {x ∈ �+ : −�uλ(x) − λg(x, uλ(x)−) > 0}.
Отсюда заключаем, что существует ε > 0 такое, что отлична от нуля мера
множества

ω1(ε) = {x ∈ �+ : −�uλ(x)− λg(x, uλ(x)−) > ε}.

Так как −�uλ(x) и ψ(x) = max{|g(x, uλ(x)−)|, |g(x, uλ(x)+)|} суммируемы по
Лебегу на �, согласно свойству абсолютной непрерывности интеграла Лебега
существует δ > 0 такое, что для произвольного измеримого множества A1 ⊂ �
с mesA1 < δ верны неравенства∫

A1

| −�uλ(x)| dx <
ε

8
mesω1, λ

∫
A1

ψ(x) dx <
ε

8
mesω1.

Существуют [13] замкнутое множество F1 ⊂ ω1 и открытое множество G1 ⊃ F1,
G1 ⊂ �, такие, что mesF1 > mesω1/2 и mes(G1\F1) < δ. Пусть h принадлежит
C∞(�), равна единице на F1, нулю вне G1 и 0 ≤ h(x) ≤ 1 на G1\F1 (такую
функцию можно построить [14]). Далее, для произвольного t > 0 имеем

0 ≤ Jλ(uλ − th)− Jλ(uλ)
t

=
1∫

0

((T1 − λT2)(uλ − τth),−h) dτ

=
1∫

0

(−�(uλ − τth),−h) dτ + λ

1∫
0

dτ

∫
�

g(x, uλ(x)− τth(x))h(x) dx.

Отсюда, переходя к пределу при t→ +0, получим

0 ≤ −
∫
�

(−�uλ(x))h(x) dx+ λ

∫
�

lim
t→+0

g(x, uλ(x)− τth(x))h(x) dx

= −
∫
F1

(−�uλ(x)− λg(x, uλ(x)−)) dx−
∫

G1\F1

(−�uλ(x))h(x) dx

+ λ

∫
G1\F1

lim
t→+0

g(x, uλ(x)− τth(x))h(x) dx

< −εmesF1 +
∫

G1\F1

(| −�uλ(x)|+ λψ(x)) dx

< −ε
2

mesω1 +
ε

8
mesω1 +

ε

8
mesω1 = −ε

4
mesω1 < 0,

что невозможно (переход к пределу под знаком интеграла допустим в силу тео-
ремы Лебега). Следовательно, mes�1 = 0. Аналогично если mes�2 6= 0, то
найдется ε > 0, для которого не равна нулю мера множества

ω2(ε) = {x ∈ �+ : −�uλ(x)− λg(x, uλ(x)+) < −ε}.
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Далее, существует δ > 0 такое, что для любого измеримого множества A2 ⊂ �
с mesA2 < δ верны неравенства∫

A2

| −�uλ(x)| dx <
ε

8
mesω2, λ

∫
A2

ψ(x) dx <
ε

8
mesω2.

Существуют замкнутое множество F2 ⊂ ω2 и открытое множество G2 ⊃ F2,
G2 ⊂ �, такие, что mesF2 >

mesω2
2 и mes(G2\F2) < δ. Пусть h принадлежит

C∞(�), равна единице на F2, нулю вне G2 и 0 ≤ h(x) ≤ 1 на G2\F2. Тогда

0 ≤ lim
t→+0

Jλ(uλ + th)− Jλ(uλ)
t

=
∫
F2

(−�uλ(x)− λg(x, uλ(x)+)) dx

+
∫

G2\F2

(−�uλ(x))h(x) dx− λ

∫
G2\F2

lim
t→+0

g(x, uλ(x) + τth(x))h(x) dx

< −εmesF2 +
∫

G2\F2

(| −�uλ(x)|+ λψ(x)) dx < −ε
4

mesω2 < 0.

Полученное противоречие доказывает, что mes�2 = 0. Равенство нулю меры
множества �+ установлено. Теорема 2.1 доказана полностью.

Следствием теоремы 2.1 является

Теорема 2.2. Пусть выполнены условия теоремы 2.1 с K = H1
◦(�). Тогда

утверждение теоремы 2.1 справедливо для задачи (2), (3), что подтверждает
результаты из [8–10].

3. Приложения

Рассмотрим приложение полученных результатов к задаче об отрывных те-
чениях несжимаемой жидкости М. А. Гольдштика [15]. Как показано в [9, 16, 17],
математическая модель задачи Гольдштика сводится к следующей задаче со
спектральным параметром для уравнения эллиптического типа второго поряд-
ка с разрывной нелинейностью:

−�u = ωg(x, u(x)), x ∈ �, (6)

u|� = 0, (7)

где

g(x, u) =
{ −1, если u < −ψ0(x),

0, если u ≥ −ψ0(x).

Здесь ω — завихренность, � — кусочно гладкий контур плоской ограниченной
области �, функция ψ0 удовлетворяет задаче{

�ψ0 = 0,
ψ0|� = ϕ(s),

ϕ — непрерывная неотрицательная и отличная от нуля лишь на части конту-
ра функция. В работах [9, 16] проверено выполнение условий теоремы 2.1 с
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K = H1
◦(�) для задачи Гольдштика (6), (7). Аналогично проверяется выполне-

ние условий теоремы 2.1 для задачи Гольдштика с вариационным неравенством
следующего вида:

n∑
i=1

∫
�

uxi(v − u)xi dx− ω

∫
�

g(x, u(x))(v − u)(x) dx ≥ 0 ∀v ∈ K, (8)

где K — выпуклое замкнутое непустое множество в соболевском пространстве
W1

2(�). Поэтому существует

0 < ω0 ≤ inf
u0∈U

J1(u0)
J2(u0)

,

где

J1(u) =
1
2

2∑
i=1

∫
�

u2
xi
dx, J2(u) =

∫
�

dx

u(x)∫
0

g(x, s) ds, U = {u0 ∈ K : J2(u0) > 0},

такое, что inf
v∈K

Jω(v) < 0 для любого ω > ω0 (Jω(u) = J1(u)−ωJ2(u)), и найдется

uω ∈ K, для которого
Jω(uω) = inf

v∈K
Jω(v). (9)

Так как для почти всех x ∈ � функция g(x, ·) в задаче Гольдштика (6), (7) имеет
только прыгающие разрывы [9, 16], любое uω, удовлетворяющее (9), является
ненулевым полуправильным решением неравенства (8).
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