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Аннотация. Рассматриваются вопросы притяжения для автономных функцио-
нально-дифференциальных включений с использованием знакопостоянных инва-
риантно дифференцируемых функционалов Ляпунова и набора вспомогательных
функционалов, позволяющих более точно определять притягивающее множество в
фазовом пространстве непрерывных функций.

Ключевые слова: функционально-дифференциальное включение, функционал
Ляпунова — Красовского, ω-предельное множество, полуинвариантное множество,
притяжение, слабое притяжение.

Введение

Рассмотрим дифференциальное уравнение

ẋ = f(x), (1)

где f : D → Rn — локально липшицева функция, D ⊂ Rn — некоторая область,
0 ∈ D и f(0) = 0. Вывод прямого метода Ляпунова об асимптотической устойчи-
вости в целом точки x = 0, который можно сделать из условия знакопостоянства
V̇ (x) ≤ 0 производной функции Ляпунова V (x) в силу уравнения (1), содержит-
ся в теореме Барбашина — Красовского (см. [1, с. 21]). В ней существенным
является предположение о том, что множество E(V̇ = 0) �= {x : V̇ (x) = 0}
не содержит целых траекторий, кроме точки x = 0. Если это предположение
отбросить, то можно утверждать, что решение x(t) с ростом времени стремит-
ся к наибольшему инвариантному подмножеству G ⊂ E(V̇ = 0) (более точно,
�+(x) ∩D ⊂ G), где �+(x) — ω-предельное множество решения x(t)). Этот ре-
зультат известен как принцип инвариантности Ла-Салля (см. [2, с. 190]). Для
функционально-дифференциальных уравнений запаздывающего типа соответ-
ствующий результат установлен в [3, с. 147] (см. также [4, с. 110]).

Для эффективного использования принципа инвариантности важно знать
наибольшее инвариантное множество или, что может оказаться проще, уметь
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определять те точки в множестве E(V̇ = 0), которые ему заведомо не принад-
лежат. Для этого могут использоваться вспомогательные функции Ляпунова
(см. [2, с. 191]). Условие V̈ 6= 0 как метод проверки отсутствия в множестве
E(V̇ = 0) целых траекторий упомянуто в [1, с. 20] и, по сути дела, сводится к
рассмотрению вспомогательной функции Ляпунова W (x) = V̇ (x).

В целом идея использования в теории устойчивости нескольких функций
Ляпунова является весьма содержательной и рассматривалась в работах многих
авторов. Теорема об асимптотической устойчивости нулевого решения неавто-
номной системы дифференциальных уравнений с использованием двух функ-
ций Ляпунова впервые дана В. М. Матросовым [5]. На функционально-диффе-
ренциальные уравнения она обобщена в [4, с. 111].

Отметим, что содержательность принципа инвариантности для функцио-
нально-дифференциальных уравнений может снижаться ввиду того, что вы-
числение производных функционалов Ляпунова — Красовского вдоль решений
требует знания решений. Тем не менее в примерах и прикладных задачах эта
трудность часто преодолевается в силу того, что эта производная естественным
образом «распадается» на конечномерную и бесконечномерную части и послед-
няя оказывается инвариантной по отношению к любым продолжениям решения
в каждой фиксированной точке t. Таким образом, производная функционала
вдоль решения может быть, как и для систем без запаздывания, записана в тер-
минах правой части системы с запаздыванием. Формализация этого свойства
в [6] привела к понятию инвариантно дифференцируемого функционала Ляпу-
нова — Красовского и созданию удобного аппарата (i-гладкого анализа) для
изучения ряда задач качественной теории функционально-дифференциальных
уравнений. В данной работе исследуются принцип инвариантности и вопросы
притяжения с использованием набора вспомогательных инвариантно диффе-
ренцируемых функционалов Ляпунова — Красовского для автономных функци-
онально-дифференциальных включений. На них распространяются некоторые
результаты, полученные в [7], для обыкновенных дифференциальных уравне-
ний (1).

1. Основные определения и предварительные сведения

Пусть Rn — n-мерное векторное пространство с нормой ‖ · ‖, τ ≥ 0 — про-
извольное вещественное число, Cτ — пространство всех непрерывных функций
φ(·), определенных на отрезке [−τ, 0] со значениями в Rn с обычной sup-нормой
‖φ(·)‖C = sup

−τ≤θ≤0
‖φ(θ)‖. Для любых T > 0, t ∈ [0, T ) и непрерывной функции

x : [−τ, T ) → Rn определим функцию xt(·) ∈ Cτ равенством xt(θ) = x(t + θ),
−τ ≤ θ ≤ 0. Будем рассматривать функционально-дифференциальное включе-
ние

ẋ ∈ F (xt(·)), x0(·) = ϕ0(·), (2)
где функция ϕ0(·) ∈ Cτ задает начальное значение для задачи (2) в момент
времени t = 0 (начальная функция), F : Cτ → Rn — многозначное отображе-
ние, относительно которого всюду в дальнейшем предполагаем выполненными
следующие условия.

A1. F (φ(·)) полунепрерывно сверху (см. [8, с. 27]) и имеет выпуклые ком-
пактные значения.

A2. Для любого ограниченного замкнутого множества � ⊂ Cτ существует
константа L > 0 такая, что ‖z‖ ≤ L для всех z ∈ F (φ(·)) и всех φ(·) ∈ �.
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Под решением задачи (2), определенным на промежутке [−τ, a), понима-
ется непрерывная функция x(t), абсолютно непрерывная на каждом конечном
отрезке [0, t1], t1 < a, такая, что ее производная ẋ(t) на этом отрезке почти всю-
ду удовлетворяет включению ẋ(t) ∈ F (xt(·)) и выполняется начальное условие
x0(·) = φ0(·).

При сделанных предположениях включение (2) для любой начальной функ-
ции имеет локальное решение, которое может быть продолжено на максималь-
ный промежуток [−τ, ω).

Следуя [6], введем следующие определения.
Для функции ψ(·) ∈ Cτ и числа � > 0 через E�(ψ(·)) обозначим множество

всех непрерывных продолжений �(·) функции ψ(·) на отрезок [−τ,�].
Будем говорить, что функционал W : Cτ → R имеет инвариантную про-

изводную ∂ψW в точке ψ(·) ∈ Cτ , если для любой функции �(·) ∈ E�(ψ(·))
функция Y�(ξ) = W (�ξ(·)), ξ ∈ [0,�), имеет в нуле конечную правую произ-
водную, инвариантную относительно функций �(·) ∈ E�(ψ(·)) (т. е. значение
правой производной в нуле одно и то же для всех �(·) ∈ E�(ψ(·))).

Функционал V : Rn × Cτ → R инвариантно дифференцируем в точке p =
(x, ψ(·)) ∈ Rn × Cτ , если в этой точке существуют конечные ∇xV , ∂ψV и для
любой �(·) ∈ E�(ψ(·)) выполняется равенство

V (x+ z, �ξ(·))− V (x, ψ(·)) = 〈∇xV [p], z〉+ ∂ψV [p] · ξ + o(
√
‖z‖2 + ξ2))

при всех z ∈ Rn, ξ ∈ [0,�), причем o(·) зависит от выбора �(·) ∈ E�(ψ(·)) (здесь
∇xV — градиент функционала V по переменной x, 〈·, ·〉 — знак скалярного
произведения).

Замечание 1. Для того чтобы функционал V был инвариантно диффе-
ренцируем в точке p = (x, ψ(·)), необходимо, чтобы он имел в этой точке частные
производные ∇xV , ∂ψV , и достаточно, чтобы они были инвариантно непрерыв-
ны в точке p (см. [6, с. 44]).

Верхнюю V̇ ∗ и нижнюю V̇∗ производные функционала V (x, ψ(·)) (в точке
ψ(·)) в силу дифференциального включения (1) определим следующими равен-
ствами:

V̇ ∗ = sup
y∈F (ψ(·))

(〈∇xV, y〉+ ∂ψV )| x=ψ(0),

V̇∗ = inf
y∈F (ψ(·))

(〈∇xV, y〉+ ∂ψV )| x=ψ(0).

Если функционал V (x, φ(·)) инвариантно дифференцируем, то в силу лем-
мы 1 из [9] для любого решения x(t) включения (1) выполняются неравенства

V̇∗(x(t), xt(·)) ≤ D∗v(t) ≤ D∗v(t) ≤ V̇ ∗(x(t), xt(·)), (3)

где D∗v(t) и D∗v(t) — нижнее правое и верхнее правое производные числа Дини
функции v(t) = V (x(t), xt(·)).

Функцию ψ(·) назовем ω-предельной для решения x(t) включения (2), опре-
деленного на промежутке [−τ,+∞), если существует последовательность tn →
ω такая, что xtn(·) → ψ(·). Множество всех ω-предельных функций обозначим
через �+(x(·)).

Будем говорить, что множество G ⊂ Cτ полуинвариантно (относительно
включения (2)), если для любой функции ψ(·) ∈ G существует решение y(t)
включения (2) такое, что y0(·) = ψ(·) и yt(·) ∈ G для всех t ≥ 0.
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Лемма 1. Пусть x(t) — ограниченное непродолжимое решение включения
(2), определенное на промежутке [−τ, ω). Тогда ω = +∞, множество �+(x(·))
непусто, компактно, связно и полуивариантно и d(xt(·), �+(x(·))) → 0 при t →
+∞, где d — расстояние от точки до множества в пространстве Cτ .

Доказательство. Из полунепрерывности сверху многозначного отобра-
жения F (φ(·)) следует, что оно локально ограничено в окрестности каждой
точки пространства Cτ . Тогда, используя условие A2, так же, как при дока-
зательствах теорем 2.3.1 и 2.3.2 из [3], заключаем, что для любого замкнутого
ограниченного множества U ⊂ R1 × Cτ существует точка tU ∈ (0, ω) такая, что
(t, xt(·)) 6∈ U для всех t ∈ (tU , ω).

Предположим теперь, что x(t) — ограниченное непродолжимое решение и
ω < +∞. Тогда множество K =

⋃
{xt(·)) : t ∈ [0, ω)} ⊂ Cτ замкнуто и огра-

ничено. Положим U = [0, ω] × K. Тогда множество U замкнуто, ограничено
и поэтому найдется точка tU такая, что xt(·) 6∈ K для всех t ∈ (tU , ω), что
невозможно. Итак, ω = +∞.

По условию A2 многозначное отображение F (φ(·)) ограничено на множе-
стве K. Тогда непустота, компактность и полуинвариантность множества
�+(x(·)) следуют из леммы 2 в [9].

Свойство d(xt(·), �+(x(·))) → 0 при t→ +∞ легко устанавливается от про-
тивного для любой непрерывной функции x : [−τ,+∞) → Rn, если множество⋃
{xt(·)) : t ∈ [0,+∞)} ⊂ Cτ относительно компактно. Последнее следует из

компактности множества �+(x(·)) и леммы 3 в [9].
С использованием относительной компактности множества

⋃
{xt(·) : t ∈

[0, ω)} ⊂ Cτ и свойства d(xt(·), �+(x(·))) → 0 связность множества �+(x(·))
доказывается от противного так же, как и при доказательстве теоремы из [2,
с. 278]. Лемма доказана.

Замечание 2. Сформулированное выше свойство полуинвариантности
множества G применительно к функционально-дифференциальному включе-
нию (2) отличается от свойства инвариантности множеств для функционально-
дифференциальных уравнений (см. [3]) следующим образом. Во-первых, здесь
для решения x(·) с начальной функцией из G предполагается, что условие
xt(·) ∈ G выполняется для всех t ≥ 0, а не для всех t ∈ (−∞,+∞). Во-вторых,
предполагается, что условие xt(·) ∈ G выполняется не для всех решений вклю-
чения (2), а хотя бы для одного решения. Это существенно для систем, не
обладающих свойством единственности решений. Отметим также, что в пред-
положении единственности решений лемму 1 можно получить как следствие
лемм 4.1.3 и 4.2.1 в [3], справедливых для абстрактных автономных динамиче-
ских систем.

2. Принцип инвариантности и теоремы о притяжении

С учетом леммы 1 в дальнейшем считаем без оговорок, что любое огра-
ниченное решение x(t) включения (2) определено на промежутке [−τ,+∞), а
множество �+(x(·)) 6= ∅ связно, компактно и полуинвариантно.

Теорема 1. Пусть � ⊂ Cτ , x0(t) — ограниченное решение включения (2)
такое, что x0

t (·) ∈ � для всех t ≥ 0. Предположим, что существуют непре-
рывные инвариантно дифференцируемые функционалы Vi(x, φ(·)), i = 0, . . . ,m,
определенные на пространстве Rn × Cτ и обладающие свойствами:

1) V̇ ∗0 (φ(0), φ(·)) ≤ 0 для всех φ(·) ∈ �;
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2) V̇ ∗i (φ(0), φ(·)) ≤ 0 для всех φ(·) ∈
⋂
{E(V̇ ∗ν = 0) : ν = 0, . . . , i − 1},

i = 1, . . . ,m, где

E(V̇ ∗ν = 0) �= {φ(·) ∈ � : V̇ ∗ν (φ(0), φ(·)) = 0}.

Тогда справедливы следующие утверждения:
1) �+(x0(·)) ⊂ G0, где G0 — наибольшее полуинвариантное подмножество

множества E(V̇ ∗0 = 0);
2) �+(x0(·))∩G 6= ∅, где G — наибольшее полуинвариантное подмножество

множества
E

δ=
⋂
{E(V̇ ∗ν = 0) : ν = 0, . . . ,m}. (4)

Доказательство. Докажем утверждение 1. В силу леммы 3 из [9] мно-
жество D =

⋃
{x0

t (·)) : t ≥ 0} компактно. Так как функционал V0(x, φ(·)) непре-
рывен, Ṽ0(φ(·)) = V0(φ(0), φ(·)) также непрерывен, стало быть, ограничен снизу
на множестве D. Из условия 1 теоремы и неравенства (3) вытекает, что функ-
ция t → Ṽ0

(
x0
t (·)

)
невозрастающая и поэтому имеет предел lim

t→+∞
Ṽ0

(
x0
t (·)

)
= c.

Тогда �+(x0(·)) ⊂ {φ(·) ∈ � : V0(φ(0), φ(·)) = c}. Теперь утверждение 1 теоремы
вытекает из условия 1, полуинвариантности множества �+(x0(·)) и неравен-
ства (3).

Докажем утверждение 2. Пусть φ1(·) ∈ �+(x0(·)). Из полуинвариантности
множества �+(x0(·)) следует, что существует решение x1(t) включения (2), удо-
влетворяющее начальному условию x1

0(·) = φ1(·) и такое, что x1
t (·) ∈ �+(x0(·))

для всех t ≥ 0. Тогда из условия 2 при i = 1 и доказанного выше утверждения 1
получаем, что �+(x1(·)) ⊂ E(V̇ ∗1 = 0). Из замкнутости множества �+(x0(·)) вы-
текает, что �+(x1(·)) ⊂ �+(x0(·)).

Продолжая аналогичные рассуждения, убеждаемся в существовании набо-
ра решений x1(t), . . . , xm(t) таких, что

�+(xi+1(·)) ⊂ �+(xi(·)) ⊂ E(V̇ ∗i = 0), i = 0, . . . ,m− 1, (5)

�+(xm(·)) ⊂ E(V̇ ∗m = 0). (6)

Из условий (5), (6) получаем, что �+(xm(·)) ⊂ �+(x0(·)) ∩ E. Таким образом,
множество �+(x0(·)) содержит полуинвариантное ω-предельное подмножество
�+(xm(·)) из E, которое, очевидно, принадлежит наибольшему полуинвариант-
ному множеству из E, откуда вытекает утверждение 2. Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть E ⊂ Cτ — некоторое множество, � ⊂ E — полуинвари-
антное множество, M ⊂ Cτ — замкнутое множество и E\M 6= ∅. Предположим,
что существуют непрерывные инвариантно дифференцируемые функционалы
Wj(x, φ(·)), j = 1, . . . , k, такие, что для любой функции φ(·) ∈ E\M найдется
индекс j ∈ {1, . . . , k}, для которого

Wj(φ(0), φ(·)) = 0, (7)

и выполняется одно из условий

Ẇ ∗
j (φ(0), φ(·)) < 0, Ẇ∗j(φ(0), φ(·)) > 0. (8)

Тогда
� ⊂M ∩ E. (9)
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Доказательство. Предположим, что утверждение теоремы неверно. То-
гда существует ψ(·) ∈ �\M . Из полуинвариантности множества � следует,
что существует решение y(t) включения (2) c начальным условием y0(·) = ψ(·),
удовлетворяющее yt ∈ � для всех t ≥ 0. Поскольку множество M замкнуто,
yt(·) 6∈ M для всех t ∈ [0, α) для некоторого достаточно малого α > 0. В соот-
ветствии с неравенствами (3), (8) найдутся функционал Wj1 и достаточно малое
число h1 > 0 такие, что

Wj1(y(0), y0(·)) = 0, Wj1(y(h1), yh1(·)) 6= 0, yh1(·) ∈ �\M.

Следовательно, существуют функционал Wj2 , j1 6= j2, и число h2 > 0 настолько
малое, что

Wj2(y(h1), yh1) = 0, Wj2(y(h1 + h2), yh1+h2(·)) 6= 0,

Wj1(y(h1 + h2), yh1+h2(·)) 6= 0, yh1+h2(·) ∈ �\M.

Продолжая этот процесс, получим точку tk =
k∑
j=1

hj такую, что ytk(·) ∈

E\M и Wj(y(tk), ytk(·)) 6= 0 для всех j = 1, . . . , k. Последнее противоречит
условию (7), и теорема доказана.

Будем говорить, что решение x(t) включения (2), определенное на проме-
жутке [−τ,+∞), стремится к множеству P ⊂ Cτ , если d(xt(·), P ) → 0 при
t → +∞. Решение x(t) слабо стремится к множеству P (см. соответству-
ющее определение слабого притяжения для обыкновенных дифференциальных
уравнений из [2, с. 194]), если существует последовательность tk → +∞ такая,
что d(xtk(·), P ) → 0 при k → +∞.

Отметим, что решение с компактным ω-предельным множеством �+(x(·))
стремится (слабо стремится) к любому множеству P такому, что �+(x(·)) ⊂ P
(�+(x(·)) ∩ P 6= ∅).

Теорема 3. Пусть выполняются все условия теорем 1 и 2 с множеством E,
определенным равенством (4). Тогда для любого ограниченного решения x(t)
включения (2) справедливы следующие утверждения.

1. Если m = 0, то �+(x(·)) ⊂ E ∩ M и x(t) стремится к наибольшему
полуинвариантному подмножеству из E ∩M .

2. Для любого m = 1, 2, . . . множество G = �+(x(·)) ∩ E ∩ M содержит
непустое связное компактное и полуинвариантное подмножество и x(t) слабо
стремится к множеству E ∩M .

Утверждение 1 непосредственно вытекает из теорем 1 и 2, если учесть,
что при m = 0 множество E равно E(V̇ ∗0 = 0). Утверждение 2 вытекает из
теоремы 2, в которой следует положить � = �+(xm(·)), и из соотношений (5),
(6) и (9).

Теорема 4. Пусть множество Ul = {φ ∈ Cτ : V0 < l} ограничено, вы-
полняются все условия теоремы 1 с множеством � = Ul и все условия теоре-
мы 2 с множеством E, определенным равенством (4). Тогда утверждения 1 и 2
теоремы 3 справедливы для любого решения x(t) включения (2) с начальной
функцией x0(·) ∈ Ul.

Для доказательства достаточно заметить, что в теореме 1 для множества
� = Ul любое решение с начальным условием x0(·) ∈ Ul остается в � для всех
t ≥ 0 и поэтому ограничено.



О притяжении и слабом притяжении 219

Функционал V (x, φ(·)) будем называть бесконечно большим, если для лю-
бого A > 0 существует число B > 0 такое, что |V (φ(0), φ(·))| > A для всех
‖φ(0)‖ > B.

Теорема 5. Пусть выполняются все условия теоремы 1 с множеством � =
Cτ и ограниченным снизу бесконечно большим функционалом V0(x, φ(·)) и все
условия теоремы 2 с множеством E, определенным равенством (4). Тогда утвер-
ждения 1 и 2 теоремы 3 справедливы для любого решения x(t) включения (2).

Легко видеть, что при сделанных относительно функционала V0 предпо-
ложениях любое решение включения (2) ограничено и утверждение теоремы
следует из теорем 1, 2.

Замечание 3. Теоремы 3–5 не позволяют в полной мере решать задачу
притяжения для включения (2), так как множество M заранее не известно и мо-
жет формироваться, по сути дела, лишь в ходе анализа множеств E(V̇ ∗i = 0) ну-
лей верхних производных функционалов Vi. Чем богаче набор вспомогательных
функционалов Wj , тем точнее определяется притягивающее множество и пол-
нее те выводы, которые оно позволяет сделать на основе свойств ω-предельных
множеств.

Отметим также, что свойство слабого притяжения полезно при наличии
некоторой дополнительной информации. Например, если известно, что множе-
ство M обладает свойством устойчивости, то из слабого притяжения следует
притяжение. Этот же вывод можно сделать, если известно, что ω-предельное
множество решения состоит из одной точки.

Пример. Рассмотрим уравнение движения линейного осциллятора [10]:

mq̈(t) + c1q̇(t) + k1q(t)− Ffr(q̇)− g(q̇(t− τ)) = 0, (10)

где Ffr(q̇) = −Pf sgn q̇ — сила сухого трения, параметры m, c1, k1, P и f поло-
жительны. После преобразования

x1 = q̇, x2 = q, c = c1/m, k = k1/m, a = Pf/m

и доопределения разрывной функции Ffr(q̇) в точке q̇ = 0 получаем дифферен-
циальное включение{

ẋ1(t) ∈ −cx1(t)− kx2(t) + F (x1(t)) + g(x1(t− τ)),
ẋ2(t) = x1(t),

(11)

где

F (x1) =
{ −a sgnx1, x1 6= 0,

[−a, a], x1 = 0.
Решение дифференциального включения (11) является решением дифференци-
ального уравнения (10) в смысле Филиппова [11].

Введем обозначения x = (x1, x2), φ(·) = (φ1(·), φ2(·)) и рассмотрим инвари-
антно дифференцируемый функционал

V0(x, φ(·)) =
x2

1

c
+
kx2

2

c
+

1
c2

0∫
−τ

g(φ1(s)) ds. (12)

Верхняя производная функционала V0 в силу включения (11) имеет вид

V̇ ∗0 = −
[
φ1(0)− 1

c
g(φ1(−τ))

]2

− φ2
1(0) +

1
c2
g2(φ1(0))− 2a

c
|φ1(0)|.
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Условие знакоопределенности V̇ ∗0 ≤ 0 верхней производной дает следующее
условие:

|g(z)| ≤ c|z| ∀z. (13)

Тогда

V̇ ∗0 = 0 ⇔


cφ1(0) = g(φ1(−τ)),
c|φ1(0)| = |g(φ1(0))|,
φ1(0) = 0.

(14)

Соотношение (14) позволяет выбрать вспомогательный функционал в виде
W1(x, φ(·)) = x1. На множестве E(V̇ ∗0 = 0) справедливо равенство W1(φ(0), φ(·))
= 0, а неравенства

Ẇ ∗
1 = a− kφ2(0) < 0, Ẇ1∗ = −a− kφ2(0) > 0 (15)

для верхней и нижней производных функционала W1 выполняются тогда и
только тогда, когда k|φ2(0)| > a. С учетом неравенств (15) выбираем множество

M = {φ(·) : k|φ2(0)| ≤ a}.

Отметим, что функционал (12) бесконечно большой и ограниченный снизу. По-
этому в соответствии с теоремой 5 для любого решения включения (11) полу-
чаем

�+(x(·)) ⊂M ∩ E(V̇ ∗0 = 0). (16)

Проведем дальнейший анализ условия (16). В силу полуинвариантности
множества �+(x(·)) для любой функции φ(·) ∈ �(x(·)) существует решение
y(t) = (y1(t), y2(t)) такое, что y0(·) = φ(·) и yt(·) ∈ M ∩ E(V̇ ∗0 = 0) для всех
t ≥ 0. Тогда y1(t− τ) = φ1(t− τ) и из условия (14) получаем g(y1(t− τ)) = 0 для
всех t ∈ [0, τ ]. Следовательно, g(φ1(s)) = 0 для всех s ∈ [−τ, 0]. Таким образом,
заключаем, что

�+(x(·)) ⊂ {φ(·) : φ1(0) = 0, k|φ2(0)| ≤ a, g(φ1(s)) = 0 ∀s ∈ [−τ, 0]}.

Если дополнительно предположить, что g′(0) 6= 0, то, как легко проверить,
g(φ1(s)) ≡ 0 и

�+(x(·)) ⊂ {φ(·) : φ1(·) ≡ 0, k|φ2(0)| ≤ a}.
Далее, так как для любой функции φ(·) ∈ �+(x(·)) выполняется φ1(s) = φ̇2(s) =
0, то φ2(s) = const для всех s ∈ [−τ, 0]. Таким образом, установлено, что

�+(x(·)) ⊂M1 =
{
φ(·) : φ1(·) ≡ 0, φ2(·) ≡ α, |α| ≤ a

k

}
(17)

и xt(·) →M1.
Ддя любой функции φ(·) ∈M1 выполняется V0(φ(0), φ(·)) = kφ2(0)/c. Сле-

довательно, пересечение M1 ∩ {φ(·) : V0(φ(0), φ(·)) = const} состоит из не более
чем двух постоянных функций. Так как множество �+(x(·)) связно, оно со-
стоит лишь из одной функции, и вывод, который можно сделать из условия
(17), можно уточнить: xt(·) стремится к некоторой функции φ(·) ∈ M1. Таким
образом, решается задача о притяжении для включения (11).

Исследуем свойство слабого притяжения. Пусть функционал V0, как и ра-
нее, определен равенством (12), но условие V̇ ∗0 ≤ 0 знакоопределенности верхней
производной возьмем в виде более слабого, чем (13), неравенства

g2(z)/c2 ≤ z2 + a|z| ∀z.
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Тогда множество нулей E(V̇ ∗0 = 0) верхней производной функционала V0 рас-
ширится:

V̇ ∗0 = 0 ⇔
{
cφ1(0) = g(φ1(−τ)),
c2φ2

1(0) + c2a|φ1(0) = g2(φ1(0)).
(18)

Обозначим множество, определенное условием (18), через Ẽ(V̇ ∗0 = 0). Введем
функционал

V1 =
kx2

2

2
+
x2

1

2
.

Тогда на множестве Ẽ(V̇ ∗0 = 0) выполняются неравенство V̇ ∗1 = −a|φ1(0)| ≤ 0
и соотношение V̇ ∗1 = 0 ⇔ φ1(0) = 0. Применяя теоремы 1, 2 с функционалами
V0, V1,W1 = x1, заключаем, что пересечение

F = Ẽ(V̇ ∗0 = 0) ∩ E(V̇ ∗1 = 0) ∩M ∩ �+(x(·)) (19)

содержит непустое связное полуинвариантное подмножество G. Отметим, что
Ẽ(V̇ ∗0 = 0) ∩ E(V̇ ∗1 = 0) = E(V̇ ∗0 = 0) и поэтому G ⊂ E(V̇ ∗0 = 0) ∩ M . Тогда,
как и выше, G ⊂ M1. Очевидно, что M1 ⊂ E(V̇ ∗0 = 0) и из (19) получаем
�+(x(·)) ∩M1 6= ∅. Таким образом, можно сделать вывод о том, что решение
x(t) слабо стремится к множеству M1.
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