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V –ПОЛУКОЛЬЦА

С. Н. Ильин

Аннотация. Изучаются полукольца, над которыми все простые полумодули инъ-
ективны. В теории колец и модулей кольца с аналогичным условием называ-
ются V -кольцами, поэтому рассматриваемые полукольца естественно назвать V -
полукольцами. Получены полукольцевые аналоги некоторых известных резуль-
татов о V -кольцах, в том числе аналог теоремы Капланского о коммутативных
V -кольцах.

Ключевые слова: простой полумодуль, инъективный полумодуль, существенное
расширение, V -кольцо.

Согласно [1] под полукольцом понимается непустое множество S с двумя
бинарными операциями сложения + и умножения · такое, что (S,+, 0) — ком-
мутативный моноид, (S, ·, 1) — моноид, умножение дистрибутивно относительно
сложения с обеих сторон и для всех x ∈ S верно 0x = x0 = 0. Мы не исключаем
случай, когда 0 = 1 и, следовательно, S = {0}.

Коммутативный моноид (M,+, 0M ) называется правым полумодулем над
полукольцом S (правым S-полумодулем), если задано умножение элементов из
M на элементы из S справа, причем (ms)s′ = m(ss′), (m + m′)s = ms + m′s,
m(s+ s′) = ms+ms′, m1 = m и m0 = 0Ms = 0M для всех m,m′ ∈ M , s, s′ ∈ S.
Естественным образом вводятся понятия подполумодуля, гомоморфизма полу-
модулей и т. д. Ниже все полумодули считаются правыми.

Обозначим через Cong(M) решетку конгруэнций S-полумодуля M , а через
0 и 1 — ее наименьший и соответственно наибольший элементы. Полумодуль
M 6= {0M} называется простым, если Cong(M) = {0, 1}. Удобно также считать
простым и нулевой S-полумодуль в случае, когда само полукольцо S нулевое.

ПолумодульM называется инъективным, если для любого S-полумодуляB
и любого подполумодуля A ⊆ B всякий S-гомоморфизм ϕ : A → M можно
продолжить до S-гомоморфизма ϕ : B →M .

Инъективный S-гомоморфизм α : M → N называется существенным, ес-
ли для всякого S-гомоморфизма β : N → N ′ инъективность гомоморфизма
βα равносильна инъективности β. Подполумодуль M ⊆ M ′ называется су-
щественным в M ′, если отображение включения M в M ′ есть существенный
гомоморфизм. Говорят также, что M ′ — существенное расширение M . Из-
вестно (см. [1, предложение 17.26]), что существенность M в M ′ эквивалентна
тому, что ограничение произвольной ненулевой конгруэнции θ ∈ Cong(M ′) на
M снова ненулевая конгруэнция.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 10–01–00431–a).
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Назовем полукольцо S правым V -полукольцом, если каждый простой пра-
вый S-полумодуль инъективен. Данное определение обобщает известное в тео-
рии колец и модулей понятие правого V -кольца. Справедливы следующие ре-
зультаты о V -кольцах (см. [2, п. 12.26; 3, следствие 19.53]).

Предложение A. Для кольца R следующие условия эквивалентны:
1) R — правое V -кольцо;
2) любое существенное расширение каждого простого правого R-модуля M

совпадает с M ;
3) каждое фактор-кольцо кольца R — правое V -кольцо.

Теорема B (Капланский). Коммутативное кольцо R есть V -кольцо тогда
и только тогда, когда оно регулярно.

Основная цель данной статьи — обобщить приведенные результаты о V -
кольцах на случай V -полуколец.

1. Простые полумодули

Данный пункт содержит необходимые в дальнейшем результаты о простых
полумодулях, в том числе о полумодулях над коммутативными полукольца-
ми. Отметим тот факт, что исчерпывающее описание простых полумодулей
над коммутативными полукольцами дано в [4], однако термины «полукольцо»
и «полумодуль» в упомянутой работе понимаются в гораздо более широком
смысле, нежели это было определено выше, поэтому приведенное в [4] описа-
ние простых полумодулей содержит большое количество случаев, значительная
часть которых не реализуется в рассматриваемой нами ситуации. В связи с
этим в нашем случае необходимые результаты о простых полумодулях удобно
получить непосредственными рассуждениями, используя методы, изложенные
в [4].

Пусть M — полумодуль над полукольцом S. Обозначим через R(M) мно-
жество всех элементов из M , обладающих противоположными элементами. За-
дадим на M отношение σ, положив mσm′ для произвольных m,m′ ∈ M , если
Ann(m) = Ann(m′), где Ann(m) = {s ∈ S : ms = 0M} — правый аннулятор
элемента m ∈M .

Лемма 1.1. Если R(M) = {0M}, то σ — конгруэнция на M , при этом если
M прост, то σ есть отношение равенства.

Доказательство. Очевидно, σ является отношением эквивалентности.
Пусть mσm′. Если s ∈ Ann(m + n) для некоторого n ∈ M , то 0M =

(m+ n)s = ms+ ns, что с учетом условия R(M) = {0M} влечет ms = ns = 0M .
Но тогда s ∈ Ann(m) = Ann(m′), так чтоm′s = 0M , откуда (m′+n)s = m′s+ns =
0M , поэтому s ∈ Ann(m′ + n) и, следовательно, Ann(m + n) ⊆ Ann(m′ + n).
Аналогично доказывается включение Ann(m′+n) ⊆ Ann(m+n), следовательно,
Ann(m+ n) = Ann(m′ + n), так что (m+ n)σ(m′ + n).

Если для некоторых s, t ∈ S имеем t ∈ Ann(ms), то 0M = (ms)t = m(st),
значит, st ∈ Ann(m) = Ann(m′), поэтому 0M = m′(st) = (m′s)t, тем самым
t ∈ Ann(m′s), так что Ann(ms) ⊆ Ann(m′s). Аналогично Ann(m′s) ⊆ Ann(ms),
откуда Ann(ms) = Ann(m′s), т. е. (ms)σ(m′s).

Итак, σ — конгруэнция, при этом очевидно, что если m 6= 0M , то 0M и
m не находятся в отношении σ. Поэтому если полумодуль M прост, то σ —
отношение равенства. �
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Согласно [1, предложения 15.27, 15.28] в каждом простом полумодуле сло-
жение либо сократимо, либо идемпотентно, а если исходное полукольцо ком-
мутативно, то каждый простой полумодуль с сократимым сложением является
модулем. Эти результаты уточняет следующее

Предложение 1.2. Каждый простой S-полумодуль M либо является мо-
дулем, либо сложение в M идемпотентно.

Доказательство. Зададим на M отношение Бёрна θR по R(M), т. е. по-
лагаемm θR m′, еслиm+n = m′+n′ для некоторых n, n′ ∈ R(M). В силу просто-
ты полумодуля M либо θR есть отношение равенства, либо для всех m,m′ ∈M
верно m θR m′. В последнем случае, в частности, для каждого m ∈ M имеем
0M θR m, т. е. при некоторых n, n′ ∈ R(M) верно 0M + n = m + n′, откуда
m+ n′ − n = 0M и, значит, m ∈ R(M). Ввиду произвольности m ∈M получаем
M = R(M), так что M является модулем.

В оставшемся случае, когда θR есть отношение равенства и, следовательно,
R(M) = {0M}, для всякого m ∈M немедленно выводим mσ(m+m), что в силу
леммы 1.1 влечет m = m+m, тем самым сложение в M идемпотентно. �

Как известно, для произвольного полукольца S множество S × S отно-
сительно сложения и умножения, определенных формулами (a, b) + (c, d) =
(a+ c, b+ d), (a, b)(c, d) = (ac+ bd, ad+ bc) для всех (a, b), (c, d) ∈ S×S, образует
полукольцо, на котором можно задать конгруэнцию 4, положив (a, b)4(c, d),
если a+ d+ x = b+ c+ x для некоторого x ∈ S. При этом фактор-полукольцо
S4 = (S × S)/4 есть кольцо (возможно, нулевое), называемое кольцом разно-
стей полукольца S (см. [1, гл. 8]). Класс конгруэнтности пары (a, b) ∈ S×S по
4 будем обозначать через (a, b)4.

Замечание 1.3. Всякий S-модуль M можно рассматривать как S4-мо-
дуль, полагая m(a, b)4 = ma − mb для всех m ∈ M , (a, b)4 ∈ S4. Наоборот,
правило ms = m(s, 0)4 задает на каждом S4-модуле M структуру S-модуля.

Из указанного в замечании 1.3 соответствия для всякого модуля M почти
очевидным образом вытекает равенство Cong(MS) = Cong(MS4). В частности,
M прост как S-модуль в точности тогда, когда он прост как S4-модуль. При-
меняя хорошо известный результат о простых модулях над кольцами (см. [5,
предложение 9.1]), получаем

Предложение 1.4. Модуль M над полукольцом S прост тогда и только
тогда, когда он изоморфен модулю S4/J , где J — некоторый максимальный
правый идеал кольца разностей S4.

Перейдем к простым полумодулям с идемпотентным сложением. Как по-
казывает следующее предложение, такие полумодули над коммутативными по-
лукольцами устроены довольно просто. Предварительно дадим необходимые
определения.

Идеал I ⊂ S называется строгим, если a+ b ∈ I влечет a, b ∈ I для любых
a, b ∈ S. Двусторонний идеал I ⊂ S называется первичным, если JK ⊆ I влечет
J ⊆ I или K ⊆ I для любых двусторонних идеалов J,K ⊂ S. Если полукольцо
S коммутативно, то первичность идеала I ⊂ S равносильна тому, что ab ∈ I
влечет a ∈ I или b ∈ I для любых a, b ∈ S [1, следствие 7.6].

Предложение 1.5. Каждый простой полумодуль с идемпотентным сло-
жением над ненулевым коммутативным полукольцом S содержит ровно два
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элемента. Моноид M = {0M ,m} с идемпотентным сложением есть простой S-
полумодуль в точности тогда, когда Ann(m) — строгий первичный идеал в S.

Доказательство. Пусть M — простой S-полумодуль с идемпотентным
сложением. Фиксируем произвольный элемент s ∈ S и рассмотрим множество
As = {m ∈M : ms = 0M}. Используя коммутативность полукольца S, нетрудно
убедиться в том, что As — подполумодуль в M . Обозначим через θs отношение
Бёрна по As на M . Поскольку M прост, то либо θs есть отношение равенства и
тогда As = {0M}, либо для всякого m ∈M имеем 0M θs m, т. е. при подходящих
n, n′ ∈ As верно n = 0M + n = m+ n′, откуда 0M = ns = ms+ n′s = ms, так что
m ∈ As и, следовательно, As = M .

Итак, при каждом фиксированном s ∈ S имеем либо As = {0M}, либо
As = M , поэтому для любых отличных от 0M элементов m,m′ ∈ M равенство
ms = 0M имеет место ровно тогда, когда m′s = 0M , тем самым Ann(m) =
Ann(m′). Поскольку сложение в M идемпотентно, то R(M) = {0M}, откуда в
силу леммы 1.1 получаем m = m′, так что полумодуль M содержит ровно один
отличный от 0M элемент, т. е. M = {0M ,m}.

Покажем, что идеал Ann(m) является строгим и первичным. Действитель-
но, если s+ s′ ∈ Ann(m) для некоторых s, s′ ∈ S, то 0M = m(s+ s′) = ms+ms′,
откуда в силу идемпотентности сложения в M выводим ms = ms′ = 0M , тем
самым s, s′ ∈ Ann(m), что доказывает строгость идеала Ann(m). Если теперь
s, s′ 6∈ Ann(m), то ms 6= 0M и ms′ 6= 0M , следовательно, ms = ms′ = m, по-
этому m(ss′) = (ms)s′ = ms′ = m 6= 0M , откуда ss′ 6∈ Ann(m), что с учетом
коммутативности S влечет первичность идеала Ann(m).

Обратно, пусть M = {0M ,m} — моноид с идемпотентным сложением и
I ⊂ S — строгий первичный идеал. Зададим умножение элементов из M на
элементы из S, положив 0Ms = 0M для всех s ∈ S, ms = 0M при s ∈ I и
ms = m при s 6∈ I. Непосредственная проверка показывает, что M — простой
S-полумодуль. �

2. Правые V -полукольца

Напомним, что согласно предложению A кольцо R является правым V -
кольцом тогда и только тогда, когда любое существенное расширение каждого
простого правого R-модуля M совпадает с M . Рассмотрим аналогичное свой-
ство полуколец:

любое существенное расширение каждого простого правого
S-полумодуля M совпадает с M .

(1)

Очевидно, что если α : S → T — сюръективный гомоморфизм полуко-
лец, то любой T -полумодуль M можно рассматривать одновременно и как S-
полумодуль, полагая ms = mα(s) для всех s ∈ S. Ясно, что Cong(MS) =
Cong(MT ), поэтому если T -полумодуль M ′ есть существенное расширение про-
стого T -полумодуля M , то ровно то же самое верно для M и M ′ как S-полумо-
дулей. Следовательно, справедливо

Предложение 2.1. Всякий гомоморфный образ полукольца со свойством
(1) снова есть полукольцо со свойством (1).

Полукольцо S называется антикольцом (антинегативным полукольцом),
если a + b = 0 влечет a = b = 0 для любых a, b ∈ S. Очевидно, что S является
антикольцом ровно тогда, когда его идеал R(S), состоящий из всех аддитивно
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обратимых элементов, нулевой. С учетом этого нетрудно показать, что фактор-
полукольцо S/θR, где θR — отношение Бёрна по идеалу R(S), есть антикольцо.
Отметим также, что S является кольцом в том и только том случае, когда
фактор-полукольцо S/θR нулевое.

Таким образом, ввиду предложения 2.1 каждое не являющееся кольцом по-
лукольцо со свойством (1) факторизацией по θR можно превратить в ненулевое
антикольцо со свойством (1). Прежде чем установить связь между правыми
V -полукольцами и полукольцами со свойством (1) в общем случае, получим
сначала соответствующий результат для антиколец. Докажем предварительно
несколько вспомогательных лемм.

Заметим, что на любом S-полумодуле M можно задать отношение EM , по-
ложив m EM m′ для произвольных m,m′ ∈ M , если при некотором натураль-
ном k′ и некотором n ∈M верно k′m′ = m+n. Легко видеть, что EM есть пред-
порядок, причем m EM m′ влечет (m+m′′) EM (m′ +m′′) и (ms) EM (m′s) для
всех m′′ ∈M , s ∈ S, так что отношение �M , определенное правилом: m �M m′,
если m EM m′ и m′ EM m, есть конгруэнция на M . Отметим также, что если
в качестве M взять само полукольцо S, то соответствующая конгруэнция �S на
S является не только полумодульной, но и полукольцевой. Непосредственно из
определения конгруэнции �M вытекает соотношение m �M (m+m) для любого
m ∈M , следовательно, справедлива следующая

Лемма 2.2. Сложение в фактор-полумодуле M� = M/�M идемпотент-
но, причем полумодуль M� нулевой ровно тогда, когда M является модулем.
В частности, если полукольцо S не является кольцом, то фактор-полукольцо
S� = S/�S — ненулевое аддитивно идемпотентное полукольцо.

Обозначим через s� класс конгруэнтности элемента s ∈ S по �S .

Лемма 2.3. Правило ms� = ms для всех m ∈M , s ∈ S задает на всяком S-
полумодулеM с идемпотентным сложением структуру S�-полумодуля, при этом
Cong(MS) = Cong(MS�). В частности, для любого S-полумодуля N фактор-
полумодуль N� = N/�N является одновременно и S-, и S�-полумодулем.

Доказательство. Пустьm ∈M , s, s′ ∈ S и s �S s′. Тогда для подходящих
натуральных k, k′ и некоторых t, t′ ∈ S выполнены равенства k′s′ = s + t и
ks = s′ + t′, что ввиду идемпотентности сложения в M влечет ms = k(ms) =
m(ks) = ms′ + mt′ и аналогично ms′ = ms + mt, откуда ms = ms′ + mt′ =
ms′ +mt′ +ms′ = ms+ms′ = ms+ms+mt = ms+mt = ms′. Таким образом,
умножение элементов из M на элементы полукольца S� определено корректно.
Оставшаяся часть утверждения леммы очевидна. �

Лемма 2.4. Пусть M — полумодуль над антикольцом S. Тогда существу-
ют такие S-полумодуль M̃ и элемент z ∈ M̃ , что M ⊆ M̃ и m+ z = z для всех
m ∈M .

Доказательство. Зададим на S-полумодуле M × S отношение ∼, поло-
жив (m1, s1) ∼ (m2, s2), если, во-первых, s1 = s2 и, во-вторых, для некоторого
натурального k существуют элементы m′

i,m
′′
i ∈ M , xi, x′i ∈ S (i = 1, . . . , k)

такие, что xi + x′i = s1 и m1 +
∑
i
m′
ixi = m2 +

∑
i
m′′
i xi.

Согласно [6, предложение 1.6] отношение ∼ есть конгруэнция. Обозначим
через M̃ фактор-полумодуль (M ×S)/ ∼, а через [m, s] — класс конгруэнтности
произвольной пары (m, s) ∈ M × S. В доказательстве предложения 1.7 статьи
[6] установлено, что если R(S) = {0} (другими словами, если S — антикольцо),
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то отображение α : M → M̃ , действующее по правилу α(m) = [m, 0], является
инъективным S-гомоморфизмом, причем для всехm ∈M верно [m, 0]+[0M , 1] =
[0M , 1]. Следовательно, отождествляя элементы из M с их образами в M̃ при
действии α и полагая z = [0M , 1], можно считать, что M есть подполумодуль в
M̃ и при этом m+ z = z для всех m ∈M . �

Предложение 2.5. Если антикольцо S обладает свойством (1), то кольцо
разностей S4 нулевое.

Доказательство. Пусть S4 6= {0}. Тогда найдется простой S4-модуль
M 6= {0M}, который является также простым S-модулем (см. замечание 1.3
и рассуждения, предваряющие предложение 1.4). В силу леммы 2.4 найдутся
полумодуль M̃ , содержащий M , и такой элемент z ∈ M̃ , что m+ z = z для всех
m ∈M . Последнее означает, что z 6∈M , следовательно, M ⊂ M̃ .

Рассмотрим множество M всех элементов решетки Cong(M̃), ограничение
которых на M есть отношение равенства. В частности, таковой является ну-
левая конгруэнция на M̃ , поэтому множество M непусто. Легко видеть, что
объединение элементов произвольной возрастающей цепи в M снова лежит в
M, тем самым M удовлетворяет условиям леммы Цорна и, следовательно, об-
ладает максимальным элементом θ. Поскольку ограничение конгруэнции θ на
M есть отношение равенства, то M ′ = M̃/θ есть расширение M , причем вви-
ду максимальности θ это расширение существенно. Обозначив через z′ класс
конгруэнтности элемента z ∈ M̃ по θ и отождествив элементы из M с их клас-
сами конгруэнтности в M ′, получаем m + z′ = z′ для всех m ∈ M , откуда
z′ 6∈ M и, следовательно, M ′ — существенное расширение простого S-модуля
M , не совпадающее с M . Полученное противоречие со свойством (1) завершает
доказательство. �

Полукольцо S называется зероидным, если для всякого s ∈ S найдется
такой z ∈ S, что s + z = z. Очевидно, зероидность полукольца S равносильна
разрешимости в S уравнения 1 + x = x, которая, в свою очередь, равносильна
тому, что кольцо разностей S4 нулевое, поэтому ввиду предложения 2.5 каждое
антикольцо со свойством (1) зероидно. Отметим также тот очевидный факт, что
любое зероидное полукольцо есть антикольцо.

Класс зероидных полуколец довольно обширен и содержит, в частности, все
аддитивно идемпотентные полукольца. Для последних справедлив следующий
важный результат (см. [7]).

Теорема 2.6. Каждый полумодуль над аддитивно идемпотентным полу-
кольцом обладает инъективной оболочкой.

В [8] аналогичное утверждение доказано в гораздо более общем случае: для
полумодулей над аддитивно регулярными полукольцами. Однако легко видеть,
что далеко не все зероидные полукольца аддитивно регулярны, поэтому вопрос
о существовании инъективных оболочек полумодулей над зероидными полу-
кольцами весьма важен и интересен. Некоторое продвижение в его решении
дает следующая

Теорема 2.7. Каждый простой полумодуль над зероидным полукольцом
обладает инъективной оболочкой.

Доказательство. Пусть S — зероидное полукольцо и M — простой S-
полумодуль. Если полукольцо S нулевое, то утверждение тривиально верно,
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поэтому можно считать, что S 6= {0} и, следовательно, M 6= {0M}. В силу
предложения 1.2 полумодуль M либо является модулем, либо сложение в M
идемпотентно. Но зероидность полукольца S означает, что кольцо разностей
S4 нулевое, поэтому ввиду замечания 1.3 первый случай невозможен, следо-
вательно, M — полумодуль с идемпотентным сложением. В силу лемм 2.2
и 2.3 S-полумодуль M можно рассматривать как полумодуль над аддитивно
идемпотентным полукольцом S�, следовательно, по теореме 2.6 он обладает
инъективной оболочкой — S�-полумодулем N . Для завершения доказательства
достаточно установить, что N является инъективной оболочкой для M и в том
случае, когда M и N рассматриваются как S-полумодули.

Итак, пусть A,B — произвольные S-полумодули, причем A ⊆ B, и ϕ :
A → N — S-гомоморфизм. Обозначим через �′A ограничение конгруэнции �B
на A и положим A′ = A/�′A, B� = B/�B . Ясно, что отображение ıA′ : A′ →
B�, сопоставляющее каждому классу конгруэнтности a′ ∈ A′ элемента a ∈ A
содержащий его класс a� ∈ B�, есть инъективный S�-гомоморфизм, поэтому
можно считать, что A′ ⊆ B�. Очевидно также, что если πA : A→ A′ и πB : B →
B� — естественные сюръективные гомоморфизмы, а ıA : A→ B — вложение A
в B, то ıA′ ◦ πA = πB ◦ ıA.

Пусть a1, a2 ∈ A — произвольные элементы, находящиеся в отношении �′A,
т. е. для некоторых натуральных k1, k2 и некоторых b1, b2 ∈ B верны равенства
k1a1 = a2 + b2 и k2a2 = a1 + b1. Положим ni = ϕ(ai) (i = 1, 2). Учитывая
идемпотентность сложения в N , получаем n1 = k1n1 = ϕ(k1a1) = ϕ(a2 + b2) и
аналогично n2 = ϕ(a1 + b1). Покажем, что Ann(n1) = Ann(n2).

Действительно, пусть s ∈ Ann(n1). Тогда n1s = 0N и, значит, n1sz = 0N ,
где z ∈ S — некоторый элемент, удовлетворяющий равенству 1 + z = z и су-
ществующий в силу зероидности полукольца S. Получаем следующую цепочку
равенств:

0N = n1sz = ϕ(a2 + b2)sz = ϕ(a2sz + b2sz) = ϕ(a2s+ a2sz + b2sz)
= ϕ(a2s) + ϕ(a2sz + b2sz) = ϕ(a2)s = n2s,

тем самым s ∈ Ann(n2). Таким образом, Ann(n1) ⊆ Ann(n2). Аналогично
доказывается обратное включение.

Итак, аннуляторы элементов n1 и n2 в S совпадают. Ввиду леммы 2.3 для
любых n ∈ N , s ∈ S справедливо равенство ns = ns�, так что n1 и n2 имеют
одинаковые аннуляторы и в S�. Воспользовавшись леммой 1.1, зададим на
NS� конгруэнцию σ, ограничение которой на MS� согласно той же лемме есть
отношение равенства в силу простоты MS и, следовательно, простоты MS� .
Но тогда и сама конгруэнция σ ∈ Cong(NS�) есть отношение равенства ввиду
существенности MS� в NS� , так что n1 = n2 или, что то же самое, ϕ(a1) = ϕ(a2).

Таким образом, для любых a1, a2 ∈ A отношение a1 �′A a2 влечет ϕ(a1) =
ϕ(a2). Поэтому S-гомоморфизм ϕ : A → N индуцирует корректно определен-
ный S�-гомоморфизм ϕ′ : A′ → N , где ϕ′(a′) = ϕ(a) для каждого a′ ∈ A′, при
этом ϕ = ϕ′ ◦ πA. Наконец, заметим, что в силу инъективности N как S�-
полумодуля существует такой S�-гомоморфизм ϕ′ : B� → N , что ϕ′ = ϕ′ ◦ ıA′ .
Соответствующая коммутативная диаграмма изображена на рис. 1.

Легко видеть, что отображение ϕ = ϕ′ ◦ πB : B → N является S-гомо-
морфизмом, ограничение которого на A совпадает с ϕ, что доказывает инъек-
тивность N как S-полумодуля. Осталось заметить, что с учетом выполненных
в силу леммы 2.3 равенств Cong(NS) = Cong(NS�) и Cong(MS) = Cong(MS�)
существенность MS в NS есть следствие существенности MS� в NS� . �



284 С. Н. Ильин

-�
�

�
�3

-

�
�

�
�3

A

A′

B

B�

�
�
�
�
�
�
�
�
�� 6

Z
Z

Z
Z

Z
Z

ZZ}
N

πA

ıA
πB

ıA′

ϕ′
ϕ

ϕ′

Рис. 1.

Следствие 2.8. Каждое антикольцо со свойством (1) есть правое V -полу-
кольцо.

Доказательство. Пусть M — простой правый полумодуль над антиколь-
цом S, обладающим свойством (1). Согласно предложению 2.5 кольцо разностей
S4 нулевое, следовательно, само полукольцо S зероидно. Тогда по теореме 2.7
полумодуль M обладает инъективной оболочкой, совпадающей с M в силу (1),
тем самым M инъективен и, значит, S — правое V -полукольцо. �

Вернемся к полукольцам общего вида. Как говорилось в начале данного
пункта (см. рассуждения после предложения 2.1), любое полукольцо S можно
превратить в антикольцо S/θR.

Предложение 2.9. Если антикольцо S = S/θR зероидно, то S = R ⊕ T ,
где R — кольцо, а T — зероидное полукольцо, изоморфное S.

Доказательство. Пусть фактор-полукольцо S зероидно. В случаях, ко-
гда R(S) = S или R(S) = {0}, исходное полукольцо S является кольцом или
соответственно зероидным полукольцом, тем самым доказываемое утверждение
тривиально верно. Поэтому можно считать, что {0} ⊂ R(S) ⊂ S.

Так как S зероидно, то для некоторого z̄ ∈ S верно 1̄ + z̄ = z̄ или, что то
же самое, (1 + z) θR z при некотором z ∈ S. Последнее с учетом определения
конгруэнции θR означает, что для подходящих r1, r2 ∈ R(S) верно 1 + z + r1 =
z + r2 или эквивалентно 1 + z = r + z, где r = r2 − r1 ∈ R(S).

Умножая равенство 1+z = r+z справа на произвольный элемент r′ ∈ R(S),
получаем r′ + zr′ = rr′ + zr′, откуда, сокращая на zr′ ∈ R(S), выводим r′ = rr′.
Аналогично умножение равенства 1 + z = r + z на r′ слева дает r′r = r′, тем
самым ввиду произвольности выбора r′ ∈ R(S) элемент r ∈ R(S) является
локальной единицей в R(S). Поскольку R(S) — двусторонний идеал в S, то
rs, sr ∈ R(S) при любом s ∈ S, значит, rs = rsr = sr и, в частности, r2 = r, так
что r — центральный идемпотент и, стало быть, для полукольца S имеет место
разложение Пирса S = rS⊕ (1− r)S. Полагая R = rS и T = (1− r)S, замечаем,
что R = R(S) — кольцо, а T — антикольцо, поскольку R(T ) = R((1 − r)S) =
R(S) ∩ (1− r)S = {0}.

Наконец, легко видеть, что отображение ψ : S → T , где ψ(s) = (1− r)s для
всех s ∈ S, есть сюръективный гомоморфизм, причем ψ(s) = ψ(s′) в точности
тогда, когда s θR s′. Следовательно, по основной теореме о гомоморфизмах
полуколец S = S/θR ∼= T . �

Теперь мы можем доказать основной результат данного пункта — полу-
кольцевой аналог предложения A.
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Теорема 2.10. Для полукольца S следующие условия эквивалентны:
1) S — правое V -полукольцо;
2) любое существенное расширение каждого простого правого S-полумоду-

ля M совпадает с M ;
3) S = R⊕T , гдеR— правое V -кольцо, T — зероидное правое V -полукольцо;
4) каждое фактор-полукольцо полукольца S есть правое V -полукольцо.
Доказательство. Импликация 1) ⇒ 2) есть следствие легко проверяемо-

го утверждения (см. [1, предложение 17.29]) о том, что каждое существенное
расширение инъективного полумодуля совпадает с ним.

2) ⇒ 3) Условие 2 означает, что для S верно (1), поэтому с учетом пред-
ложения 2.1 свойством (1) обладает и антикольцо S/θR. Следовательно, в силу
предложения 2.5 его кольцо разностей нулевое, так что антикольцо S/θR зеро-
идно. Тогда по предложению 2.9 имеем S = R⊕ T , где R — кольцо, а T ∼= S/θR
— антикольцо, причем и для R, и для T ввиду предложения 2.1 верно (1). Оста-
лось воспользоваться упомянутым выше предложением A и следствием 2.8, со-
гласно которым каждое кольцо со свойством (1) есть правое V -кольцо, а каждое
антикольцо со свойством (1) есть правое V -полукольцо.

Нетрудно видеть, что прямая сумма двух правых V -полуколец снова есть
правое V -полукольцо, что доказывает справедливость импликации 3) ⇒ 1).

Наконец, импликация 4) ⇒ 1) очевидна, а импликация 1) ⇒ 4) с учетом
уже доказанной эквивалентности 1) ⇔ 2) вытекает из предложения 2.1. �

3. Коммутативные V -полукольца

Основная цель данного пункта — получение полукольцевого аналога теоре-
мы Капланского о коммутативных V -кольцах (теорема B). В силу теоремы 2.10
любое коммутативное V -полукольцо является прямой суммой коммутативного
V -кольца и коммутативного зероидного V -полукольца. «Внутреннюю» харак-
теризацию коммутативных V -колец дает упомянутая теорема B, соответству-
ющая характеризация коммутативных зероидных V -полуколец содержится в
следующей теореме.

Теорема 3.1. Коммутативное зероидное полукольцо S является V -полу-
кольцом в том и только том случае, когда оно обладает свойством:

если I ⊂ S — строгий первичный идеал и x ∈ I, то Ann(x) 6⊆ I. (2)

Доказательство. Согласно теореме 2.10 полукольцо S является V -полу-
кольцом в точности тогда, когда оно обладает свойством (1). Поэтому доста-
точно убедиться в том, что для коммутативных зероидных полуколец свойства
(1) и (2) эквивалентны.

(1) ⇒ (2) Зафиксируем произвольный строгий первичный идеал I ⊂ S и
рассмотрим его подмножество H(I) = {x ∈ I : Ann(x) 6⊆ I}. Очевидно, требует-
ся доказать равенство H(I) = I, для чего достаточно установить, что строгое
включение H(I) ⊂ I противоречит свойству (1).

Итак, пусть H(I) ⊂ I. Справедлива следующая

Лемма 3.2. Множество H(I) есть строгий идеал в S.
Доказательство. Сначала убедимся, что H(I) — идеал в S. В самом

деле, Ann(0) = S 6⊆ I, так что 0 ∈ H(I), следовательно, множествоH(I) непусто.
Если x, y ∈ H(I), то x+y ∈ I и для некоторых s, t 6∈ I верно xs = yt = 0. Тогда с
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учетом коммутативности S и первичности I верно st ∈ Ann(x+y)\I, тем самым
x + y ∈ H(I). Наконец, для произвольных x ∈ H(I), s ∈ S имеем xs ∈ I, что
ввиду включения Ann(x) ⊆ Ann(xs) влечет xs ∈ H(I).

Покажем теперь, что идеал H(I) строгий. Действительно, пусть x + y ∈
H(I). Тогда x + y ∈ I, следовательно, x, y ∈ I в силу строгости идеала I. По-
скольку полукольцо S зероидно и, значит, является антикольцом, верны вклю-
чения Ann(x+ y) ⊆ Ann(x), Ann(x+ y) ⊆ Ann(y), откуда x, y ∈ H(I). �

Итак, H(I) — строгий идеал в S. Рассмотрим два возможных случая.
Случай 1: H(I) = {0}. Добавим к коммутативному моноиду (S,+, 0) еще

один элемент m 6∈ S и доопределим на получившемся множестве V = S ∪ {m}
операцию сложения, положив m+ 0 = 0 +m = m+m = m и m+ s = s+m = s
для любого ненулевого s ∈ S. С учетом того, что полукольцо S зероидно и,
значит, R(S) = {0}, легко проверяется следующая

Лемма 3.3. (V,+, 0) — коммутативный моноид.
Для каждого отличного от m элемента v ∈ V и каждого s ∈ S естественным

образом определено произведение vs. Положим ms = 0 при любом s ∈ I и
ms = m для всех s 6∈ I.

Лемма 3.4. Моноид V является S-полумодулем.
Доказательство. Очевидно, достаточно проверить справедливость вхо-

дящих в определение полумодуля равенств при условии, что по крайней мере
один из участвующих в них элементов есть m.

Для произвольных s, t ∈ S сравним выражения (ms)t и m(st). В случае,
когда хотя бы один из элементов s и t лежит в идеале I, оба выражения дают
0 и, следовательно, равны друг другу. Если же s, t 6∈ I, то st 6∈ I ввиду первич-
ности I и поэтому (ms)t = mt = m = m(st). В итоге (ms)t = m(st) при любых
s, t ∈ S.

Далее, сравним выражения (m + v)s и ms + vs, где v ∈ V , s ∈ S. Если
v = 0, то (m+ 0)s = ms = ms+ 0s при любом s ∈ S. Если v = m, то при s ∈ I
имеем (m +m)s = ms = 0 = 0 + 0 = ms +ms, а при s 6∈ I — (m +m)s = ms =
m = m+m = ms+ms. Пусть теперь v ∈ V отличен от 0 и от m. В частности,
v 6∈ H(I). Если s ∈ I, то (m+ v)s = vs = 0 + vs = ms+ vs. Наконец, если s 6∈ I,
то vs 6= 0 либо в силу первичности I при v 6∈ I, либо ввиду условия v 6∈ H(I)
при v ∈ I. Следовательно, (m+ v)s = vs = m+ vs = ms+ vs.

Проверим справедливость равенства m(s+ t) = ms+mt для любых s, t ∈ S.
Действительно, если s, t ∈ I, то s + t ∈ I, откуда m(s + t) = 0 = 0 + 0 =
ms+mt. Если же, например, s 6∈ I, то s+ t 6∈ I в силу строгости I, поэтому вне
зависимости от того, чему равно произведение mt: либо 0, либо m, получаем
m(s+ t) = m = m+ 0 = m+m = ms+mt.

Наконец, 1 6∈ I и 0 ∈ I, поэтому m1 = m и m0 = 0. �

Из построения полумодуля V непосредственно видно, что R(V ) = R(S) =
{0}, следовательно, опираясь на лемму 1.1, можно построить фактор-полумо-
дуль V ′ = V/σ, где, напомним, v1 σ v2 означает, что Ann(v1) = Ann(v2).

Для произвольного v ∈ V обозначим через v′ его класс конгруэнтности
относительно σ. Ясно, что Ann(v′) = Ann(v), поэтому разные элементы из V ′

имеют разные аннуляторы.
Заметим также, что Ann(0′) = S, Ann(m′) = I и Ann(1′) = {0}, а поскольку

в силу сделанных выше предположений верны включения {0} = H(I) ⊂ I ⊂ S,
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то полумодуль V ′ содержит по крайней мере три различных элемента — 0′, m′

и 1′. Легко также видеть, что M = {0′,m′} ⊂ V ′ — простой подполумодуль.

Лемма 3.5. Полумодуль V ′ есть существенное расширение полумодуляM .
Доказательство. Пусть θ — произвольная ненулевая конгруэнция на V ′.

Тогда для некоторых v′1, v
′
2 ∈ V ′, v′1 6= v′2, верно v′1 θ v′2. Поскольку аннулято-

ры различных элементов из V ′ различны, найдется s ∈ S, который аннулирует
ровно один из элементов v′1 и v′2. Пусть для определенности v′1s = 0′ и соот-
ветственно v′2s 6= 0′. Тогда 0′ = (v′1s) θ (v′2s) 6= 0′. Прибавив к обеим частям
элемент m′, получаем m′ = (m′ + 0′) θ (m′ + v′2s) = (v′2s) θ 0′, так что m′ θ 0′ и,
следовательно, ограничение конгруэнции θ на M есть ненулевая конгруэнция,
что и доказывает существенность M в V ′. �

Таким образом, построен простой S-полумодуль M , обладающий нетриви-
альным существенным расширением V ′, что противоречит свойству (1).

Случай 2: {0} 6= H(I). Зададим на S отношение Бёрна θH по идеалу
H(I).

Лемма 3.6. Фактор-полукольцо S = S/θH — коммутативное зероидное
полукольцо, обладающее свойством (1), I = {ā : a ∈ I} ⊂ S — его ненулевой
строгий первичный идеал и H(I) = {x̄ ∈ I : Ann(x̄) 6⊆ I} = {0̄}.

Доказательство. Очевидно, полукольцо S коммутативно и зероидно как
фактор-полукольцо коммутативного зероидного полукольца S. Поскольку S
обладает свойством (1), в силу предложения 2.1 тем же свойством обладает и
S.

Легко видеть, что I — идеал в S. Заметим, что если ā ∈ I, то при некоторых
z ∈ I, x, y ∈ H(I) верно a + x = z + y ∈ I +H(I) = I, откуда ввиду строгости
идеала I выводим a ∈ I. Следовательно, 1̄ 6∈ I, так что идеал I собственный.
Аналогично, используя строгость и первичность идеала I, можно доказать, что
идеал I строгий и первичный.

Отметим также, что в силу леммы 3.2 идеал H(I) является строгим, поэто-
му если ā = 0̄, то для подходящих x, y ∈ H(I) имеем a + x = 0 + y = y ∈ H(I),
следовательно, a ∈ H(I). В частности, поскольку H(I) ⊂ I, то при a ∈ I\H(I)
имеем ā 6= 0̄, так что идеал I ненулевой.

Наконец, если x̄ — произвольный ненулевой элемент из Ī и для некоторого
s̄ ∈ S верно x̄s̄ = 0̄, то xs ∈ H(I), значит, найдется такой элемент t 6∈ I,
что xst = 0. Тогда st ∈ Ann(x), а так как x̄ ∈ I, x̄ 6= 0̄, то x ∈ I\H(I),
поэтому Ann(x) ⊆ I, откуда st ∈ I. Но идеал I первичен и t 6∈ I, следовательно,
s ∈ I и поэтому s̄ ∈ I. Таким образом, для всякого отличного от 0̄ элемента
x̄ ∈ I равенство x̄s̄ = 0̄ влечет s̄ ∈ I, тем самым Ann(x̄) ⊆ I. Следовательно,
H(I) = {0̄}. �

Согласно лемме 3.6 полукольцо S и его идеалы I и H(I) удовлетворяют тем
же предположениям, которым удовлетворяли полукольцо S и его идеалы I и
H(I) в случае 1. Как показано ранее, эти предположения противоречивы.

Итак, в обоих случаях условие H(I) ⊂ I приводит к противоречию со свой-
ством (1), что и требовалось.

(2) ⇒ (1) Пусть S — коммутативное зероидное полукольцо, обладающее
свойством (2). Зафиксируем произвольный простой S-полумодуль M и пока-
жем, что всякое его существенное расширение M ′ совпадает с M . Очевидно,
можно считать, что полукольцо S ненулевое и, следовательно, M 6= {0M}.
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Прежде всего заметим, что из зероидности полукольца S вытекает, что его
кольцо разностей S4 нулевое, поэтому с учетом замечания 1.3 простой (следо-
вательно, ненулевой) S-полумодуль M не может быть модулем. Тогда в силу
предложений 1.2 и 1.5M = {0M ,m}— полумодуль с идемпотентным сложением,
причем Ann(m) — строгий первичный идеал в S.

Рассмотрим какой-либо S-полумодуль M ′, являющийся существенным рас-
ширением M . Легко видеть, что случай R(M ′) 6= {0M} невозможен. В самом
деле, тогда отношение Бёрна θR по R(M ′) являлось бы нетривиальной конгру-
энцией на M ′, при этом ее ограничение на M было бы отношением равенства,
что противоречило бы существенности M в M ′. Следовательно, R(M ′) = {0M}.

Теперь можно применить лемму 1.1, согласно которой конгруэнция σ на
M ′ ввиду простоты полумодуля M и его существенности в M ′ есть отношение
равенства. Другими словами, аннуляторы различных элементов из M ′ различ-
ны.

Фиксируем произвольный отличный от 0M элемент m′ ∈ M ′ и какой-либо
элемент s ∈ Ann(m′). Как и в доказательстве предложения 1.5, обозначим
через As подполумодуль {n ∈ M ′ : ns = 0M} и зададим на M ′ отношение
Бёрна θs по As. Поскольку 0M ,m′ ∈ As и, значит, 0M θs m′, то θs — ненулевая
конгруэнция на M ′, следовательно, ввиду существенности M = {0M ,m} в M ′

получаем 0M θs m, т. е. для некоторых a, a′ ∈ As верно a = m + a′. Умножая
это равенство справа на s, имеем 0M = as = (m + a′)s = ms + 0M = ms, тем
самым s ∈ Ann(m). Следовательно, для каждого m′ ∈ M ′, m′ 6= 0M , верно
Ann(m′) ⊆ Ann(m).

Предположим теперь, что M ′ не совпадает с M . Тогда найдется m0 ∈ M ′,
отличный от 0M и m, откуда Ann(m0) ⊂ Ann(m), т. е. для подходящего s ∈ S
верно ms = 0M , но m0s 6= 0M . В силу первого равенства s лежит в Ann(m),
а поскольку Ann(m) — строгий первичный идеал в S, согласно свойству (2)
найдется такой элемент t ∈ S\Ann(m), что st = 0. Получаем, что, с одной сто-
роны, t 6∈ Ann(m), а с другой — m0st = m00 = 0M , поэтому с учетом m0s 6= 0M
имеем t ∈ Ann(m0s) ⊆ Ann(m). Полученное противоречие означает совпадение
M с M ′.

Итак, каждое существенное расширение простого S-полумодуля M совпа-
дает с M , тем самым ввиду произвольности M полукольцо S обладает свой-
ством (1).

Теорема полностью доказана. �

Из теорем 3.1, 2.10 и теоремы Капланского о коммутативных V -кольцах
(теорема B) немедленно вытекает основной результат данного пункта — теорема
о коммутативных V -полукольцах.

Теорема 3.7. Коммутативное полукольцо S является V -полукольцом в
том и только том случае, когда S = R ⊕ T , где R — регулярное кольцо, а T —
зероидное полукольцо со свойством (2).

В качестве дополнения к теореме 3.7 приведем несколько примеров и неслож-
ных утверждений, показывающих, как свойство «быть V -полукольцом» по-
разному ведет себя применительно к кольцам и к зероидным полукольцам.

Во-первых, отметим, что в свойстве (2), которому должна удовлетворять
«зероидная» часть коммутативного V -полукольца, в отличие от «кольцевой»
части регулярность вообще не упоминается. Отсутствие какой-либо связи меж-
ду этими свойствами подтверждает
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Пример 3.8. Рассмотрим коммутативные зероидные полукольца: полу-
кольцо R+ всех неотрицательных действительных чисел и полукольцо N всех
натуральных чисел, умножение в которых обычное, а в качестве сложения эле-
ментов берется их максимум. Нетрудно видеть, что каждое из этих полуколец
содержит ровно один строгий первичный идеал: нулевой. В самом деле, нуле-
вой идеал является строгим и первичным в любом антикольце без делителей
нуля. Кроме того, полукольцо R+ является полуполем и, следовательно, вооб-
ще не имеет ненулевых собственных (тем более строгих первичных) идеалов, а
отсутствие строгих собственных ненулевых идеалов в полукольце N вытекает из
следующих рассуждений. Если I 6= {0} — строгий идеал в N, то найдется n ∈ I,
n 6= 0, так что max(1, n) = n ∈ I, откуда 1 ∈ I ввиду строгости I, следовательно,
I = N. Ясно, что для нулевого идеала свойство (2) выполняется тривиальным
образом, поэтому оба полукольца являются V -полукольцами по теореме 3.1,
при этом первое полукольцо регулярно, а второе — нет. Примеры, показыва-
ющие, что среди регулярных коммутативных зероидных полуколец есть как
V -полукольца, так и полукольца, ими не являющиеся, легко обнаруживаются с
учетом доказываемого ниже предложения 3.10.

Во-вторых, заметим, что в отличие от регулярности свойство (2) затраги-
вает лишь те элементы полукольца, каждый из которых лежит в каком-либо
строгом первичном идеале. Интуитивно ясно, что если таких идеалов в полу-
кольце «мало», то и ограничение, накладываемое свойством (2) на полукольцо,
должно быть достаточно слабым, что демонстрирует следующий

Пример 3.9. Пусть S — произвольное коммутативное полукольцо, не явля-
ющееся кольцом. Легко видеть, что его подполукольцо S1 = {0}∪{1+s : s ∈ S}
является антикольцом без делителей нуля. Следовательно, мы можем попол-
нить его «бесконечно удаленным» элементом z 6∈ S1, положив a+ z = z + a = z
для всех a ∈ S1 ∪ {z}, 0z = z0 = 0 и az = za = z при любом отличном от нуля
a ∈ S1∪{z}. Получаем коммутативное зероидное полукольцо T = S1∪{z}, в ко-
тором имеется ровно один строгий первичный идеал: нулевой. Следовательно,
для T верно (2), поэтому T есть V -полукольцо.

С другой стороны, если строгих первичных идеалов в коммутативном зе-
роидном полукольце «много», то можно ожидать, что из свойства (2) будут
вытекать достаточно жесткие ограничения на структуру полукольца. Напри-
мер, имеет место

Предложение 3.10. Ограниченная дистрибутивная решетка D обладает
свойством (2) тогда и только тогда, когда D — булева алгебра.

Доказательство. Предположим, что для D верно (2), и зафиксируем
произвольный элемент a ∈ D. Покажем, что идеал I = aD + Ann(a) ⊆ D не
может быть собственным.

Действительно, пусть I ⊂ D. Тогда I содержится в некотором максималь-
ном идеале H ⊂ D. Очевидно, что если x + y ∈ H, то x = (x + y)x ∈ H и
y = (x + y)y ∈ H, поэтому идеал H является строгим (как, собственно, любой
идеал произвольной решетки). Кроме того, согласно [1, следствие 7.13] всякий
максимальный идеал произвольного ненулевого полукольца первичен, следова-
тельно, H первичен. Поскольку a ∈ I ⊆ H, в силу свойства (2) найдется такой
элемент s ∈ D\H, что as = 0. Но тогда, с одной стороны, s 6∈ H, а с другой —
s ∈ Ann(a) ⊆ I ⊆ H. Полученное противоречие показывает, что случай I ⊂ D
невозможен.
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Итак, I = D. Поскольку I = aD+Ann(a), для некоторых x ∈ D, y ∈ Ann(a)
имеем 1 = ax+y, откуда 1 = a+1 = a+ax+y = a+y, а поскольку y ∈ Ann(a), то
ay = 0, так что y есть дополнение к a. Ввиду произвольности выбора элемента
a ∈ D заключаем, что каждый элемент дистрибутивной решетки D обладает
дополнением, т. е. D является булевой алгеброй.

Обратно, пустьD — булева алгебра и a— произвольный элемент некоторого
первичного идеала I ⊂ D. Ясно, что дополнение a′ элемента a не лежит в I,
поскольку в противном случае 1 = a + a′ ∈ I и, следовательно, I = D, что
противоречит предположению I ⊂ D. Так как aa′ = 0, то a′ ∈ Ann(a), значит,
Ann(a) 6⊆ I, тем самым для D верно (2). �

С помощью предложения 3.10, а также теорем 2.10 и 3.1 получаем следу-
ющую «гомологическую» характеризацию булевых алгебр внутри класса огра-
ниченных дистрибутивных решеток.

Следствие 3.11. Для ограниченной дистрибутивной решетки D следую-
щие условия эквивалентны:

1) D — булева алгебра;
2) D — V -полукольцо;
3) любое существенное расширение каждого простого D-полумодуля M

совпадает с M .
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