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УЛЬТРАРАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПОЛУГРУПП
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Аннотация. Исследованы ультрараспределения полугрупп с необязательно плот-
но определенными генераторами и связь ультрараспределений полугрупп с локаль-
но конволюционными полугруппами. Доказана теорема типа теоремы возмущения
для ультрараспределений полугрупп Жевре.
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§ 1. Введение и предварительные сведения

Теория распределений полугрупп с плотно определенными образующими
берет начало в работе Лионса [1]. Подход Лионса к распределениям полугрупп
вдохновил многих математиков на исследование различных классов некоррект-
но поставленных абстрактных задач Коши. Интегрированные полугруппы вве-
дены Арендтом в статье [2], которая стала определяющей в дальнейшем разви-
тии теории. В качестве обобщения понятия интегрированной полугруппы, Чор-
энеску и Лумер рассмотрели в [3] класс конволюционных полугрупп. Достаточ-
но полную информацию по общей теории интегрированных, C-регуляризован-
ных и конволюционных полугрупп можно найти в [4–7]. Ультрараспределения
полугрупп с плотно определенными генераторами рассмотрены Шазареном в
[8, 9] (см. также [10–13]), а первые результаты, связанные с ультрараспреде-
лениями полугрупп с неплотно определенными генераторами, получены Кома-
цу в [14]. Отметим результаты исследований Билза [10, 15], Чорэнеску, Жи-
до [16], Кунстманна [17] о ω-ультрараспределениях полугрупп. Следуя подхо-
дам Кунстманна [18] и Вана [19] к ультрараспределениям полугрупп, мы ис-
следуем (экспоненциальные) ультрараспределения полугрупп в рамках теории
Данжуа — Карлемана — Комацу. Главными целями нашего анализа являют-
ся изучение существования фундаментальных решений соответствующих задач
Коши, а также спектральных характеристик генераторов ультрараспределений
полугрупп.

Статья организована следующим образом. В § 2 введено понятие пред-
распределения полугруппы и ее генератора, установлена связь ультрараспре-
деления полугруппы с уравнением сверточного типа и перенесено множество
результатов, известных для распределений полугрупп, на ультрараспределения
полугруппы. С использованием теории конволюционных полугрупп доказано
(теорема 7), что класс ультрараспределений полугрупп Жевре устойчив отно-
сительно ограниченных коммутирующих возмущений. Основная тема теорем 8
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и 9 — рассмотрение многочленов от операторов (ср. с [5, §XXIV]) как генерато-
ров ультрараспределений полугрупп Жевре (синусов). Наконец, дано несколько
поясняющих примеров, подтверждающих важность понятия неплотных ультра-
распределений полугрупп.

Ниже предполагается (за единственным исключением леммы 1(c)), что (Mp)
— последовательность положительных чисел такая, что M0 = 1 и выполнены
следующие условия:

(M.1) M2
p ≤Mp+1Mp−1, p ∈ N,

(M.2) Mp ≤ AHp min
0≤i≤p

MiMp−i, p ∈ N, для некоторых A, H > 0,

(M.3)′
∞∑
p=1

Mp−1
Mp

<∞.

Пусть s > 1. Последовательности Жевре (p!s), (pps) и (� (1 + ps)) удо-
влетворяют сформулированным выше условиям. Ассоциированная функция
последовательности (Mp) определяется следующим образом:

M(λ) := sup
{

ln
|λ|p

Mp
: p ∈ N0

}
, λ ∈ C, λ 6= 0, и M(0) := 0.

Как известно, функция M : [0,∞) → [0,∞) возрастающая и абсолютно непре-
рывная. Для p ∈ N положим mp := Mp/Mp−1 и заметим, что из (M.1) следует
возрастание последовательности (mp).

Мы отсылаем читателя к [20, 21] за определениями пространств ультра-
дифференцируемых функций Берлинга D (Mp) (соответственно Румье D{Mp}) и
сопряженных к ним, которые по определению являются пространствами уль-
трараспределений Берлинга (соответственно Румье). Используя обозначение ∗
для обоих случаев скобок, определим D∗′(E) как пространство непрерывных
линейных функций из D∗ в E; символ D∗

0 обозначает пространство элементов
в D∗ с носителями в [0,∞), а символ E ∗′0 — пространство ультрараспределений,
носители которых — компактные подмножества [0,∞). Пространство D∗′

0 (E)
состоит из E-значных ультрараспределений с носителем в [0,∞). Основные
сведения о векторнозначных пространствах ультрараспределений можно найти
в [21].

Поскольку нам нужна структурная теорема для ультрараспределения с од-
ноточечным носителем (ср. с [21]), придется использовать в некоторых утвер-
ждениях вместо (M.3)′ слегка более сильное условие

(M.3) sup
{ ∞∑

q=p+1

Mq−1Mp+1

pMpMq
: p ∈ N

}
≤ B для некоторой константы B > 0.

Это условие выполнено, если Mp = p!s, s > 1.
Пространства умеренных ультрараспределений типа Берлинга и Румье опре-

делены в [22] как сильно сопряженные пространства к соответствующим про-
странствам пробных функций:

S
(Mp) := proj lim

k→∞
S

Mp,k (соответственно S {Mp} := ind lim
k→0

S
Mp,k),

где

S
Mp,k :=

{
φ ∈ C∞(R) : ‖φ‖Mp,k <∞

}
, k > 0,

и

‖φ‖Mp,k := sup
{ kα+β

MαMβ
(1 + |t|2)β/2|φ(α)(t)| : t ∈ R, α, β ∈ N0

}
;
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S (Mp) и S {Mp}′ — (FN)-пространства, а S {Mp} и S (Mp)′ — (LN)-пространства.
Более того, справедливы соотношения D ↪→ S ∗ ↪→ S ↪→ L2 ↪→ S ′ ↪→ S ∗′ ↪→
D ′, где символом ↪→ обозначено непрерывное плотное вложение. Пространство
S ∗′(E) состоит из всех линейных непрерывных отображений из S ∗ в E, а его
топология определяется так же, как и в случае векторнозначных распределе-
ний [7].

С этого момента предполагаем, что E — нетривиальное комплексное бана-
хово пространство и A — замкнутый линейный оператор из E в E. Символом
L(E) обозначается банахова алгебра непрерывных линейных отображений из E
в E; далее N(A), R(A), ρ(A), σ(A) и D∞(A) обозначают ядро, образ, резоль-
вентное множество, спектр и множество

⋂
n∈N

D(An) соответственно. Символом

[D(A)] обозначим банахово пространство D(A) с нормой графика.
Ниже всегда будем предполагать, что τ ∈ (0,∞], K — комплекснозначная

локально интегрируемая функция на [0, τ) и K не равна нулю тождественно.

Положим �(t) :=
t∫
0
K(s) ds, t ∈ [0, τ). Ясно, что � — абсолютно непрерывная

функция на [0, τ) и �′(t) = K(t) для п. в. t ∈ [0, τ). Иногда будем использовать
следующее условие на функцию K.

(P1) K преобразуема по Лапласу, т. е. K ∈ L1
loc([0,∞)) и существует β ∈ R

такое, что величина

K̃(λ) := L (K)(λ) :=
∞∫
0

e−λtK(t) dt := lim
b→∞

b∫
0

e−λtK(t) dt

существует для всех λ ∈ C таких, что Reλ > β. Положим abs(K) := inf{Reλ :
K̃(λ) определено}.

Напомним, что функция K ∈ L1
loc([0, τ)) называется ядром, если для каж-

дого φ ∈ C([0, τ)) из того, что
t∫
0
K(t − s)φ(s) ds = 0, t ∈ [0, τ), следует, что

φ ≡ 0; по известной теореме Титчмарша [4] условие 0 ∈ suppK влечет, что K —
ядро. Следующее семейство экспоненциально ограниченных непрерывных ядер
играет ключевую роль в изучении возмущений ультрараспределений полугрупп
типа Жевре: Ka,δ(t) =: L −1(e−aλ

δ

)(t), t ≥ 0, где a > 0, δ ∈ (0, 1) и L −1 обо-
значает преобразование, обратное к преобразованию Лапласа. Заметим, что
|e−aλδ | ≤ e−a cos( δπ2 )|λ|δ , a > 0, δ ∈ (0, 1), Reλ > 0.

Пусть A — замкнутый линейный оператор, K ∈ L1
loc([0, τ)) и 0 < τ ≤ ∞.

Если существует сильно непрерывное семейство (SK(t))t∈[0,τ) в L(E) такое, что
(i) SK(t)A ⊆ ASK(t), t ∈ [0, τ),
(ii) SK(t)C = CSK(t), t ∈ [0, τ),
(iii) для каждого x ∈ E и t ∈ [0, τ)

t∫
0

SK(s)x ds ∈ D(A) и A

t∫
0

SK(s)x ds = SK(t)x− �(t)Cx,

то говорят, что A — субгенератор (локальной) K-свернутой C-полугруппы
(SK(t))t∈[0,τ); если τ = ∞ то говорят, что (SK(t))t≥0 — экспоненциально огра-
ниченная K-свернутая C-полугруппа с субгенератором A, если дополнительно
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существуют константы M > 0 и ω ∈ R такие, что ‖SK(t)‖ ≤ Meωt, t ≥ 0.
Интегральный генератор Â полугруппы (SK(t))t∈[0,τ) определяется как

Â :=

(x, y) ∈ E × E : SK(t)x− �(t)Cx =
t∫

0

SK(s)y ds, t ∈ [0, τ)


и является максимальным субгенератором (SK(t))t∈[0,τ) относительно теорети-
ко-множественного включения. Множество, состоящее из всех субгенераторов
(SK(t))t∈[0,τ), одноточечно, если C = I (в этом случае также говорят, что
(SK(t))t∈[0,τ) — K-свернутая полугруппа) или ρ(Â) 6= ∅. Понятия K-свернутых
C-косинусовых функций, синусов ультрараспределений и дальнейшие свойства
K-свернутых C-полугрупп можно найти в [6] и [23].

Нам понадобится следующая полезная

Лемма 1 [6, 24, 25]. (a) Пусть a > 0, δ ∈ (0, 1), B ∈ L(E), A — интеграль-
ный генератор (локальной) Ka,δ-свернутой полугруппы (S(t))t∈[0,τ) и BA ⊆ AB.
Тогда A+B — интегральный генератор (локальной) Ka,δ-свернутой полугруппы
(SB(t))t∈[0,τ).

(b) Пусть α > 0, M > 0, β ≥ 0, � : C → [0,∞), |K(t)| ≤ Meβt, t ≥ 0,
(SK(t))t∈[0,τ) — локальная K-свернутая полугруппа, порожденная A, и

1
|K̃(λ)|

≤ e�(αλ) для всех λ ∈ C таких, что Reλ > β и K̃(λ) 6= 0.

Тогда для каждого t ∈ (0, τ) существуют β(t) > 0 и m(t) > 0 такие, что

�t,α,β(t) =
{
λ ∈ C : K̃(λ) 6= 0, Reλ ≥ �(αλ)

t
+ β(t)

}
⊆ ρ(A),

‖R(λ : A)‖ ≤ m(t)e�(αλ), λ ∈ �t,α,β(t), K̃(λ) 6= 0.

(c) Предположим, что (Mp) удовлетворяет (M.1) и (M.2). Тогда существует
b > 0 такое, что для всякого l ≥ 1 существует el > 0, для которого lM(λ) ≤
M(bl−1λ) + el, λ ≥ 0.

В данной работе используем свертки f ∗0 g и f ∗ g of комплекснозначных
локально интегрируемых функций f и g:

f ∗0 g(t) =:
t∫

0

f(t− s)g(s) ds и f ∗ g(t) :=
∞∫

−∞

f(t− s)g(s) ds, t ∈ R.

Тогда ∗0 : D∗ × D∗ → D∗ и свойства непрерывности операции ∗0 остаются
похожими на свойства непрерывности ∗. Свертка ультрараспределений со зна-
чениями в банаховом пространстве берется в смысле [17, следствие 3.6].

Предложение 1. ПустьX, Y , Z — банаховы пространства, и пусть b : X×
Y → Z билинейно и непрерывно. Тогда существует единственное билинейное
непрерывное по каждому аргументу отображение ∗b : D∗′

0 (X)×D∗′
0 (Y ) → D∗′

0 (Z)
такое, что

(S ⊗ x) ∗b (T ⊗ y) = S ∗ T ⊗ b(x, y), S, T ∈ D∗′
0 , x ∈ X, y ∈ Y.
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§ 2. Полугруппы-ультрараспределения

Определим L-ультрараспределение полугруппы, следуя [1], и ультрараспре-
деление полугруппы, следуя [18, 19].

Определение 1. Пусть G ∈ D∗′
0 (L(E)).

(a) Говорят, что G — L-ультрараспределение полугруппы класса ∗, если
выполнены следующие условия:

(U.1) G(φ ∗ ψ) = G(φ)G(ψ), φ, ψ ∈ D∗
0 ;

(U.2) N (G) :=
⋂

φ∈D∗
0

N(G(φ)) = {0};

(U.3) R(G) :=
⋃

φ∈D∗
0

R(G(φ)) плотно в E;

(U.4) для всякого x ∈ R(G) существует функция u ∈ C([0,∞) : E) такая,

что u(0) = x и G(φ)x =
∞∫
0
φ(t)u(t) dt, φ ∈ D∗.

(b) Говорят, что G — предультрараспределение полугруппы класса ∗, если
выполнены следующие условия:

(U.5) G(φ ∗0 ψ) = G(φ)G(ψ), φ, ψ ∈ D∗.
Если G удовлетворяет условиям (U.2) и (U.5), то G называется ультра-

распределением полугруппы класса ∗, коротко УРПГ. Пред-УРПГ G называется
плотным, если выполнено (U.3).

(c) [11] Пусть A — замкнутый линейный оператор, и пусть G ∈ D (Mp)′
0 (L(E,

[D(A)])). Тогда говорят, что G — регулярное (Mp)-ультрараспределение полу-
группы, порожденное A, если

(i) G ∗ P = δ′ ⊗ Id[D(A)] и P ∗ G = δ′ ⊗ IdE , где P = δ′ ⊗ I − δ ⊗ A ∈
D

(Mp)′
0 (L([D(A)], E));

(ii) совпадает с (U.2);
(iii) линейная оболочка R(G), обозначаемая символом 〈R(G)〉, плотна в E.

Если G ∈ D∗′
0 (L(E)), то можно легко убедиться, что условие (U.2) эквива-

лентно условию
(U.2)′ suppG(·)x * {0} для любого x ∈ E \ {0}.
Если G есть пред-УРПГ класса ∗, то N (G) — замкнутое подпространство

в E и сопряженная к G полугруппа, обозначаемая символом G∗, тоже является
пред-УРПГ класса ∗. Следующий пример мотивирован примером 2.3 из [18].

Пример 1. Предположим, что T ∈ L(E) и в случае класса Берлинга, суще-
ствуют C > 0 и L > 0, а в случае класса Румье для каждого L > 0 существует
C > 0 со свойством ‖T p+1‖ ≤ C Lp

Mp
, p ∈ N0. Положим

G(φ) :=
∞∑
p=0

φ(p)(0)T p+1, φ ∈ D∗.

Тогда G — пред-УРПГ класса ∗ и N (G) = E. Отметим, что мы не требуем
от оператора T нильпотентности, как в [18, пример 2.3]. Построение операто-
ра T с указанными выше свойствами просто. Положим, например, E := l∞
и T 〈x1, x2, . . . , xp, . . . 〉 := 〈x2/m1, x3/m2, . . . , xp+1/mp, . . . 〉, 〈x1, x2, . . . , xp, . . . 〉 ∈
l∞. Так как последовательность (mp) возрастает, можно непосредственно убе-
диться, что ‖T p‖ = 1

Mp
, p ∈ N0, и что G, определенная этим T , есть пред-УРПГ

класса Берлинга. Заметим, что T не является нильпотентным оператором и
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соответствующий пример в случае класса Румье может быть построен анало-
гичным образом.

Из теоремы типа Бореля для ультрадифференцируемых функций [26] сле-
дует, что для любой комплексной последовательности (an) такой, что card({n ∈
N0 : an 6= 0}) < ∞, существует f ∈ D∗, удовлетворяющая равенствам f (n)(0) =
an, n ∈ N0. Вместе со структурной теоремой для операторнозначных ультра-
распределений с одноточечным носителем (ср. с [21, теорема 4.8], следует от-
метить, что использование условия (M.3) здесь неизбежно) и доказательством
леммы 2.2 в [18] это влечет следующее

Предложение 2. Предположим дополнительно, что выполнено условие
(M.3) и G — пред-УРПГ класса ∗. Положим G := G (·)|N (G ). Тогда G — пред-
УРПГ класса ∗ на N (G ) и существует оператор T ∈ L(N (G )) такой, что в
случае ультрараспределений Берлинга существуют C > 0 и L > 0, а в случае
ультрараспределений Румье для каждого L > 0 существует C > 0 такие, что

‖T j+1‖ ≤ C Lj

Mj
, j ∈ N0, и G =

∞∑
j=0

δ(j) ⊗ (−1)jT j+1.

Пусть G — УРПГ класса ∗ и T ∈ E ∗′0 . Следуя [27], определим оператор
G(T ):

G(T ) =: {(x, y) ∈ E × E : G(T ∗ φ)x = G(φ)y, φ ∈ D∗
0 }.

Ясно, что G(δ) = I и G(T ), T ∈ E ∗′0 , есть замкнутый линейный оператор. (Ин-
финитезимальный) генератор УРПГ G класса ∗ определяется как A := G(−δ′).

Пусть 1[0,∞) — характеристическая функция [0,∞). Для каждой функции
ϕ ∈ D∗ положим ϕ+(t) := ϕ(t)1[0,∞)(t), t ∈ R. Тогда для каждой ϕ ∈ D∗

справедливо ϕ+ ∈ E ∗′0 и определение G(ϕ+) понятно.
Следующие теоремы поясняют основные структурные свойства полугрупп-

ультрараспределений. Доказательства опускаем (ср. с [20, 6, 18]), а использова-
ние символа ∗ ясно из контекста.

Теорема 1. Пусть G — пред-УРПГ класса ∗, F := E/N (G) и q : E → F —
соответствующее каноническое отображение. Тогда справедливы следующие
утверждения.

(a) Определим H ∈ D∗′
0 (L(F )) равенством qG(ϕ) := H(ϕ)q для всех ϕ ∈ D∗.

Тогда H — УРПГ класса ∗ в F .
(b) 〈R(G)〉 = R(G).
(c) Предположим, что G неплотна. Пусть R := R(G) и H := G|R. Тогда

H — плотная пред-УРПГ класса ∗ в R.
(d) Сопряженная к G полугруппа G∗ удовлетворяет равенству N (G∗) =

R(G)
◦
. (Здесь R(G)

◦
обозначает поляру R(G).)

(e) Если E рефлексивно, то N (G) = R(G∗)
◦
.

(f) G∗ есть УРПГ класса ∗ на E∗ тогда и только тогда, когда G — плотная
пред-УРПГ класса ∗. Если E рефлексивно, то G∗ — плотная пред-УРПГ класса
∗ на E∗ тогда и только тогда, когда G — УРПГ класса ∗.

(g) G — УРПГ класса ∗ тогда и только тогда, когда выполнены условия
(U.1), (U.2) и (U.6), где

(U.6) G(ϕ+) = G(ϕ), ϕ ∈ D∗.
(h) N (G) ∩ 〈R(G)〉 = {0}.
(i) Пусть выполнено (U.3). Тогда имеем следующую эквивалентность:

[(U.1) ∧ (U.2) ∧ (U.4)] ⇐⇒ [(U.5) ∧ (U.2)].
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Теорема 2. Пусть G — УРПГ класса ∗, и пусть S, T ∈ E ∗′0 , ϕ ∈ D∗
0 , ψ ∈ D∗

и x ∈ E. Тогда
(a) (G(ϕ)x, G(T ∗ . . . ∗ T︸ ︷︷ ︸

m

∗ϕ)x) ∈ G(T )m, m ∈ N.

(b) G(S)G(T ) ⊆ G(S ∗ T ), причем G(S)G(T ) = D(G(S ∗ T )) ∩ D(G(T )) и
G(S) +G(T ) ⊆ G(S + T ).

(c) (G(ψ)x,G(−ψ′)x− ψ(0)x) ∈ G(−δ′).
(d) Если G плотна, то ее генератор плотно определен.

Теорема 1 позволяет ввести генератор пред-УРПГ класса ∗.
Определение 2. Пусть G — пред-УРПГ класса ∗ в E, и пусть УРПГ H

класса ∗ в F означает то же самое, что и в формулировке теоремы 1(a). Тогда
генератор G по определению считается генератором H.

Случай, когда G — УРПГ класса ∗, не исключается: можно просто отожде-
ствить E с F . По определению 2 генератор пред-УРПГ класса ∗ — замкнутый
линейный оператор из F в F , и отсюда следует, что наше определение слег-
ка отличается от соответствующего определения генератора пред-ПГР, данного
Кисыньски в [28].

Определение 3. Пусть D — банахово пространство и P ∈ D∗′
0 (L(D,E)).

Тогда D∗′
0 (L(E,D)) 3 G называется фундаментальным решением-ультрарас-

пределением для P , если

P ∗G = δ ⊗ IE и G ∗ P = δ ⊗ ID.

Как и в случае распределений, фундаментальное решение-ультрараспреде-
ление для P ∈ D∗′

0 (L(D,E)) определено единственным образом. Это вместе
со следующей теоремой влечет, что всякая УРПГ определяется единственным
образом своим генератором.

Теорема 3. Пусть A — замкнутый оператор. Если A порождает УРПГ
G класса ∗, то G — фундаментальное решение-ультрараспределение для P =
δ′⊗ID(A)−δ⊗A ∈ D∗′

0 (L([D(A)], E)). В частности, если T ∈ D∗′
0 (E), то u = G∗T

— единственное решение уравнения

−Au+
∂

∂t
u = T, u ∈ D∗′

0 ([D(A)]),

и предположение suppT ⊆ [α,∞) влечет, что suppu ⊆ [α,∞). Обратно, если
G ∈ D∗′

0 (L(E, [D(A)])) — фундаментальное решение-ультрараспределение для
P , то G — пред-УРПГ класса ∗ в E, порожденная замыканием оператора A ≡
{(q(x), q(y)) : (x, y) ∈ A}.

Доказательство. Пусть In : L(E, [D(A)]) → L(E) обозначает включе-
ние; в дальнейшем не будем делать никакой разницы между отображением
R ∈ D∗′

0 (L(E, [D(A)])) и отображением R ◦ In. Если A порождает УРПГ G
класса ∗, то из теоремы 2(c) следует, что G — фундаментальное решение-
ультрараспределение для P и u = G ∗ T ∈ D∗′

0 ([D(A)]) удовлетворяет урав-
нению −Au + ∂

∂tu = T . Ясно, что если suppT ⊆ [α,∞), то suppu ⊆ [α,∞).
Предположим теперь, что G ∈ D∗′

0 (L(E, [D(A)])) — фундаментальное решение-
ультрараспределение для P . Используя те же рассуждения, что и в [18, теоре-
ма 3.10], получаем, что G — пред-УРПГ класса ∗ в E. Докажем только, что
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генератор G является замыканием A . Прежде всего покажем, что A — замы-
каемый оператор. С этой целью предположим, что y ∈ E и (xn) — последова-
тельность в D(A) такая, что q(xn) → 0 и A (q(xn)) → q(y) при n→∞. Из этих
предположений вытекает существование подпоследовательности (xnk) последо-
вательности (xn) такой, что inf

z∈N (G)
‖xnk+z‖ < 1/k и inf

z∈N (G)
‖Axnk−y+z‖ < 1/k,

k ∈ N. Следовательно, существуют две последовательности (zk) и
(
z1
k

)
в N (G)

такие, что ‖xnk + zk‖ < 1/k и
∥∥Axnk − y + z1

k

∥∥ < 1/k, k ∈ N. Фиксируем
φ ∈ D∗

0 . Так как G — фундаментальное решение-ультрараспределение для P ,
имеем G(φ)Axn = −G(φ′)xn, n ∈ N, и

‖G(φ)y‖ =
∥∥G(φ)

(
Axnk − y + z1

k

)
−G(φ)

(
Axnk + z1

k

)∥∥
≤ ‖G(φ)‖/k + ‖G(φ)Axnk‖ = ‖G(φ)‖/k + ‖G(−φ′)(xnk + zk)‖

≤ ‖G(φ)‖/k + ‖G(φ′)‖/k, k ∈ N.

Устремляя k к ∞, получаем, что q(y) = 0 и A — замыкаемый линейный опе-
ратор в F . Предположим, что A1 порождает G. Если (q(x), q(y)) принадле-
жит замыканию A для некоторых x, y ∈ E, то существует последовательность
((xn, yn)) в A такая, что (q(xn), q(yn)) → (q(x), q(y)) при n → ∞. Используя
те же рассуждения, что и выше, получаем, что существуют подпоследователь-
ность (xnk) последовательности (xn) и две последовательности (zk) и (z1

k) в
N (G) такие, что ‖xnk −x+ zk‖ < 1/k и

∥∥ynk − y+ z1
k

∥∥ < 1/k, k ∈ N. Фиксируем
φ ∈ D∗

0 . Ясно, что

‖G(ϕ)(G(−φ′)x−G(φ)y)‖
=
∥∥G(ϕ)

[
G(φ′)(xnk−x+zk)−G(φ′)(xnk+zk)+G(φ)

(
ynk−y+z1

k

)
−G(φ)

(
ynk+z1

k

)]∥∥
=
∥∥G(ϕ)

[
G(φ′)(xnk − x+ zk) +G(φ)

(
ynk − y + z1

k

)]∥∥
≤ (‖G(ϕ ∗0 φ)‖+ ‖G(ϕ ∗0 φ′)‖)/k, k ∈ N, ϕ ∈ D∗

0 .

Поэтому G(−φ′)x − G(φ)y ∈ N (G), т. е. H(−φ′)q(x) = H(φ)q(y), φ ∈ D∗
0 , и A1

содержит замыкание A . Из этого, в свою очередь, следует, что D∗′
0 ([D(A )])

изоморфно подпространству D∗′
0 ([D(A1)]). Первая часть доказательства дает,

что H — фундаментальное решение-ультрараспределение для P1 = δ′⊗ID(A1)−
δ ⊗ A1. Применяя снова рассуждения из последней части доказательства тео-
ремы 3.10 из [18], получаем D(A1) = D(A ). Это завершает доказательство. �

Предложим следующие вопросы.
(i) Если G — УРПГ класса ∗, то можно доказать, что оператор A , опреде-

ленный в формулировке теоремы 3, замкнут. Верно ли это, если G есть просто
фундаментальное решение-ультрараспределение для P?

(ii) Предположим, что A плотно определен и порождает УРПГ G класса ∗.
Обязана ли G быть плотной?

Вспомнив о том, что всякое регулярное (Mp)-ультрараспределение полу-
группы (ср. с леммой 2.7 в [11]) является пред-УРПГ класса Берлинга, из
доказательства предыдущей теоремы немедленно выводим

Следствие 1. (a) Пусть G ∈ D∗′
0 (L(E, [D(A)])). Тогда N (G) = {0} и G —

фундаментальное решение-ультрараспределение для P , если и только если G —
УРПГ класса ∗, порожденная A.
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(b) Предположим, что A плотно задан. Тогда G — регулярное (Mp)-ульт-
рараспределение полугруппы, порожденной A, тогда и только тогда, когда G
является УРПГ класса (Mp), порожденной A.

Рассуждая, как в доказательстве предложения 2.6 в [11], получаем, что
из полиномиальной ограниченности ‖R(· : A)‖, имеющей место на подходя-
щей ультралогарифмической области из [9], следует, что A порождает УРПГ
класса (Mp). Это утверждение становится неверным в случае ультраполиноми-
альной ограниченности; более точно, существуют замкнутый линейный опера-
тор A и фундаментальное решение-ультрараспределение G для оператора P =
δ′⊗ID(A)−δ⊗A ∈ D∗′

0 (L([D(A)], E)) такие, что условие (U.2) не выполняется для
G (ср. с [29, с. 156]). Объясним теперь, почему решение-ультрараспределение
G для P не обязательно является УРПГ класса (Mp), даже если условие (M.3)
выполнено для последовательности (Mp). Пусть x ∈ N (G). Тогда носитель век-
торнозначного ультрараспределения G(·)x содержится в {0} и можно использо-
вать теорему 4.8 из [21] для доказательства существования последовательности
(xp) в D(A) и чисел C > 0 и L > 0 таких, что ‖xp‖[D(A)] ≤ CLp/Mp, p ∈ N0, и

G(·)x =
∞∑
p=0

δ(p) ⊗ xp.

С другой стороны, если G является фундаментальным решением-распределе-
нием для P ∈ D ′

0(L([D(A)], E)), то существуют n ∈ N и элементы x0, . . . , xn ∈
D(A) такие, что

G(·)x =
n∑

p=0

δ(p) ⊗ xp.

Отсюда (ср. с доказательством теоремы 3.10, с. 845, и леммой 1 в [18]) xn =
· · · = x0 = 0 и x = 0. Из отсутствия такого целого числа n в случае ультра-
распределений вытекает, что, вообще говоря, необязательно xp = 0, p ∈ N0 и
x = 0. Наконец, следует заметить, что условие (U.2) чрезвычайно важно при
изучении регуляризации ультрараспределений полугрупп и синусов [6].

Теорема 4. Пусть выполнено (M.3). Пусть T ∈ D∗′
0 (E) и A — замкнутый

плотно определенный оператор. Предположим, что уравнение

−Au+
∂

∂t
u = T, u ∈ D∗′

0 ([D(A)]),

имеет единственное решение, зависящее непрерывно от T , и из предположения
suppT ⊆ [α,∞) следует, что suppu ⊆ [α,∞). Далее, предположим, что для T =
δ соответствующее решение u удовлетворяет соотношению suppu(·, x) * {0}, x ∈
E \ {0}. Тогда A является генератором L-ультрараспределения полугруппы
класса ∗.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 5.1 из [1]. Здесь
нам придется переформулировать известное утверждение Шварца о линейных
операторах, коммутирующих со сдвигами. Так как отображение H : u 7→
−Au + ∂

∂tu является изоморфизмом D∗′
0 ([D(A)]) на D∗′

0 (E), коммутирующим
с трансляциями, можно доказать, что H — оператор свертки, т. е. существует
G ∈ D∗′

0 (L(E, [D(A)])) такое, что H(T ) = G∗T . Приложение теоремы 4.8 из [21]
очевидно, и помимо этих наблюдений единственное новое существенное измене-
ние, касающееся доказательства теоремы 5.1 из [1], связано с доказательством
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условия (U.2) для решения u = G уравнения −Au+ ∂
∂tu = δ (ср. с [1, ч. 5, с. 152]).

Ясно, что (U.2) следует из предположения suppu(·, x) * {0}, x ∈ E \ {0}. �

В дальнейшем под фундаментальным решением-ультрараспределением
класса ∗ для замкнутого линейного оператора A имеем в виду фундаментальное
решение-ультрараспределение класса ∗ для оператора P = δ′ ⊗ ID(A) − δ ⊗ A ∈
D∗′

0 (L([D(A)], E)).
Определение 4. Предположим, что G — фундаментальное решение-ульт-

рараспределение класса ∗ для замкнутого линейного оператора A или соответ-
ственно G — УРПГ класса ∗, порожденной A. Тогда говорят, что G — экспо-
ненциальное фундаментальное решение-ультрараспределение класса ∗ для A,
соответственно экспоненциальная УРПГ класса ∗, если существует ω ≥ 0 такое,
что e−ω·G ∈ S ∗′(L(E)). Условия (U.5) и (U.7) определяют экспоненциальную
пред-УРПГ.

Теорема 5 [6]. Пусть A — замкнутый линейный оператор. Экспоненциаль-
ное фундаментальное решение-ультрараспределение класса ∗ для A существует
тогда и только тогда, когда в случае ультрараспределений Берлинга a ≥ 0, k > 0
и L > 0 и в случае ультрараспределений Румье существует a ≥ 0 такое, что для
всякого k > 0 существует Lk > 0 со следующими свойствами:

{λ ∈ C : Reλ > a} ⊆ ρ(A),

‖R(λ : A)‖ ≤ LeM(k|λ|), λ ∈ C, Reλ > a,

‖R(λ : A)‖ ≤ Lke
M(k|λ|) для всех k > 0 и λ ∈ C таких, что Reλ > a.

Основные структурные свойства дифференцируемых (вещественно-анали-
тических, аналитических) УРПГ и их связь с дифференцируемыми свернутыми
полугруппами можно найти в [6].

Пример 2 [30, 6]. (a) Пусть (Mp) удовлетворяет (M1), (M.2) и (M.3)′. По-
ложим

EMp :=
{
f ∈ C∞[0, 1] : ‖f‖Mp := sup

p≥0

‖f (p)‖∞
Mp

<∞
}
,

AMp := −d/ ds, D(AMp) := {f ∈ EMp : f ′ ∈ EMp , f(0) = 0}.

Тогда AMp не является стационарным полным [30], и потому AMp не может
быть генератором полугруппы-распределения. Далее, ρ(AMp) = C [6] и ‖R(λ :
AMp)‖ ≤ CeM(r̃|λ|), Reλ ≥ 0, для некоторых C > 0 и r̃ > 0 [20]. Положим

‖ϕ‖Mp,h,K := sup
t∈K, p∈N0

hp|φ(p)(t)|
Mp

, ϕ ∈ D (Mp) (R ⊇ K — компакт, h > 0),

(G(ϕ)f)(x) :=
x∫

0

ϕ(x− t)f(t) dt, ϕ ∈ D (Mp), f ∈ EMp , x ∈ [0, 1].

Ясно, что G(ϕ)f ∈ C∞[0, 1] и

dp

dxp
(G(ϕ)f)(x) =

x∫
0

ϕ(p)(x− t)f(t) dt+
p−1∑
k=0

ϕ(p−1−k)(0)f (k)(x)
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для всякого ϕ ∈ D (Mp), f ∈ EMp , x ∈ [0, 1] и p ∈ N0. Так как Mp+q ≥ MpMq,
p, q ∈ N0, из предыдущего равенства следует, что для любых p ∈ N0, x ∈ [0, 1],
ϕ ∈ D (Mp) и f ∈ EMp∣∣∣∣ dp

dxp (G(ϕ)f)(x)
Mp

∣∣∣∣ ≤ ‖ϕ‖Mp,1,[0,1]‖f‖+
p−1∑
k=0

∣∣∣∣ϕ(p−1−k)(0)
Mp−k

∣∣∣∣‖f‖
≤ ‖ϕ‖Mp,1,[0,1]

(
1 +

p−1∑
k=0

1
mp−k

)
‖f‖ ≤ ‖ϕ‖Mp,1,[0,1]

(
1 +

∞∑
p=0

1
mp

)
‖f‖.

Значит,

‖G(ϕ)‖ ≤ ‖ϕ‖Mp,1,[0,1]

(
1 +

∞∑
p=0

1
mp

)

и G ∈ D (Mp)′
0 (L(E)). Теперь легко проверить, что G является УРПГ класса

(Mp), порожденной AMp .
(b) Пусть AMp , EMp и G, как в (a). Выберем x ∈ EMp и функционал

x∗ ∈ (D(AMp))◦ со свойством 〈x∗, x〉 = 1. Положим G̃ := G+ δ ⊗ 〈x∗, ·〉x. Тогда
G̃ удовлетворяет (U.1), (U.2), (U.4), но не (U.5).

(c) В следующем примере, который появился также в [31], используем по-
нятия и терминологию из гл. 8 монографии [4]. Предположим, что последова-
тельность (Mp) удовлетворяет (M.1), (M.2) и (M.3)′, s > 1, k > 0, p ∈ [1,∞),
m > 0, ρ ∈ [0, 1], r > 0, a ∈ Smρ,0 удовлетворяет (Hr)

n

∣∣∣∣12 − 1
p

∣∣∣∣(m− r − ρ+ 1
r

)
< 1 (1)

и существуют константы l > 0 и β ∈ R такие, что a(Rn) ∩ �
(Mp)
l,β = ∅, где

полагаем
�

(Mp)
l,β := {λ ∈ C : Reλ ≥M(l|λ|) + β}.

Если a(·) — эллиптический полином порядкаm, тоm = r, ρ = 1 и (1) выполнено.
По лемме 8.2.1, предложению 8.2.6 и доказательству леммы 8.2.8 из [4] получаем
существование β′ ≥ β такого, что норма ‖R(· : A)‖ полиномиально ограничена
на �

(Mp)
l,β′ , откуда следует, что A порождает ультрараспределение полугруппы

класса (Mp).

Использование ультрараспределений является основным средством при ана-
лизе некоторых классов псевдодифференциальных эволюционных систем с по-
стоянными коэффициентами, приведенных в [32]. Другие примеры дифферен-
циальных операторов, порождающих полугруппы-ультрараспределения, можно
найти в [9, 10, 15, 17].

Доказательство следующей теоремы вытекает из рассмотрений Комацу [14]
И. В. Мельниковой, А. И. Филинкова [7, § 2.3] и И. В. Мельниковой, В. А. Ануф-
риева [33, п. 1.3.4].

Теорема 6. Для замкнутого линейного оператора A фундаментальное ре-
шение-ультрараспределение класса ∗ существует тогда и только тогда, когда
существуют l > 0 и β > 0 в случае Берлинга и для любого l > 0 существует
βl > 0 в случае Румье такие, что

�
(Mp)
l,β ⊆ ρ(A), �

{Mp}
l,βl

= {λ ∈ C : Reλ ≥M(l|λ|) + βl} ⊆ ρ(A),
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‖R(λ : A)‖ ≤ βeM(l|λ|), λ ∈ �(Mp)
l,β , ‖R(λ : A)‖ ≤ βle

M(l|λ|), λ ∈ �{Mp}
l,βl

.

Спектральные свойства генераторов УРПГ достаточно сложны; см. также
[11, лемма 2.2, предложения 2.3, 2.4]).

Теорема 7. Предположим, что s > 1, Mp = p!s, существует фундамен-
тальное решение-ультрараспределение класса ∗ для A, B ∈ L(E) и BA ⊆ AB.
Тогда существует фундаментальное решение-ультрараспределение класса ∗ для
A+B.

Доказательство. Докажем теорему только в случае Румье, потому что
доказательство в случае Берлинга намного проще. Известно, что существу-
ют константы c1 > 0 и c2 > 0 такие, что c1|λ|1/s ≤ M(λ) ≤ c2|λ|1/s, λ ≥ 0.
Фиксируем l > 0. По теореме 6 существует константа βl > 0 такая, что
�l,βl := {λ ∈ C : Reλ ≥ c2(l|λ|)1/s + βl} ⊆ ρ(A) и ‖R(λ : A)‖ ≤ βlec2(l|λ|)

1/s
,

λ ∈ �l,βl . Обозначим символом �l границу �l,βl , ориентированную вверх, и
предположим, что cos( π

2s )a
c2l1/s

= 3. Положим S(t) := 1
2πi

∫
�l

eλtK̃a,1/s(λ)R(λ : A) dλ,

t ∈ [0, 2). Так как |K̃a,1/s(λ)| ≤ e−a cos( π
2s )|λ|1/s , λ ∈ C, Reλ > 0, определение

S(t) имеет смысл и можно убедиться непосредственно, что (S(t))t∈[0,2) являет-
ся локальной Ka,1/s-свернутой полугруппой, порожденной A. Применение лем-
мы 1(a) показывает, что оператор A+B порождает локальнуюKa,1/s-свернутую
полугруппу на [0, 2). Используя лемму 1(b) с �(λ) = cos

(
π
2s

)
a|λ|1/s, λ ∈ C, α = 1

и t = 1, получаем, что существует γl > 0 такое, что

�′l,γl := {λ ∈ C : Reλ ≥ 3c2l1/s|λ|1/s + γl} ⊆ ρ(A+B),

‖R(λ : A+B)‖ ≤ γle
3c2l1/s|λ|1/s , λ ∈ �′l,γl .

Из этого немедленно вытекает, что

�′′l,γl :=
{
λ ∈ C : Reλ ≥ 3c2

1
c1
M(l|λ|) + γl

}
⊆ ρ(A+B),

‖R(λ : A+B)‖ ≤ γle
3c2 1

c1
M(l|λ|), λ ∈ �′′l,γl .

В силу леммы 1(c) получаем существование ϑl > 0 такого, что

�′′′l,γl := {λ ∈ C : Reλ ≥M(lB3 c2
c1
−1|λ|) + ϑl} ⊆ ρ(A+B),

‖R(λ : A+B)‖ ≤ ϑle
M(lB

3
c2
c1

−1
|λ|), λ ∈ �′′′l,γl .

Доказательство теоремы завершает применение теоремы 6. �

Достаточно значимым является вопрос: верна ли теорема 7 в случае про-
извольной последовательности (Mp), удовлетворяющей (M.1), (M.2) и (M.3)′?
Также неясно, является ли свойство (U.2) инвариантным относительно возму-
щений.

Заметим, что теорема 7 применима к следующему обобщению теорем 3.1
из [13] и 4.3 из [34]. Для данных c > 0, σ > 0 и ς ∈ R положим

�c,σ,ς :=
{
λ ∈ C : Reλ ≥ σ| Imλ|c + ς

}
.
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Теорема 8. (a) Пусть c > 1, σ > 0, ς ∈ R, M > 0, k ∈ N,

σ(A) ⊆ ±�c,σ,ς и ‖R(λ : A)‖ ≤M(1 + |λ|)k, λ /∈ ±�c,σ,ς . (2)

Положим p(x) :=
n∑
j=0

ajxj , x ∈ C, где n ∈ N, an > 0 и an−j ∈ C, j = 1, . . . , n.

Тогда операторы ±ip(A) порождают полугруппы-ультрараспределения класса

(p!
n

n−1+ 1
c ).

(b) Пусть p такое же, как в п. (a), и пусть A (или −A) порождает экспо-
ненциально ограниченную интегральную функцию косинуса. Тогда операторы
±ip(A) порождают:

(i) полугруппы-ультрараспределения класса (p!s), если s ∈
(
1, 2n

2n−1

]
,

(ii) полугруппы-ультрараспределения класса {p!s}, если s ∈
(
1, 2n

2n−1

)
.

(c) Пусть p такое же, как в п. (a), и пусть A (или −A) порождает (локаль-
ную) интегрированную функцию косинуса. Тогда операторы±ip(A) порождают
полугруппы-ультрараспределения класса ∗, если Mp = p!s и s ∈

(
1, 2n

2n−1

)
.

(d) Предположим, что c ∈ (0, 1), σ > 0, ς ∈ R, σ(A) ⊆ ±(C \ {λ2 : λ ∈
�c,σ,ς}) и ‖R(· : A)‖ полиномиально ограничена на дополнении к {λ2 : λ ∈
�c,σ,ς} (или на противоположном к дополнению этого множества в случае знака
минус). Пусть p такое же, как в п. (a). Тогда операторы ±ip(A) порождают
ультрараспределения полугруппы класса ∗, если Mp = p!s и s ∈

(
1, 2n

2n+c−1

)
.

Доказательство. Для доказательства (a) достаточно рассмотреть слу-
чай a0 = 0 (см. теорему 7) и предположить, что σ(A) ⊆ �c,σ,ς . Замечая, что
Re
(
p(t±i

(
t−ς
σ

)1/c)) ∼ antn, t→ +∞, и Im
(
p
(
t±i

(
t−ς
σ

)1/c)) ∼ ±nanσ−1/ctn−1+ 1
c ,

t → +∞, из леммы 24.12 в [5] немедленно получаем существование σ1 > 0 и
ς1 > 0 таких, что σ(p(A)) ⊆ � n

n−1+ 1
c

,σ1,ς1 и ‖R(· : p(A))‖ полиномиально огра-

ничена на дополнении к � n

n−1+ 1
c

,σ1,ς1 . Из этого следует существование положи-

тельных чисел σ2 > 0 и ς2 > 0 таких, что �n−1+ 1
c

n ,σ2,ς2
⊆ ρ(±ip(A)) и норма

‖R(· : ±ip(A))‖ полиномиально ограничена на �n−1+ 1
c

n ,σ2,ς2
, что завершает до-

казательство (a). Доказательства (b) и (c) следуют из (a) и рассуждений из
доказательств теорем 3.1 из [13] и 4.3 из [34]. Доказательство (d) — прямое
следствие (a) и того факта, что для любых c ∈ (0, 1), σ > 0, ς ∈ R и a ∈

(
0, 1

2 + c
2

)
существуют σ1 > 0 и ς1 ∈ R такие, что C \ {λ2 : λ ∈ �c,σ,ς} ⊆ −�a,σ1,ς1 . �

В силу доказательства теоремы 8 имеем следующее утверждение.

Теорема 9. (a) Предположим, что c > 1, σ > 0, ς ∈ R, M > 0, k ∈ N и вы-
полнено (2). Пусть p такое же, как в формулировке теоремы 8(a). Тогда опера-
тор (−1)n+1p(A) порождает синус ультрараспределений класса ∗, если Mp = p!s

и s ∈
(
1, n

n−2+ 2
c

)
.

(b) Пусть p такое же, как в (a), с n > 1, и пусть A порождает (локальную)
интегрированную функцию косинуса. Тогда оператор (−1)n+1p(A) порождает
синус ультрараспределений класса ∗, если Mp = p!s и s ∈

(
1, n

n−1

)
.

(c) Пусть c ∈ (0, 1), σ > 0, ς ∈ R, σ(A) ⊆ ±(C \ {λ2 : λ ∈ �c,σ,ς}) и
‖R(· : A)‖ полиномиально ограничена на дополнении к {λ2 : λ ∈ �c,σ,ς} (или на
противоположном к этому дополнению в случае знака минус). Пусть p такое же,
как в (a). Тогда оператор (−1)n+1p(A) порождает синус ультрараспределений
класса ∗, если Mp = p!s и s ∈

(
1, n

n+c−1

)
.
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Понятие фундаментальных решений-гиперфункций введено Оути [35, 36] в
1971 г., а разрешимость операторов свертки в пространствах гиперфункций с
компактным носителем исследована А. Н. Кочубеем в [37]. Мы закончим ста-
тью наблюдением, что доказательство теоремы 2′ из [15] позволяет построить
замкнутый плотно определенный оператор A на пространстве Харди H2(C+)
такой, что существует фундаментальное решение-гиперфункция для оператора
A в смысле [35] и A не является субгенератором локальной α раз интегриро-
ванной C-полугруппы для любого инъективного оператора C ∈ L(H2(C+)) и
любого α > 0.
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6. Kostić M. Generalized semigroups and cosine functions. Belgrade: Math. Inst., 2011.
7. Melnikova I. V., Filinkov A. I. Abstract Cauchy problems: Three approaches. Washington:

Chapman & Hall/CRC, 2001.
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